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Orthogonale Zeichnungen I AT
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letztes Mal:

G Maxgrad-4-Graph mit fester planarer Einbettung
Orthogonale Zeichnung von G mit minimaler Anzahl an Knicken
kann effizient berechnet werden.
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Orthogonale Zeichnungen I AT

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

letztes Mal:

G Maxgrad-4-Graph mit fester planarer Einbettung
Orthogonale Zeichnung von G mit minimaler Anzahl an Knicken
kann effizient berechnet werden.

Durch Erweiterung des FlulBnetzwerks ebenfalls losbar:
Gegeben Funktion flex : E — Ny, finde Zeichnung mit minimaler
Knickzahl, sodass Kante e hochstens flex(e) Knicke hat.
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Orthogonale Zeichnungen I

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

letztes Mal:

G Maxgrad-4-Graph mit fester planarer Einbettung
Orthogonale Zeichnung von G mit minimaler Anzahl an Knicken
kann effizient berechnet werden.

Durch Erweiterung des FlulBnetzwerks ebenfalls losbar:
Gegeben Funktion flex : E — Ny, finde Zeichnung mit minimaler
Knickzahl, sodass Kante e hochstens flex(e) Knicke hat.

heute:

G Maxgrad-4-Graph mit variabler Einbettung
Entscheiden, ob G orthogonale Zeichnung ohne Knicke besitzt
Ist NP-schwer.
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Schwierigkeit bei 0-Knick-Zeichenbarkeit QT

Karlsruhe Institute of Technology

Es gibt starre Konstruktionen

L y - 0
0 9

4—6 Linksknicke 4—6 Rechtsknicke
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Schwierigkeit bei 0-Knick-Zeichenbarkeit QT

Karlsruhe Institute of Technology

. S e—
v:j—g:g [

2 <’
_ 5 - v

4—6 Linksknicke 4—6 Rechtsknicke
Tendril Ty : Konstruktion mit 4k bis 4k + 2 Links- oder Rechsknicken
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Zwei Gadgets AT

Karlsruhe Institute of Technology

5 5
M) 2 I ~
Tendrils 4‘;3:2 o
1}
4k + 1 Knicke y f_@:g
_ y - v
5L 5y

Wiggles
Wk u U

0 bis 4k Knicke

Pfad der Lange 4k + 1
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Ein neues FluBproblem AT

cccccccccccccccccccccccccccc

Problem (Switch-Flow Network)

Eingabe:

® ungerichtetes Netzwerk N = (V, E)

m fOr jede Kante einen Kapazitatsbereichs [¢' - - - ¢']
m schreibe [c] fUr [c- - - ]

Gultiger Fluf3:
@ Orientierung der Kanten
®m FluBzuweisung an jede Kante gemalf3 Kapazitatsbereich
® FluBerhaltung qilt in jedem Knoten

Existiert ein gultiger Flu3?
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Ein neues FluBproblem AT

Problem (Switch-Flow Network)

Eingabe:

® ungerichtetes Netzwerk N = (V, E)

m fir jede Kante einen Kapazitatsbereichs [¢’ - - - "]
m schreibe [c] fUr [c- - - ]

Gultiger Fluf3:
@ Orientierung der Kanten
®m FluBzuweisung an jede Kante gemalf3 Kapazitatsbereich
® FluBerhaltung qilt in jedem Knoten

Existiert ein gultiger Flu3?

Switch-Flow Network ist NP-schwer, sogar wenn N planar und
3-fach zusammenhangend ist.
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Not-All-Equal 3SAT AT
Problem Not-All-Equal 3SAT:
Gegeben: 3SAT-Formel ¢
Gesucht: Variablenbelegung, sodass in keiner Klausel
alle Literale gleich belegt sind

Beispiel: b = (_I.I‘l, I, _1333), (_Iilil, —XD, 512‘3), (5131, I, 5133)

B r; — true,zo» = false, x3 = true ist erfullend
B 1; — true,xy = true, x3 = true ist nicht erfullend
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Not-All-Equal 3SAT A{]]

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

Problem Not-All-Equal 3SAT:

Gegeben: 3SAT-Formel ¢

Gesucht: Variablenbelegung, sodass in keiner Klausel
alle Literale gleich belegt sind

Beispiel: b = (_Iilil, I, _15133), (_I.Clﬁl, —To, 5133), (5131, I, 5133)

B r; — true,zo» = false, x3 = true ist erfullend
B 1; — true,xy = true, x3 = true ist nicht erfullend

Not-All-Equal 3SAT ist NP-schwer.
Achtung: Planares Not-All-Equal 3SAT ist polynomiell losbar.

(Aquivalent zu MAXCUT auf planaren Graphen,
vgl. Vorlesung ,Algorithmen fir planare Graphen®)
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Reduktion von Not-All-Equal 3SAT QAT

Karlsruhe Institute of Technology

® Instanz von Not-All-Equal 3SAT
Literale: z1,vy1,...,2,,y, Mity; = —x;
Klauseln: ¢y, ..., cn,
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Reduktion von Not-All-Equal 3SAT AT

oooooooooooooooooooooooooooo

® Instanz von Not-All-Equal 3SAT
Literale: z1,vy1,...,2,,y, Mity; = —x;
Klauseln: ¢y, ..., cn,

ao; = #Vorkommen von z; in Klauseln von ¢
B; := #Vorkommen von y; in Klauseln von ¢
Beachte: >~." (o + ;) = 3m

(_'xla L2, ﬁm?))) (ﬁajb X2, 333)7 (3317 L2, £Iji"))

Klauselknoten ® o o
Literalknoten e——e ——e —o
1 Y1 T2 | Y2 L3 | Y3
Literalkanten o1+ 41l [ + 5] [ + B3]
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Reduktion von Not-All-Equal 3SAT QAT

Karlsruhe Institute of Technology

® Instanz von Not-All-Equal 3SAT
Literale: z1,vy1,...,2,,y, Mity; = —x;
Klauseln: ¢y, ..., cn,

ao; = #Vorkommen von z; in Klauseln von ¢
B; := #Vorkommen von y; in Klauseln von ¢
Beachte: >~." (o + ;) = 3m

(_'xla L2, ﬁm?))) (ﬁajb X2, 333)7 (3317 L2, L3

N

Klauselknoten O
. [0] E
Kapazitaten
[1] <
A
-
: @)
Literalknoten o]
X
-
Literalkanten  te1+ 51l g + ] ez + Bl
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Reduktion von Not-All-Equal 3SAT QAT

Karlsruhe Institute of Technology

® Instanz von Not-All-Equal 3SAT
Literale: z1,vy1,...,2,,y, Mity; = —x;
Klauseln: ¢y, ..., cn,

ao; = #Vorkommen von z; in Klauseln von ¢
B; := #Vorkommen von y; in Klauseln von ¢
Beachte: >~." (o + ;) = 3m

(_'xla L2, ﬁm?))) (ﬁxb X2, ZC3), (3317 L2, L3
[1]

N

1
Klauselknoten . O
0 AN~ E
Kapazitéten 1), ' > 3
. ( , )
Literalknoten e&=—» N ]
L YN oy L2\| Y22 L3 -
[81] [52] ‘ (B3]
Literalkanten o1+ 41l [ + 8] s + B3]
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Reduktion von Not-All-Equal 3SAT QAT

Karlsruhe Institute of Technology

® Instanz von Not-All-Equal 3SAT
Literale: z1,vy1,...,2,,y, Mity; = —x;
Klauseln: ¢y, ..., cn,

ao; = #Vorkommen von z; in Klauseln von ¢
B; := #Vorkommen von y; in Klauseln von ¢
Beachte: >~." (o + ;) = 3m

(_'xla L2, ﬁm?))) (ﬁﬂﬁ'l, X2, 333)7 (3317 L2, L3
[1]

N

1
Klauselknoten . O
. [0] A\/ %
Kapazitéten 1), ' > 3
. '( ®)
Literalknoten es—— N o]
L1 YN oy T2\| Y2\ L3 -
18, [52] ‘ (B3]
Literalkanten o1+ 41l [ + 8] s + B3]
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Reduktion von Not-All-Equal 3SAT AT

oooooooooooooooooooooooooooo

® Instanz von Not-All-Equal 3SAT
Literale: z1,vy1,...,2,,y, Mity; = —x;
Klauseln: ¢y, ..., cn

ao; = #Vorkommen von z; in Klauseln von ¢
B; := #Vorkommen von y; in Klauseln von ¢
Beachte: >~." (o + ;) = 3m

(_'xla L2, ﬁm?))) (ﬁﬂﬁ'l, X2, 333)7 (3317 L2, L3
[1]

N

Klauselknoten . O

o [O] A\/ =
Kapazitaten 1] ' < 3
" 2 X

: o
Literalknoten —F -t o
L1 YN oy T2\| Y2 2 L3 -

[81] [52] ‘ (B3]
Literalkanten  fea+ 50 [ + 2] a3 + B3]
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Reduktion von Not-All-Equal 3SAT QAT

Karlsruhe Institute of Technology

® Instanz von Not-All-Equal 3SAT
Literale: z1,vy1,...,2,,y, Mity; = —x;
Klauseln: ¢y, ..., cn,

ao; = #Vorkommen von z; in Klauseln von ¢
B; := #Vorkommen von y; in Klauseln von ¢
Beachte: >~." (o + ;) = 3m

(_'xla L2, ﬁm?))) (ﬁﬂﬁ'l, X2, 333)7 (3317 L2, L3

N

Klauselknoten O
. [0] E
Kapazitaten
[1] <
P
-
: @)
Literalknoten o]
X
-
Literalkanten  te1+ 51l g + ] ez + Bl
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Reduktion von Not-All-Equal 3SAT AT

oooooooooooooooooooooooooooo

® Instanz von Not-All-Equal 3SAT
Literale: z1,vy1,...,2,,y, Mity; = —x;
Klauseln: ¢y, ..., cn

ao; = #Vorkommen von z; in Klauseln von ¢
B; := #Vorkommen von y; in Klauseln von ¢
Beachte: >~." (o + ;) = 3m

(_'xla L2, ﬁm?))) (ﬁajb X2, 333)7 (3317 L2, L3
[1]

N

Klauselknoten 7 O
o [O] “ / =
Kapazitaten 1] ' D 3
" 2 X

: , o
Literalknoten — i o
L1 YN oy T2\| Y2 2 L3 -

[81] [52] ‘ (B3]
Literalkanten  fea+ 50 [ + 2] a3 + B3]
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Reduktion von Not-All-Equal 3SAT AT

oooooooooooooooooooooooooooo

® Instanz von Not-All-Equal 3SAT
Literale: z1,vy1,...,2,,y, Mity; = —x;
Klauseln: ¢y, ..., cn

ao; = #Vorkommen von z; in Klauseln von ¢
B; := #Vorkommen von y; in Klauseln von ¢
Beachte: >~." (o + ;) = 3m

(_'xla L2, ﬁm?))) (ﬁxb X2, ZC3), (3317 L2, L3
[1]

N

Klauselknoten 7 O
e [0] A\ / =
Kapazitaten 1] ' D 3
" 2 X

: , o
Literalknoten —F -t o
L1 YN oy T2\| Y2 2 L3 -

[81] [52] ‘ (B3]
Literalkanten  fea+ 50 [ + 2] a3 + B3]
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Herstellung von Planaritat AT

Karlsruhe In
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[a + B1] [ + B5] [z + B3]
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Herstellung von Planaritat AT

C
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[ + B1] [an + B2] [z + B3]
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Herstellung von Planaritat AT

C
<<
N
-
o
—f=
D
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1 2 [ap]
YL\ (] Y
[61] 7] (53]
[ + B1] [an + B2l [a3 + B3]
4 )
Problem:
\ J
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Herstellung von Planaritat AT

O
C
3
3
<<
A
-
o
—f=
D
-
Y1\ (o l Y2 L]
o
[61] 7] (53]
[ + B1] [an + B2l [a3 + B3]
4 )
Problem: Losungsidee:
[1] [2]
2] [1]
\ J
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Herstellung von Planaritat AT

tttttttttttttttttttttttttttt

3
usjouAwwing

L1

[B1]
[1 + B1] [ao + Bo] [a3 + B3]

4 )
: = : : : . Verschiedene FluBwerte
Problem: Losungsidee: Allgemeiner: .= . jore Literald

>< NP far z; : v, == (2t — 1)©
2] [1] fur Yi - 52 = 210 )
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Herstellung von Planaritat ? AT

\ 2 Karlsruhe Institute of Technology

uajouAwwing

[B363]

[c3v3 + B363]

4 )
: = : : : . Verschiedene FluBwerte
Problem: Losungsidee: Allgemeiner: .= . jore Literald

>< N/ far x; : v, == (2 — 1)©
2] [1] fur Yi - 52 = 210 )
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uajouAwwing

[B363]

[av1v1 + B161] [3v3 + B383]

é . N
Problem:  Ldsungsidee:  Allgemeiner: Yerschiedene Flubwerte
fur verschiedene Literale

>< N/ far x; : v, == (2 — 1)©
2] [1] fur Yi - 52 = 210 )

\
n; := Summe der Kapazitaten inzidenter Literal-Klausel-Kanten fur Klausel j
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Zwischenstand AT

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

Konstruierter Graph ist 3-fach zusammenhangend

Switch-Flow Network ist NP-schwer, sogar wenn N planar und
3-fach zusammenhangend ist.

ldee: Konstruiere Graph G mit
(G besitzt Zeichnung ohne Knicke < N ldsbar.

® NV hat eindeutige planare Einbettung

m Verwende Dualgraph von N als Basis

®m Ersetze Kanten des Dualgraphs durch Konstruktionen, die
den Flu3 modellieren
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Konstruktion von G AT

Karlsruhe Institute of Technology
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Konstruktion von G AT

Karlsruhe Institute of Technology
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Konstruktion von G AT

Karlsruhe Institute of Technology
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Konstruktion von G AT

oooooooooooooooooooooooooooo

Ersetze:
m Kante mit Kapazitat [¢] — Tendril T
m Kante mit Kapazitat [0 - - ¢] — Wiggle W.
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Konstruktion von G AT

Karlsruhe Institute of Technology

| Ersetze:
m Kante mit Kapazitat [¢] — Tendril T
m Kante mit Kapazitat [0 - - ¢] — Wiggle W.

4 )

Klauselkanten Dummykanten Klauselkanten Wewsalieran
ijungsknoten

\ J
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KIT

Karlsruhe Institute of Technology

Aufwartsplanare Zeichnungen
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Aufwartsplanaritat AN{]]

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

Ein gerichteter azyklischer Graph D = (V, A) heif3t aufwartspla-
nar, wenn es eine planare Einbettung von D in die Ebene gibt,
bei der alle Kanten aufwartsgerichtet sind.
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Aufwartsplanaritat AN{]]

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

Ein gerichteter azyklischer Graph D = (V, A) heif3t aufwartspla-
nar, wenn es eine planare Einbettung von D in die Ebene gibt,
bei der alle Kanten aufwartsgerichtet sind.

Beispiel:
planar!
aufwartsplanar? — Nein!
Algorithmen zur Visualisierung von Graphen — Kombinatorische Optimierung mittels FluBnetzwerken iﬁl Institute for Theoretical Informatics
Tamara Mchedlidze — Martin Néllenburg — Ignaz Rutter ww Algorithmics Group



Problemstellung T

Problem: Test auf Aufwartsplanaritat
Gegeben ein gerichteter azyklischer Graph D = (V, A). Teste,
ob D aufwartsplanar ist. Falls D aufwartsplanar ist, so konstru-

lere ein entsprechendes Layout
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Problemstellung T

Problem: Test auf Aufwartsplanaritat
Gegeben ein gerichteter azyklischer Graph D = (V, A). Teste,
ob D aufwartsplanar ist. Falls D aufwartsplanar ist, so konstru-

lere ein entsprechendes Layout

Garg & Tamassia: Das Problem ist NP-schwer.

® ahnliche Konstruktion wie zuvor
®m andere Tendrils und Wiggles
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Trotzdem Charakterisierung

Definition:

DAG D = (V, A) heif3t st-Graph, wenn
®m es ex. eindeutige Quelle sin V

m es ex. eindeutige Senke tin V

m Kante st ist in A enthalten
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Trotzdem Charakterisierung AT

Definition:

DAG D = (V, A) heif3t st-Graph, wenn
®m es ex. eindeutige Quelle sin V

m es ex. eindeutige Senke tin V

m Kante st ist in A enthalten

Satz (Charakterisierung aufwartsplanarer Graphen)
Flr einen gerichteten Graphen D = (V, A) sind folgende Aus-
sagen aquivalent:

1. D ist aufwartsplanar
2. D hat ein geradliniges aufwartsplanares Layout
3. D ist aufspannender Subgraph eines planaren st-Graphen
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Trotzdem Charakterisierung AT

Definition:

DAG D = (V, A) heif3t st-Graph, wenn
®m es ex. eindeutige Quelle sin V

m es ex. eindeutige Senke tin V

m Kante st ist in A enthalten

Satz (Charakterisierung aufwartsplanarer Graphen)
Flr einen gerichteten Graphen D = (V, A) sind folgende Aus-
sagen aquivalent:

1. D ist aufwartsplanar
2. D hat ein geradliniges aufwartsplanares Layout
3. D ist aufspannender Subgraph eines planaren st-Graphen

Beweis: (2) = (1) ist klar
(3) & (1) einfach
(3) = (2) braucht etwas mehr Arbeit
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Neue Problemstellung: Feste Einbettung T

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

Problem: Test auf Aufwartsplanaritat mit fester Einbettung
Gegeben ein gerichteter azyklischer Graph D = (V, A) mit Eln-
bettung F, fy. Teste, ob D, F, fy aufwartsplanar ist und konstru-
lere ggf. ein entsprechendes Layout

Einbettung ist bimodal

ausgehend

eingehend
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Beboachtungen T

Karlsruhe Institute of Technology
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Beboachtungen KIT

Karlsruhe Institute of Tec

® Bimodalitat notwendig (nicht hinreichend)
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Beboachtungen T

oooooooooooooooooooooooooooo

® Bimodalitat notwendig (nicht hinreichend)
m betrachte Winkel zw. zwei ein-/ausgehenden Kanten &

Winkel « ist gro3 wenn o > 7, klein sonst. ,\31,\“@\\
L(v) := # groBe Winkel an Knoten v 1‘“‘6\(\0\(&0
L(f) := # groB3e Winkel in Facette f. 00‘“6066
S(v) bzw. S(f): Anzahl kleiner Winkel ~ ¢°
orithmen zur Visualisierung von Graphen — Kombinatorische Optimierung mittels FluBnetzwerken AhE nstitute for Theoretical Informatics
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Beboachtungen T

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

® Bimodalitat notwendig (nicht hinreichend)

m betrachte Winkel zw. zwei ein-/ausgehenden Kanten &
Winkel « ist groB wenn a > m, klein sonst. oY Q

‘ Q
L(v) := # groBe Winkel an Knoten v N \(\@0\9
[] ] i& 60
L(f) := # groBe Winkel in Facette f. N

S(v) bzw. S(f): Anzahl kleiner Winkel ¢

Lemma:

m in Aufwars-Layout von D qilt:

0 vinnerer Knoten
1)VvoeV: L —
(1) Vo (v) {1 v Quelle/Senke

-2 7 fo

@Vf € F:L(f) - S(f) = {2 "
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Folgerung IT

oooooooooooooooooooooooooooo

m A(f) := # Winkel zwischen zwei eingehenden Kanten an f
Es gilt stets: L(f) + S(f) = 2A(f) fur alle Facetten

m in Aufwars-Layout von D qilt:

@) Ve F: L(f) = {jﬁ;;; jfof"

Definiert Zuordnung von Quellen/Senken ZU inzidenten Facetten

¢:{Q,5} = F
¢ : v — Inzidente Facette d-1(f)] = {jgg — 1 ?75 Jo
+1 fo

heil3t konsistent, wenn qilt
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Beispiel Facettenzuordnung AT

Karlsruhe Institute of Technology
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Beispiel Facettenzuordnung AT

Karlsruhe Institute of Tec
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Beispiel Facettenzuordnung AT

Karlsruhe Institute of Technology
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Beispiel Facettenzuordnung KIT

d(v1) = fo

d(v2) = fo
d(v3) = f7
S(vg) = f5

P(vs) = f1
®(ve) = f1
®(v7) = fa

d(vg) = fo

®(v9) = fo
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Kernaussage T

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

FUr einen gerichteten azyklischen Graphen D = (V, A) mit kom-
binatorischer Einbettung F, f qilt:
aufwartsplanar <= bimodal und 3 konsistentes ¢
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Kernaussage T

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

FUr einen gerichteten azyklischen Graphen D = (V, A) mit kom-
binatorischer Einbettung F, f qilt:
aufwartsplanar <= bimodal und 3 konsistentes ¢

=-: soeben hergeleitet
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Kernaussage T

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

FUr einen gerichteten azyklischen Graphen D = (V, A) mit kom-
binatorischer Einbettung F, f qilt:
aufwartsplanar <= bimodal und 3 konsistentes ¢

=-: soeben hergeleitet
«<: Umkehrung gilt, ist sogar konstruktiv

Zunachst: D, F, fq L o konsistent
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Kernaussage T

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

FUr einen gerichteten azyklischen Graphen D = (V, A) mit kom-
binatorischer Einbettung F, f qilt:
aufwartsplanar <= bimodal und 3 konsistentes ¢

=-: soeben hergeleitet
«<: Umkehrung gilt, ist sogar konstruktiv

Zunachst: D, F, fq L o konsistent

FluBnetzwerk!
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Definition Flussnetzwerk Nz ¢

m W= {veV|vistQuelle oder Senke} UF

® Ay ={(v, f) | vinzident zu f
®l(a)=0 Vae Ay
B ula)=1 Vaec An
1 Ve W NV
m b(q) =4 —(Alg) - 1) Vge F\{fo}
—(A(g) +1) g = fo
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Beispielnetzwerk AT

Karlsruhe Institute of Tec

e normaler Knoten
o Quelle / Senke
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Beispielnetzwerk AT

Karlsruhe Institute of Tec

~ e normaler Knoten
o Quelle / Senke

O Facettenknoten
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Beispielnetzwerk
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KIT

Karlsruhe Institute of Technology

e normaler Knoten
o Quelle / Senke

O Facettenknoten
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Beispielnetzwerk

-3

m Starte mit Nullfluss
® Suche erhohende Wege
m Geht auch ohne festgelegtes fj
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KIT

Karlsruhe Institute of Technology

e normaler Knoten
o Quelle / Senke

O Facettenknoten
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Winkelfolgen an Facetten T

oooooooooooooooooooooooooooo

m Betrachte Folge o von Winkeln L, S an lokalen Quellen und
Senken von f

L
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Algorithmus: ¢, F, fy ~~ s-t-Graph 2 D AT
mf# fomit|oy] >2enthalt L, S, S an z,y, 2
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Algorithmus: ¢, F, fy ~~ s-t-Graph 2 D AT
mf# fomit|oy] >2enthalt L, S, S an z,y, 2 gy

® = Quelle = verfeinere mit (z, x)
m x Senke = verfeinere mit (z, 2)

C L O 2
m Ziel: Entferne alle Quellen und Senken
~n Y
(]
xZr
()
xXr
- y
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Algorithmus: @, F, fo ~» s-t-Graph 2 D QAT
mf# fomit|oy] >2enthalt L, S, S an z,y, 2 | gy
® z Quelle = verfeinere mit (z, x)

m x Senke = verfeinere mit (z, 2)

m Ziel: Entferne alle Quellen und Senken P 2
N Y

Invarianten: z
m Planaritat, Azyklizitat, Bimodalitat
® Quellen/Senken von f werden Quellen/Senken von f’

m Fluge zwischen irgendeiner Quelle s und Senke ¢ auf fy die
Kante (s, t) ein.
= planarer s-t-Graph, der D enthalt

Algorithmen zur Visualisierung von Graphen — Kombinatorische Optimierung mittels FluBnetzwerken iﬁ! Institute for Theoretical Informatics
Tamara Mchedlidze — Martin Néllenburg — Ignaz Rutter ww Algorithmics Group



	Knickminimierung in orthogonalen Zeichnungen
	Aufwärtsplanarität

