2. Klausur zur Vorlesung

Algorithmentechnik
Wintersemester 2008 /2009

Losung!

Beachten Sie:

e Bringen Sie den Aufkleber mit Threm Namen und Matrikelnummer auf diesem Deckblatt an und
beschriften Sie jedes Aufgabenblatt mit Ihren Namen und Matrikelnummer.

e Schreiben Sie die Losungen auf die Aufgabenblatter und Riickseiten. Zuséatzliches Papier erhalten
Sie bei Bedarf von der Aufsicht.

e Zum Bestehen der Klausur sind 20 der méglichen 60 Punkte hinreichend.

e Es sind keine Hilfsmittel zugelassen.

Aufgabe Mogliche Punkte Erreichte Punkte
alblc|d|e| Xja|b|lc|d|e]|X

1 41 - | - -1-| 4 - -1 -] -
2 213 |1] -1 - 6 - -
3 2014 -|-| 7 - -
4 114(-]-]-15 - - -
5 2132 -|-| 7 - -
6 21312 -|-| 7 - -
7 214 -]-1-] 6 - - -
8 21113 -|-1| 6 - -
9 12x1 12

b)) 60




NAME: MATRIKELNR.: Seite 2

Problem 1: Dynamische Arrays 4 Punkte

Gegeben sei eine dynamische Datenstruktur A, die initial Kapazitdt cap(4) = 2 und Lénge len(A4) = 0
habe. Auf A sei eine Operation INSERT definiert, die ein Element in A einfiigt, und folgende Effekte hat:

e Fall 1 (len(A) < cap(A)): len(A) :=len(A) + 1 mit Kosten 1
e Fall 2 (len(A) = cap(A)): len(A) :=len(A) + 1, cap(A) := 2 - cap(A) mit Kosten cap(A)

Zeigen oder widerlegen Sie: Die Kosten fiir n INSERT-Operationen liegen in O(n).

Lésung: Die realen Kosten fiir die n-te INSERT-Operation bezeichnen wir mit ¢(n). Wir benutzen
die Buchungsmethode und setzen die amortisieren Kosten ¢(n) pro INSERT-Operation auf 3. Somit
betragen die amortisieren Kosten fiir n-Operationen 3n, liegen also in O(n). Es sind die amortisieren
Kosten eine obere Schranke fiir die tatsdchlichen: Fiir n = 1,2,3 kann man das leicht nachpriifen. Es
gelte die Behauptung fiir alle n = 1,...,2* 4+ 1. Dann gilt sie auch fiir alle n = 2¥ 4+ 2,...2F"1 denn
dort sind die amortisieren Kosten 3 und die realen Kosten 1. Auerdem gilt es auch fiir n = 2¥*!, denn
Eiljzl’j;g c(n) = (28 —2)- 142kt =3.2F ~2<3.2F = Zi]:;,ij ¢é(n). Mit vollstéandiger Induktion folgt
die Behauptung.

Problem 2: Union-Find 24+ 3+ 1 =06 Punkte

Im folgenden sei Union-Find jeweils mit Weighted Union und Pfadkompression implementiert, wie in der
Vorlesung vorgestellt.

(a) Betrachten Sie den in der folgenden Darstellung abgebildeten Zustand einer Union-Find-
Datenstruktur. Geben Sie eine Folge von Operationen MAKESET, UNION und FIND an, die den
dargestellten Zustand der Datenstruktur erzeugen kann.

(4)
@B Q o
® ® ©

Lésung: Eine mogliche Folge von UNION-Operationen ist (B, E), (4, D), (4, B), (C, F), (C,G), (A, C).
Natiirlich muss vorher fiir alle Elemente MAKESET aufgerufen worden sein.
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(b)

Gegeben sei ein Graph G = (V, E) und eine Farbung der Knoten ¢ : V — C, wobei C eine Menge
von Farben sei.

e Eine Menge M von Knoten heifit monochrom zusammenhdngend, wenn je zwei Knoten in M
durch einen Weg verbunden sind, auf dem alle Knoten gleich geféarbt sind.

e Eine monochrom zusammenhingende Menge M heifit mazimal, wenn es keine monochrom zu-
sammenhangende Menge M’ mit M C M’ gibt.

Formulieren Sie mithilfe der Union-Find-Datenstruktur aus der Vorlesung einen Algorithmus, der die
maximalen monochrom zusammenhéngenden Mengen eines gegebenen Graphen G = (V, E) berech-
net.

Algorithmus 1 : Maximale monochrom zusammenhéngende Mengen

Eingabe : Graph G = (V, E), Knotenfarbung ¢: V — C
Ausgabe : Union-Find-Datenstruktur, so dass FIND(u) = FIND(v) genau dann wahr ist, wenn u
und v in der selben maximalen monochrom zusammenhéngenden Menge liegen

Loésung:

Algorithmus 2 : Maximale monochrom zusammenhéngende Mengen

Eingabe : Graph G = (V, E), Knotenfarbung ¢: V — C

Ausgabe : Union-Find-Datenstruktur der maximalen monochrom zusammenhéangenden Mengen
FirveV

| MAKESET(v)

Fuir {u,v} € E

L Wenn FIND(u) # FIND(v) und c(u) = ¢(v)

[

(S BN

| UNION(u, v)

Geben Sie eine moglichst kleine obere Schranke fiir die asymptotische Laufzeit Thres Algorithmus an.
Begriinden Sie Thre Antwort.

Lésung: Die Laufzeit des Algorithmus ist in O(|V| + |E|a(|V],|E])), da nach |[V| MAKESET Ope-
rationen, die in konstanter Zeit ausgefiihrt werden kénnen, lediglich noch O(|E|) Union- und Find-
Operationen ausgefiihrt werden.

Problem 3: Matroide 2+ 1+ 4 =7 Punkte
(a) Gegeben sei die Grundmenge M = {a1, as, as, a4} und das Mengensystem U = {{a1, a2, a3}, {as}}.

Geben Sie die Menge U; mit minimaler Kardinalitdt an, so dass U UU; ein Unabhéngigkeitssystem
ist. Geben Sie die Menge U; mit minimaler Kardinalitdt an, so dass U U Us ein Matroid ist.

Lésung:
U= {@, {a1}7 {a2}, {al,a2}7 {a17a3}, {a2,a3}}
U =U;
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(b) Beweisen Sie: In einem Matroid M haben alle maximalen unabhéngigen Mengen die gleiche Kar-
dinalitat.

Losung: Angenommen es gibt zwei maximale unabhéngige Mengen Uy und Us mit unterschiedlicher
Kardinalitdt. Es sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit |Us| < |Up]. Dann gilt die Austauschei-
genschaft und es gibt ein Element u € U; \ Us so dass Uy U {u;} unabhéngig ist. Dies ist ein
Widerspruch zur Maximalitat von Us.

(c) Gegeben sei eine Menge M und zwei Elemente e;,eo € M. Es sei U das System der Teilmengen
von M, die nicht gleichzeitig e; und ey enthalten (also das System U der Mengen K fiir die gilt
|K N {e1,ea}]| <1). Zeigen Sie: (M,U) ist ein Matroid.

Hinweis: Betrachten Sie fiir die Austauscheigenschaft Mengen A, B € Y mit |A| < |B| und machen
Sie eine Fallunterscheidung nach |A N {e1,e2}].

Lésung: Es gilt

e )ecF

e Esist Uy € F und Uy C U; aquivalent mit |Uy N {e1,e2}| < 1 und Uy C U;. Daraus folgt
|U; N{ey,e2}| und damit Us € F.

e Es seien Uy, Uz € F und |Uy| = |Uz| + 1. Wir unterscheiden folgende Félle:
(a) e1,ea & Us: Dann gilt fiir jedes u € Uy \ Uz dass Uy U {z} € F.
(b) Falls ex ¢ Uy so ist Uy \ Us nichtleer und fiir jedes x in Uy \ Us gilt Uy U {x} € F. Falls

ez € Uy setzen wir U = (Uy \ {e2}) \ (Uz \ {e1}). Es ist U nichtleer und fiir jedes z € U
gilt Uy U {z} € F.

Problem 4: Fliisse und Zusammenhang 1 + 4 = 5 Punkte

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph mit ausgezeichneten Knoten s und ¢ (s # t). Ein s-t-Weg in G ist
ein gerichteter Weg von s nach ¢ ohne Kreise.

Zwei s-t-Wege W1 und Wa heiflen kantendisjunkt, wenn sie keine gemeinsamen Kanten haben. Die maxi-
male Anzahl paarweise kantendisjunkter s-t-Wege in G sei mit kg (s,t) bezeichnet.

(a) Zeichnen Sie eine maximale Anzahl paarweise kantendisjunkter s-t-Wege in den folgenden Graphen
ein.

(b) Sei f: FE — N ein ganzzahliger maximaler s-t-Fluss in dem zu G gehorigen Flussnetzwerk A mit
Kantenkapazitét c¢(u,v) =1 fiir alle (u,v) € E. Sei w(f) der Wert des Flusses.
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Zeigen Sie, dass es mindestens w( f) paarweise kantendisjunkte s-t-Wege in G gibt, d.h. dass kg(s,t) >
w(f) gilt.

Lésung: Offenbar ist f(u,v) € {0,1} fiir alle (u,v) € E. Sei 0.E. w(f) > 0 und sei W ein einfacher s-
t-Weg, der nur Kanten (u,v) mit f(u,v) = 1 benutzt (fiir w(f) > 0 muss ein solcher Weg existieren).
Sei E(W) die Menge der Kanten auf W.

Betrachte die Abbildung f’: E — N, die definiert ist durch
o) - { fu0), falls (u,0) ¢ E(W)

0, sonst, .

Wegen f’ < f erfiillt f/ die Kapazitatsbedingung trivialerweise. Aulerdem erfillt f’ die Flusserhal-
tungsbedingung, da f’ aus f durch gleichméfiges Absenken des Flusses von je einer eingehenden und
einer ausgehenden Kante an den Knoten in V(W) \ {s,¢} hervorgeht. Also ist f’ wieder ein Fluss.

Der Wert w(f’) ist genau w(f) — 1, da in s (bzw. in t) genau eine ausgehende (bzw. eingehende)
Flusseinheit entfernt wird.

Dieser Vorgang kann w(f) mal iteriert werden und liefert in jedem Schritt einen s-t-Weg, der keine
Kanten mit bereits gefundenen s-t-Wegen gemeinsam hat. Damit gilt die Aussage.

Problem 5: Kreisbasen 2 4+ 3 + 2 =7 Punkte

Gegeben sei der Graph G = (V, E). Alle Kanten haben einheitliches Gewicht. Gegeben seien zusétzlich der
Baum T' = {ey, ez, €3, €4, €6, €7, €10, €11, €13, €14, €15} und der Kreis C' = {es, €5, €3, €10, €13, €14, €15, €16 }
in G (wie in der folgenden Abbildung dargestellt).

€7

€1 €] cer
€2 €3 €2 €3] €9 €3
€4 €5 €g €4 65 | eg _ €4 €5 | eq
g € €10 €7 eg €9 €10 er €g €9 €10
el e1o ens e el €3 Len | el €3
€14 €15 €14 €15 €14 €15
€16 L €16 ___ €16
Graph G Baum T’ Kreis C

(a) Geben Sie die Fundamentalkreisbasis B von G beziiglich 7" an und stellen Sie den den Kreis C' als

Linearkombination von Elementen in B dar.

Lésung:
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€l LSS B S B
€9 €3 €2 €3 623 €3
_eq | €5 € €y €5 e ___ ey 1€ I €4
er €g €9 €10, €7 €g €9 €10 er €g e €10
cei e ez ey |e ez e e | e
€14 €15 €14 €15 €14 €15
Le16 Le16 | L €16
€1 €1
€2 €3 €9 €3
€4 65 L€g €4 €5 [ €q
er] e €9 e1q| €7 g, €9 €10
€11 e | ey €1l e | €3
el e €14 €15
L €16 €16

C=0C;pCsd Cig

(genaues Hinsehen geniigt). Begriinden Sie kurz warum B eine minimale Kreisbasis ist.

Losung:

B = {B

{es, €9, €10, €13}, Bs = {e12, €14, €15, €16} } ist eine MCB.

- {61762363765}7B2 = {647673687611}7B3 = {65768765%612}734

Alle Kanten in G haben einheitliches Gewicht. Geben Sie eine minimale Kreisbasis B von G an

Die Dimension 5 ergibt sich aus Teilaufgabe a) oder der Formel m — n + 1. Die Kreise sind offen-
sichtlich unabhéngig, da sich kein Kreis als Linearkombination der anderen darstellen lisst. Jeder
Kreis in G hat Lange mindestens 4. Also ist eine Kreisbasis mit Gewicht 20 minimal.
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(¢) Zeigen Sie, dass die symmetrische Differenz Cy & Cy zweier allgemeiner Kreise C; und Cy wieder
ein allgemeiner Kreis ist.

Lésung:
degeioc, (v) = [{{w,v} € E|{u,v} € Cr\ (C1 N C)} + [{{u,v} € E| {u,v} € C2\ (C1 N Ca)}
= [{{u,v} € Ci}| + [{{u, v} € Co}| = 2[{{u, v} € C1 N Ca}]
= degc, (v) +degg, (v) — 2dege, e, (v) =0 mod (2)
Problem 6: ILP 2 4+ 3 + 2 = 7 Punkte

Gegeben sei ein Graph G = (V, E). Fiir einen Knoten w € V sei die Nachbarschaft einschlieflich u
definiert als N(u) := {u} U{w € V' | {u,w} € E}. Eine dominierende Menge X C V ist eine Menge von
Knoten mit folgender Eigenschaft:

e Fiir alle Knoten v € V' gibt es mindestens einen Knoten w € N(u) mit w € X.

Das Problem DOMINIERENDEMENGE besteht darin eine dominierende Menge minimaler Kardinalitat zu
finden.

(a) Zeichnen Sie eine dominierende Menge minimaler Kardinalitdt in den folgenden Graphen ein.
Hinweis: Die optimale Losung besteht aus weniger als 4 Knoten!

Losung:

(b) Formulieren Sie das Problem DOMINIERENDEMENGE als ganzzahliges lineares Programm. Erkliren
Sie die Bedeutung der Variablen und Nebenbedingungen.

Lésung:

ueV
X, € {0,1} uev (2)
> Xu>1 weV (3)
weN (u)

Es gibt je eine Variable X, fir alle u € V. Die Variable X, sei 1 genau dann, wenn wu in der
dominierenden Menge enthalten ist (0 sonst). Fiir jeden Knoten u € V' gibt es eine Nebenbedingung,
die sicherstellt, dass es einen Knoten w in der Nachbarschaft von w gibt, welches in X enthalten ist.
Die Kardinalitdt der Menge X := {w € V | X,, = 1} wird minimiert, d.h. es wird eine minimale
dominierende Menge gesucht.
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(¢) Gegeben sei ein Graph G = (V, E). Betrachten Sie das folgende ganzzahlige lineare Programm fiir G:

max Z Xuv (4)
{u,v}eE

X €{0,1} fir alle {u,v} € F (5)

Xuw+Xow <1 fir alle {u,v}, {v,w} € E mit u # w (6)

Geben Sie jeweils eine sinnvolle Interpretation der Variablen und Nebenbedingungen an und inter-
pretieren Sie die Zielfunktion des Programms entsprechend.

Lésung: Fiir jede Kante {u,v} € E gibt es eine Variable Xy, ,3, die genau dann 1 ist, wenn {u,v}
in der gesuchten Menge von Kanten enthalten ist (0 sonst). Fiir jeden Knoten v und je zwei adjazente
Knoten u # w gibt es eine Nebenbedingung, die sicherstellt, dass jeweils hochstens eine zu v inzidente
Kante ausgewahlt wird. Die Kardinalitat der gesuchten Menge soll maximiert werden, d.h. es wird
ein maximales Matching gesucht.

Problem 7: 3-Hitting-Set 2 4+ 4 = 6 Punkte

Gegeben sei eine Grundmenge S = {1,...,n} und ein Mengensystem C C 2°. Jede Menge A € C enthalte
maximal 3 Elemente, d.h. |[A] < 3.

Ein Hitting Set fiir C ist eine Teilmenge X C S, so dass fiir jedes A € C gilt AN X # (). Gesucht ist ein
Hitting Set minimaler Kardinalitéat.

Betrachten Sie den folgenden Algorithmus:

Algorithmus 3 : 3-Hitting-Set-Approximation
Eingabe : S = {1,...,n}, C C 2% mit |A| < 3 fiir alle A € C
Ausgabe : Hitting Set X fiir C

1 X 10

2 solange C # () tue

3 A «— wabhle eine Menge A € C

4 X—XUA

5 | C—C\{AeC|ANX #0}

(a) Geben Sie die Menge X an, die Algorithmus 3 bei Eingabe der folgenden Instanz berechnet:
S = {17233a4,5}, C= {cl = {1a274}702 = {1,3},63 = {2,3},64 = {335}} :

In Zeile 3 werde jeweils die Menge ¢; mit dem kleinsten Index ¢ unter allen Mengen in C gewahlt.
Lésung: X ={1,2,3,4,5}

(b) Zeigen Sie, dass Algorithmus 3 ein 3-Approximationsalgorithmus ist, d.h. dass
A(I) <3-0OPT(I)

gilt. Hierbei sei I eine beliebige Instanz des Problems, A(T) die Kardinalitat des von Algorithmus 3
zuriickgegebenen Hitting Sets sowie OPT'(I) die Kardinalitét einer optimalen Losung.
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Hinweis: Betrachten Sie eine (feste) optimale Losung X*. Zeigen Sie, dass jede in Zeile 3 ausgewéhlte
Menge A mindestens ein Element z € X* \ X enthilt.

Lésung: Wir zeigen zuerst den Hinweis: Da X* ein Hitting Set ist, gilt nach Definition X* N A # 0.
Sei also z € X* N A beliebig, aber fest. Wir nehmen nun an, dass z € X gilt. Dann wurde die
Schleife mindestens einmal durchlaufen, da X als leere Menge initialisiert wurde. Dies ist aber ein
Widerspruch, da in diesem Fall A in Zeile 5 aus C entfernt worden wére. Also ist z € AN (X* \ X)
wie behauptet.

In jedem Durchlauf von Zeile 4 werden wegen |A| < 3 hochstens drei Elemente zu X hinzugefiigt,
von denen mindestens eines in der optimalen Losung X*, nicht aber in X enthalten ist. Fiir jedes
Element «* € X* fiigen wir also hochstens einmal je drei Elemente zu X hinzu. Daher gilt A(I) =
| X|<3-|X*|=3-0OPT().



NAME: MATRIKELNR.: Seite 10

Problem 8: Randomisierte Algorithmen 24+ 1+ 3 = 6 Punkte
Ein d-regulidrer Graph G = (V, E) ist ein Graph mit der Eigenschaft, dass jeder Knoten v € V' genau d
Nachbarn hat.
Algorithmus 4 : Randomisierter Algorithmus
Eingabe : d-regulirer Graph G = (V, E), Wahrscheinlichkeit p € [0, 1]
Ausgabe : Menge S
S0
Fiir jedesv eV
T, < blau
L x, < rot mit Wahrscheinlichkeit p

B W N =

S}

Fir jedesv eV
L Wenn z, = rot und ,, = blau fir alle w € V mit {v,w} € E

N o

| S—Su{v}

(a) Sei S eine Ausgabe von Algorithmus 4. Zeigen Sie: Fiir alle {v,w} € E gilt [{v,w} N S| <1, d.h. fir
jede Kante ist hochstens einer der beiden Endknoten in S.

Lésung: Offenbar ist |[{v,w} N S| < 2. Sei also [{v,w} N S| = 2. In S befinden sich ausschlieflich
Knoten z mit z, = rot (Zeile 6). Damit gilt , = rot und x,, = rot. Andererseits miissen alle
Nachbarn z von v die Bedingung x. = blau erfiillen (Zeile 6). Dies gilt auch fiir w, da w ein Nachbar
von v ist, d.h. x,, = blau. Dies ist ein Widerspruch und es gilt die Annahme.

(b) Geben Sie die Wahrscheinlichkeit Pr(v € S) dafiir an, dass ein gegebener Knoten v in S liegt.

Losung:

Pr(ve S)=p-(1—p)*

(¢) Geben Sie den Erwartungswert von |S| in Abhéngigkeit von d, p und n := |V an.

1, ves

Hinweis: Betrachten Sie die Zufallsvariablen Y, = {
0, sonst

Lésung:

E(|S|) =E()_ V) (7)

veV
= Ry, (8)
veV
S p-(1-p) (9)
veV

=n-p-(1-p) (10)
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Problem 9: 12 x 1 = 12 Punkte

Kreuzen Sie fiir folgende Aussagen an, ob diese wahr oder falsch sind. Fiir jede richtige Antwort gibt es
einen Punkt, fiir jede falsche Antwort wird ein Punkt abgezogen. Es wird keine negative Gesamtpunktzahl

fiir diese Aufgabe geben.

Ein einzelner Aufruf der Operation Find einer Union-Find-Datenstruktur auf n Ele-
menten benotigt maximal O(G(n)) Zeit.

Seien 77 und 75 zwei Spannbaume eines zusammenhangenden Graphen G mit Kan-
tenmengen E(T7) bzw. E(T3) . Dann induziert die Symmetrische Differenz von E(T})
und E(T») wieder einen Spannbaum.

Gegeben sei ein Graph G = (V, E). Eine Menge M C V heifit unabhéngig, falls fiir je
zwel x,y € M gilt: {z,y} & E. Die Menge aller unabhéngigen Mengen eines Graphen
ist eine Unabhangigkeitssystem, aber kein Matroid.

Die Menge der Fundamentalkreise eines ungewichteten Graphen G mit Spannbaum
T ist stets eine Kreisbasis minimalen Gewichts.

Sei Z ein ganzzahliges lineares Programm (ILP). Dann besitzt Z nur endlich viele
zulassige Losungen.

Die Simplex-Methode ist ein Algorithmus zum Lésen von linearen Programmen mit
exponentieller worst-case Laufzeit.

Sei G ein Graph und C ein Vertex Cover von G der Gréfle k. Dann enthéilt C' alle
Knoten mit k oder weniger Nachbarn.

Sei A ein randomisierter Algorithmus. Dann gibt A fiir jede Eingabe mindestens zwei
verschiedene Ausgaben A; und A, mit echt positiver Wahrscheinlichkeit aus.

Sei II ein Problem mit Parameter k£ und sei A ein Losungsalgorithmus fiir IT mit Lauf-
zeit in O(22k -m%), wobei n die Problemgrofie bezeichnet. Dann ist IT fixed parameter
tractable.

Ein BROADCAST kann im EREW-PRAM Modell schneller ausgefithrt werden als
im CRCW-Modell.

Sei A ein 2-approximativer Algorithmus fiir ein Optimierungsproblem II. Dann ist die

Laufzeit von A hochstens doppelt so grofl wie die Laufzeit eines optimalen Algorith-
mus.

Jedes PAS ist ein APAS.
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