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Grundprinizip AT

Institut fur Technologie

m Basiert nicht auf erhdhenden Wegen sondern auf zwei Operationen: PUSH und
RELABEL.

m Fluss in Zwischenschritten nicht unbedingt gultig (Flusserhaltung nicht
garantiert).

® Im Beispiel nur PusH-Operation veranschaulicht: Drickt den Fluss zum
nachsten Knoten und erzeugt dort gegebenfalls Uberschuss, der zurick gefuhrt

werden muss.
m RELABEL-Operation garantiert, dass Fluss in die richtige Richtung gedrtickt wird.
m im Beispiel darf der Fluss nicht von a tGber ¢ nach s zurick gedrickt werden.
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Grundprinizip ST
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Institut fur Technologie
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Anpassung &‘(lT
Gegeben: Netzwerk (D, s, t, ¢)

rrrrrrrrrrrrrr itut far Technologie

Erweitere cvon c: E — R aufc: V x V — RR{, indem

bisheriger Wert (v, w) € E

c(v,w) =
0 (v,w) € E

Konstruiere aus D = (V, E) neuen Graphen D' = (V, E'):
E'=EU{(v,w)e VX V]|(w,v)e Eund(v,w) ¢ E}
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Erweiterte Flussdefinition QAT

Definition: Gegeben ein Netzwerk (D,s,t,c) mit angepasster Gewichtsfunktion, dann ist ein\
Fluss eine Abbildung f: V x V — R mit

1. Kapazitatsbedingung: fur alle (v,w) € V x V qilt f(v, w) < c(v, w)
2. Antisymmetrie: fur alle (v, w) € V x V qilt f(v, w) = —f(w, v)

3. Flusserhaltung: fur alle v € V\{s, t} gilt > f(u,v)=0
ueV

Wert eines Flusses: w(f) = > f(s,v) = > f(v,t)
k veV veV

Definition: Ein Préfluss ist eine Abbildung 7: V X V — R, welche die Kapazitétbedingung\
und die Antisymmetriebedingung erflllt sowie

firalle ve V\{s} > f(u,v)>0
ueV
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Flusstiberschuss und Restkapazitat QAT

Institut fur Technologi

Definition: Sei f ein Prafluss. Fir v € V\{t} heiBt der Wert A

e(v) = Z f(u, v)

uecV
Flusstiberschuss und die Abbildung r;: E’ — R mit

Y(u,v) € E' ri(u, v) = c(u, v) — f(u, v)

KheiBt Restkapazitat.

Hl Kapazitat
Bl Fluss
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Residualgraph &‘(lT
\
Definition: Eine Kante (u, v) € E’ heiBt Residualkante bezlglich eines Praflusses f, falls

re(u, v) > 0.

Der Residualgraph zu f ist gegeben durch Ds(V, Ef) mit Ef := {(u,v) € E’ | ri(u, v) > 0}

N—
Erinnerung: r¢(u, v) = c(u, v) — f(u, v)

B Kapazitit /7 N\ 4 aem==mm T A3 T T T e
Bl Fluss
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Residualgraph
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Karlsruher Institut fur Technologie

Definition: Eine Kante (u, v) € E heif3t
®m nicht saturiert, falls 0 < f(u, v) < c¢(u, v), und

®m nichtleer, falls 0 < f(u, v) < c(u, v)

Hl Kapazitat
Bl Fluss
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Zulassige Markierung ST
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Definition: Eine Abbildung dist: V — Ny U {oo} hei3t zuldssige Markierung bzg|. eines )
Praflusses f, falls:

m dist(s) = |V|und dist(t) = 0 und
m firalle v € V\{t} undalle (v, w) € E; qilt dist(v) < dist(w) + 1

Ein Knoten v € V\{t} heiBt aktiv im Laufe des Algorithmus, wenn e(v) > 0 und
\dist(v) < oo.

Erinnerung: e(v) ist der Flussiiberschuss von v.

m Zu Beginn wird dist(s) := | V| und dist(v) := 0 fur alle v € V\{s} gesetzt.
m dist(v) wird geandert, aber stets zulassig gehalten.

m Es qilt stets:

m dist(s) = | V|

m Falls d/st ) < |V|flrv € V, soist dist(v) eine untere Schranke fiir den Abstand
von v zu tlm ReS|duaIgraph Dy.

m Falls dist(v)
untere Schranke fir Abstand von v zu s in Dy.

— | V| ist
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Algorithmus von Goldberg und Tarjan AT

Fur alle (v, w) € V x V mit (v, w) € E setze: Eingabe: Netzwerk (D, s, t,c) mit D =
(V,E)undc: E — R}

m c(v,w) <0 .
( ) Ausgabe: Maximaler Fluss f.

Far alle (v, w) € V x V setze:

m f(v,w) <0

m (v, w) < c(v,w)
Setze dist(s) < |V/|
Fir alle v € V\{s} setze:

m f(s,v) < c(s,v), re(s,v) < O

m f(v,8) « —c(s,v), re(v, s) < c(v,s) — f(v, s)
m dist(v) < 0
0

e(v) < c(s, V)

Solange es aktiven Knoten gibt:
m Wahle beliebigen aktiven Knoten v.

m Fuhre fur v eine zulassige Operation PUSH oder RELABEL aus.
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PUSH und RELABEL
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Operation PUSH(D, f, v, w)
Vorbedingung: v ist aktiv, rs(v, w) > 0 und dist(v) = dist(w) + 1.
Effekt: Flusstberschuss wird von v nach w Gber Kante (v, w) geschoben.

m A<+ min{e(v), rs(v,w)}
m f(v,w) < f(v,w)+ A, f(w,v) < f(w,v) — A
m (v, w) < re(v,w) — A, re(w, v) < re(w, v) + A

m e(v) < e(v) — A, e(w) < e(w) +A

Operation RELABEL(D, f, v, dist)

Vorbedingung: v ist aktiv und far alle w mit r¢(v, w) > 0 gilt dist(v) < dist(w)

Effekt: dist(v) wird erhoht.

distiv) = 4 27 falls {w | re(v,w) >0} =0,
min{dist(w) + 1 | rs(v,w) > 0} sonst.
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Beispiel AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Ausgefuhrte Operation:
Initialisierung

Anstehende Operation:
RELABEL(a)

B Uberschuss e(v)

Operation PUSH(D, f, v, w)
Vorbedingung: v ist aktiv, r¢(v, w) > 0und dist(v) = dist(w) + 1.
Effekt: Flusstberschuss wird von v nach w Uber Kante (v, w) geschoben.

m A < min{e(v), rf(v,w)}
. Operation RELABEL(D, f, v, dist)
u vw) = Hv,w)+ A fw, ) = fHwv) — A Vorbedingung: v ist aktiv und fiir alle w mit r¢(v, w) > 0 gilt dist(v) < dist(w)
w (v, w) < re(v,w) — A re(w, v) <= rg(w, v) + A Effekt: dist(v) wird erhdht.
m oev) < elv) — A,e(w) «<— e(w) + A dist(v) = oo, falls {w | re(v,w) > 0} =0,
~ | min{dist(w) + 1 | re(v, w) > 0} sonst.
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Beispiel AT
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Ausgefthrte Operationen:
Initialisierung
RELABEL(a)

Anstehende Operationen:
PuUsH(a, b) mit A =8
PUSH(a, ¢) mit A = 10
PUSH(a, d) mit A = 13

B Uberschuss e(v)

Operation PUSH(D, f, v, w)
Vorbedingung: v ist aktiv, r¢(v, w) > 0und dist(v) = dist(w) + 1.
Effekt: Flusstberschuss wird von v nach w Uber Kante (v, w) geschoben.
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. Operation RELABEL(D, f, v, dist)
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w (v, w) < re(v,w) — A re(w, v) <= rg(w, v) + A Effekt: dist(v) wird erhdht.
m oev) < elv) — A,e(w) «<— e(w) + A dist(v) = oo, falls {w | re(v,w) > 0} =0,
~ | min{dist(w) + 1 | re(v, w) > 0} sonst.
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Korrektheitsbeweis des Algorithmus von Goldberg und Tarjan
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Beweisstruktur AT

1. Schritt: Wenn Algorithmus terminiert und die Markierungen endlich
bleiben, dann ist das Ergebnis ein Maximalfluss f.

a) Solange aktiver Knoten vorhanden, kann Operation PUSH oder Operation RELABEL
angewendet werden.

b) Invariante: f ist stets Prafluss und dist ist stets bezuglich f zulassige Markierung.

c) t ist im Residualgraph D des Praflusses f von s aus nicht erreichbar, wenn dist
zulassig.

2. Schritt: Algorithmus terminiert und Markierungen bleiben endlich:
a) Finde obere Schranke fur dist.

b) Finde obere Schranke flir Anzahl Aufrufe von PUSH und RELABEL.

NN Institut fir Theoretische Informatik
1Y
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013



Zulassigkeit der Operationen

T
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L.

™~

Lemma 4.20: Sei f ein Prafluss auf D, die Funktion dist eine beziglich f zulassige
Markierung auf V und v € V ein aktiver Knoten. Dann ist entweder eine PUSH-Operation
lvon v oder eine RELABEL-Operation von v zulassig.

Erinnerung:

Definition: Eine Abbildung dist: V — Ny U {oco} hei3t zuldssige Markierung bzg|. eines )
Praflusses f, falls:

m dist(s) = |V|und dist(t) = 0 und
m firalle v € V\{t} undalle (v, w) € E; qgilt dist(v) < dist(w) + 1

Ein Knoten v € V\{t} heiBt aktiv im Laufe des Algorithmus, wenn e(v) > 0 und
\dist(v) < oo.

Operation PUSH(D, f, v, w)
Vorbedingung: v ist aktiv, r¢(v, w) > 0und dist(v) = dist(w) + 1.
Effekt: Flusstiberschuss wird von v nach w Uber Kante (v, w) geschoben.

A < min{e(v), re(v,w)}
. Operation RELABEL(D, f, v, dist)
u W) = Hv,w)+ A Hw, ) = fwv) — A Vorbedingung: v ist aktiv und fiir alle w mit r¢(v, w) > 0 gilt dist(v) < dist(w)
w (v, w) < re(v,w) — A, rg(w, v) <= rg(w,v) + A Effekt: dist(v) wird erhoht.
B ev) < ev) — A,e(w) < e(w)+ A dist(v) - oo , falls {w | re(v,w) > 0} = 0,
| min{dist(w) + 1 | rs(v,w) > 0} sonst.

>
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Prafluss und zulassige Markierung

itut far Technologie

Lemma 4.21: Wahrend des Ablaufs des Algorithmus von Goldberg und Tarjan ist f stets
ein Prafluss und dist stets eine bezlglich f zulassige Markierung.

Operation PusH(D, f, v, w)
Vorbedingung: v ist aktiv, r¢(v, w) > 0 und dist(v) = dist(w) + 1.
Effekt: Flusstberschuss wird von v nach w tGber Kante (v, w) geschoben.

m A<+ min{e(v), rs(v,w)}
m f(v,w) <+ f(v,w)+ A, f(w,v) < f(w,v) — A
m (v, w) < re(v,w) — A, re(w, v) < re(w, v) + A
m e(v)+ elv)— A, e(w) < e(w)+A
Operation RELABEL(D, f, v, dist)

Vorbedingung: v ist aktiv und far alle w mit r¢(v, w) > 0 gilt dist(v) < dist(w)
Effekt: dist(v) wird erhoht.

dist(v) = { falls {w | ry(v,w) > 0} =0,
- | min{dist(w) + 1 | ry(v,w) > 0} sonst.
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Erreichbarkeit der Senke im Residualgraph AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Lemma 4.22: Sei f ein Prafluss und dist beziglich f zulassig. Dann ist t im Residual-
graph D von s aus nicht erreichbar (es gibt also keinen gerichteten s-t-Weg in D).

Erinnerung:

Definition: Eine Abbildung dist: V — Ny U {oo} hei3t zuldssige Markierung bzgl. eines)
Praflusses, falls:

m dist(s) = |V|und dist(t) = 0 und
m firalle v € V\{t} undalle (v, w) € E; qilt dist(v) < dist(w) + 1

Ein Knoten v € V\{t} heiBt aktiv im Laufe des Algorithmus, wenn e(v) > 0 und
\dist(v) < oo.

Institut fir Theoretische Informatik
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Partielle Korrektheit des Algorithmus QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

Satz 4.23: Falls der Algorithmus von Goldberg und Tarjan terminiert und am Ende
alle Markierungen endlich sind, dann ist der konstruierte Prafluss ein Maximalfluss im
\Netzwerk (D; s, t; c).

Erinnerung:

Y

Lemma 4.20: Sei f ein Prafluss auf D, die Funktion dist eine beziglich f zulassige
Markierung auf V und v € V ein aktiver Knoten. Dann ist entweder eine PUSH-Operation
lvon v oder eine RELABEL-Operation von v zulassig.

graph Df von s aus nicht erreichbar (es gibt also keinen gerichteten s-t-Weg in Dy).

\\Lemma 4.22: Sei f ein Prafluss und dist beziglich f zulassig. Dann ist t im Residual- |
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Erreichbarkeit der Quelle im Residualgraph AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Lemma 4.24: Sei f ein Prafluss auf D. Wenn flr v gilt, dass e(v) > 0, so ist s in Df von
v aus erreichbar.

Erinnerung:

Definition: Gegeben ein Netzwerk (D,s,t,c) mit angepasster Gewichtsfunktion, dann ist ein\
Fluss eine Abbildung f: V X V — R mit

1. Kapazitatsbedingung: fur alle (v, w) € V x V qilt f(v, w) < c(v, w)
2. Antisymmetrie: fur alle (v, w) € V x V qilt f(v, w) = —f(w, v)
3. Flusserhaltung: fur alle v € V\{s, t} gilt > f(u,v) =0

ueV
Wert eines Flusses: w(f) = Y f(s,v) = > _ f(v,1)
\ veV veV
==. Institut fur Theoretische Informatik
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Obere Schranke f(ir Distanz QAT

Lemma 4.25: Wahrend des gesamten Algorithmus gilt
Vv € V dist(v) < 2|V| —1.

Erinnerung:

t)efinition: Ein Knoten v € V\{t} heiBt aktiv im Laufe des Algorithmus, wenn e(v) > (T

und dist(v) < oc.

Operation RELABEL(D, f, v, dist)
Vorbedingung: v ist aktiv und far alle w mit r¢(v, w) > 0 gilt dist(v) < dist(w)
Effekt: dist(v) wird erhoht.
: fall : 0; =0,
distv) = 4°7 alls {w | re(v,w) >0} =0
min{dist(w) + 1 | r¢(v,w) > 0} sonst.
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Obere Schranke flir RELABEL-Operationen QAT

Lemma 4.26: Im Laufe der Ausflihrung werden hochstens 2| V| — 1 Operationen RE-
LABEL pro Knoten ausgefuhrt. Die Gesamizahl der RELABEL-Operationen ist also
héchstens 2| V2.

Erinnerung:

LLemma 4.25: Wahrend des gesamten Algorithmus gilt W

Vv € V dist(v) < 2|V| —1.

Operation RELABEL(D, f, v, dist)
Vorbedingung: v ist aktiv und far alle w mit r¢(v, w) > 0 gilt dist(v) < dist(w)
Effekt: dist(v) wird erhoht.
: fall : 0; =0,
distv) = 4°7 alls {w | re(v,w) >0} =0
min{dist(w) + 1 | r¢(v,w) > 0} sonst.
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Saturierende PUSH-Operationen

V/A

KIT

\\Deflnltlon 4.27: Eine Operation PUSH(v, w) hei3t saturierend, wenn danach r¢(v, w) OW

gilt. Ansonsten heil3t PusH(v, w) nicht saturierend.

Lemma 4.28: Wahrend des Algorithmus werden hdchstens 2|V/||E| saturiernde PUSH
ausgefuhrt.

Erinnerung:

Operation PUsH(D, f, v, w)
Vorbedingung: v ist aktiv, r¢(v, w) > 0 und dist(v) = dist(w) + 1.
Effekt: Flusstberschuss wird von v nach w Gber Kante (v, w) geschoben.

m A<+ min{e(v), rs(v,w)}

m f(v,w) < f(v,w)+ A, f(w,v) < f(w,v) — A

m (v, w) < re(v,w) — A, re(w, v) < rr(w,v) + A
0

e(v) < e(v) — A, e(w) < e(w) + A
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Nicht saturierende PuUsH-Operationen QAT

Lemma 4.29: Wéahrend des Algorithmus werden hdchstens 4| V/|?|E| nicht saturierende
PUSH ausgefuhrt.

Erinnerung:

Definition 4.27: Eine Operation PUSH(v, w) heil3t saturierend, wenn danach r¢(v, w) = 0
gilt. Ansonsten heil3t PusH(v, w) nicht saturierend.

Lemma 4.25: Wahrend des gesamten Algorithmus gilt
L Vv € V dist(v) < 2|V| —1.

Lemma 4.26: Wahrend des Algorithmus werden héchstens 2|V| — 1 Operationen )
RELABEL pro Knoten ausgefiuhrt. Die Gesamtzahl der RELABEL-Operationen ist also

Lhéchstens 2| V/°.

Lemma 4.28: Wahrend des Algorithmus werden hdchstens 2| V||E| saturiernde PUSH |
ausgefuhrt.

SN—
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Terminierung des Algorithmus AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Satz 4.30: Der Algorithmus von Goldberg und Tarjan terminiert nach
spatestens O(|V|?| E|) Ausfiihrungen zulassiger PUSH- oder RELABEL-
Operationen.
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Implementation QAT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Laufzeit hangt stark von Wahl der aktiven Knoten ab:

® FIFO-Implementierung: Wahle aktive Knoten entsprechend first-in-first-
out-Prinzip: O(|V]°) Laufzeit.

Mit dynamischen Baumen: O(|V||E|log |“;|| )

m Highest-Label: FUr PusH wahle aktiven Knoten mit hochstem dist-Wert:
O(|VP|E|?)

m Excess-Scaling: Fir PusH(v,w) wird die Kante (v, w) so gewahlt, dass v
aktiv, e(v) geeignet groi3 und e(w) geeignet klein ist: O(|E| + | V|?log C),

mit C = max c(u, v)
(u,v)eE
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