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Problem 1: Algorithmus von Goldberg und Tarjan — Maximale Fliisse

Die Grundidee des Algorithmus von Goldberg und Tarjan basiert auf Prafliissen und PUsH- und RE-
LABEL-Operationen. Algorithmen, die dieses Grundkonzept nutzen, nennt man daher auch Preflow-

Push- oder Push-Relabel-Algorithmen.

Gegeben sei nun ein Flussnetzwerk (D;s,t;c) bzw. dessen Erweiterung (D’; s, t;¢’) und ein darin
mit einem Push-Relabel-Algorithmus berechneter maximaler Fluss (d.h. die Abbildungen f, 7¢, e
und dist stehen beziiglich des fertig berechneten Flusses zur Verfiigung).

Entwickeln Sie einen moglichst schnellen Algorithmus um die Knotenpartition eines zugehérigen
minimalen s-t-Schnitts (S, V\S) zu berechnen. Geben Sie Ihren Algorithmus in Pseudocode an.
Begiinden Sie die Laufzeit und die Korrektheit Ihres Algorithmus

Hinweis: Es gibt einen Algorithmus Laufzeit O(|V]).

Problem 2: Fliisse mit komplizierten Kosten

In der Vorlesung wurde bisher angenommen, dass die Kostenfunktion cost: £ — Rg eines Fluss-
netzwerks (D = (V, E); cost; b; ¢) jeder Kante konstante Kosten pro Flusseinheit zuweist, d.h. ein
Fluss f verursacht auf einer Kante e die Kosten f(e) - cost(e). Wir betrachten nun den Fall, dass
jeder Kante e € E eine beliebige Kostenfunktion cost.: Ny — R zugewiesen wird. Ein ganzzahliger
Fluss f verursacht auf der Kante e dann gerade coste(f(e)) Kosten.

Mit coste(z) = k - = fiir eine Konstante &k erhilt man fiir e eine Kostenfunktion, die wie zuvor
konstante Kosten pro Flusseinheit veranschlagt. Man kann allerdings auch kompliziertere Kosten-
funktionen zuweisen, wie das folgende Beispiel einer Stufenfunktion zeigt.

0 =<5
COSte(I) - 1 sonst

Zeigen Sie:

(a) Wenn die Funktion cost, fiir alle e € E konvex ist, dann kann MINCOSTFLOW effizient (d.h. in

polynomieller Zeit) gelost werden (unter der Voraussetzung, dass die Kapazititen polynomiell
beschréinkt sind).

Hinweis: Modellieren sie ein dquivalentes Flussnetzwerk mit herkémmlichen Kosten. Sie diir-
fen Mehrfachkanten benutzen.



(b) Fiir potentiell nicht konvexe Kostenfunktionen ist das Entscheidungsproblem von MINCOST-
Frow N P-vollstindig.

Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass 3-DIMENSIONAL-MATCHING N P-vollstéindig ist.

3-DIMENSIONAL-MATCHING

Geg.: Endliche, disjunkte Mengen X, Y und Z mit einer Menge von Tripeln T' C X XY x Z, sowie
Zahl k € N.

Ges.: Teilmenge M C T mit |M| > k, sodass jedes Element aus X, Y bzw. Z in maximal einem
Tripel in M auftaucht.

Problem 3: Fliisse mit Mindestfluss

Sein D = (V, E) ein Flussnetzwerk wobei zusétzlich auf jeder Kante ein Mindestfluss gefordert ist.
Das heifit, gegeben ist eine Abbildung ¢: F — Rg und ein Fluss f muss zusétzlich zur Kapazitéts-
und Flusserhaltungsbedingung die Ungleichung ¢(e) < f(e) (fiir alle e € E) erfiillen.

Zeigen Sie, dass ein Flussproblem mit gefordertem Mindestfluss in ein Flussproblem ohne diese
zusétzliche Bedingung transformiert werden kann.

Hinweis: Sie diirfen zusétzliche Quellen und Senken erstellen.

Problem 4: Matchings — Erhohende Wege

In der Vorlesung wurde ein Algorithmus fiir die Berechnung eines bipartiten Matchings vorgestellt,
der auf der Idee basiert einen maximalen Fluss in einem geeignet gewéhlten Netzwerk zu berech-
nen. Hierzu wird das Prinzip des Ford-Fulkerson-Algorithmus angewendet, dass der maximale Fluss
schrittweise mithilfe von erh6henden Wegen berechnet werden kann. In jedem dieser Schritte indu-
ziert der aktuelle Fluss f ein (nicht notwendigerweise maximales) Matching. Erkliren Sie inwiefern
dieses Matching sich im Verlauf der Berechnung von f dndert. Gehen Sie hierzu insbesondere auf
die Rolle der erhchenden Wege ein.

Problem 5: Kreuzende Schnitte — Schnitte in Graphen

Zwei Schnitte (S,V '\ S) und (T, V' \T) in einem (ungerichteten) Graphen G = (V, E) kreuzen sich,
wenn keine der Mengen A := SNT, B:=S\T,C:=T\ Sund D :=V \ (SUT) leer ist. Sei
c: FE— Rar eine Kantengewichtsfunktion auf G.

(a) Seien (S,V '\ S) und (T, V \ T)) zwei sich kreuzende s-t-Schnitte mit s € S und t € T Zeigen
Sie: Es gilt s € Bund t € C.

(b) Seien (S,V\S) und (T, V' \T) zwei sich kreuzende minimale s-t-Schnitte mit s € Sund t € T
Zeigen Sie: (B,V \ B) und (C,V \ C) sind zwei kreuzungsfreie minimale s-t-Schnitte.

Problem 6: Algorithmus von Stoer & Wagner — Schnitte in Graphen

(a) Wenden Sie auf den unten abgebildeten Graphen (Kantengewichte in Klammern) den Algo-
rithmus von Stoer & Wagner an. Geben Sie nach jeder Phase die Knoten s und ¢, den Schnitt
der Phase und dessen Gewicht an und zeichnen Sie den nach dem Verschmelzen resultierenden
Graphen (mit Kantengewichten). Verwenden Sie in Phase i den Knoten als Startkno-



ten, der Knoten i des Originalgraphen enthélt. Geben Sie zum Schluss den minimalen
Schnitt Sy, an.

(2)

(b) Liefert der Algorithmus von Stoer & Wagner auch fiir negative Kantengewichte einen global
minimalen, nichttrivialen Schnitt? Begriinden Sie Ihre Antwort.
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