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m Umfasst zwei Stunden.

m Orientierung: Vorlesung Algorithmen Il des Vorjahres + Vorlesung Algorith-
mentechnik behandelte ahnlichen Stoff.

® Hauptklausur: voraussichtlich am 01.03.2013
m Nachklausur: voraussichtlich am 02.10.2013

Genaue Klausurtermine werden rechtzeitig bekannt gegeben.
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Wiederholung — Asymptotische Laufzeit AT
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O-Notation:

1916 |7 (10| 4

f(n) = O(g(n)) :< es existieren positive Konstanten ¢ und ng, so dass
0 < f(n) <c-g(n) faralle n > ng

Beispiel: Es gibt fir Minimumsuche auf einem unsortieren Integer-Array der Lange n einen
Algorithmus A mit Laufzeit O(n),

d.h. man kann A und zwei positive Konstanten ¢ und ng so wahlen, dass fiir alle Eingaben

die Laufzeit f(n) von A durch

0<f(n)<c-nfarallen < ng

abgeschatzt werden kann.
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Wiederholung — Asymptotische Laufzeit AT
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O-Notation:

1916 |7 (10| 4

- .. worst-case-Analyse
f(n) = O(g(n)) :< es existieren positive Konstanten ¢ und ng, so dass Y

0 < f(n) <c-g(n) faralle n > ng

Beispiel: Es gibt fur Minimumsuche auf einem unsortieren Integer-Array der Langg n einen
Algorithmus A mit Laufzeit O(n),

d.h. man kann A und zwei positive Konstanten ¢ und ng so wahlen, dass fiir alle Eingaben

die Laufzeit f(n) von A durch

0<f(n)<c-nfarallen < ng

abgeschatzt werden kann.
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Wiederholung — Asymptotische Laufzeit AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

()-Notation:

o, S
(@)

f(n) = QQ(g(n)) :& es existieren positive Konstanten ¢ und ng, so dass

0<c-g(n < f(n)faralle n > ng

Beispiel: Die Minimumsuche in einem unsortierten Integer-Array der Lange n besitzt Laufzeit
Q(n), d.h. es gibt keinen Algorithmus, der dies schneller kann:

Jedes Element muss mindestens einmal betrachtet werden, damit sichergestellt ist, dass Mini-
mum gefunden.
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Wiederholung — Asymptotische Laufzeit AT
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O®-Notation:

f(n) = ©(g(n)) < es existieren positive Konstanten ¢y, ¢» und ng, so dass

ci-g(n) < f(n)<co-g(n)farallen> ng

Beispiel: Es gibt Algorithmus far Minimumssuche auf Integer-Array der Lange n mit Laufzeit
O(n).
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Amortisierte Analyse

Karlsruher Institut fur Technologie

Gegeben Folge an Operationen auf einer Datenstrukturen: o4, ..., Om

Betrachte nicht Operation einzeln, sondern alle ausgefihrten Operationen.

Beispiel:

Problem 1: Modellieren Sie eine Queue mit zwei Stacks so, dass die amortisierten Kosten
von DEQUEUE und ENQEUE jeweils in O(1) sind. Geben Sie die Operationen DEQUEUE
und ENQUEUE in Pseudocode an und begrinden Sie die amortisierten Kosten.

N—
Queue: > L > —p —q
ENQUEUE: Element hinten anhangen DEQUEUE: Element vorne
entfernen
Stack:  push: Eloment ~ A

PoP: Oberstes Element entfernen

oben auflegen
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Prof. Dr. Dorothea Wagner

AN
e

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013



Losungsidee AT

tut fur

Fuhre zwei Stacks E und D ein:

ENQUEUE(1)
ENQUEUE(2)
ENQUEUE(3)
DEQUEUE
ENQUEUE(4)
E D DEQUEUE
ENQUEUE(x):
1. PUSH(E,x)
DEQUEUE:
1. Wenn D =0
(a) Solange E # () tue PUSH(D, POP(E))
2. Por(D)
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Losungsidee AT

tut fur

Fuhre zwei Stacks E und D ein:

—» ENQUEUE(1)
ENQUEUE(2)
ENQUEUE(3)
DEQUEUE
1 ENQUEUE(4)
E D DEQUEUE
ENQUEUE(x):
1. PUSH(E,x)
DEQUEUE:
1. Wenn D =0
(a) Solange E # () tue PUSH(D, POP(E))
2. Por(D)
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Losungsidee ST
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Fuhre zwei Stacks E und D ein:

ENQUEUE(1)
—® ENQUEUE(2)
ENQUEUE(3)
5 DEQUEUE
1 ENQUEUE(4)
E D DEQUEUE
ENQUEUE(x):
1. PUSH(E,x)
DEQUEUE:
1. Wenn D =0
(a) Solange E # () tue PUSH(D, POP(E))
2. Por(D)
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Losungsidee ST
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Fuhre zwei Stacks E und D ein:

ENQUEUE(1)
ENQUEUE(2)
3 —» ENQUEUE(3)
5 DEQUEUE
1 ENQUEUE(4)
E D DEQUEUE
ENQUEUE(x):
1. PUSH(E,x)
DEQUEUE:
1. Wenn D =0
(a) Solange E # () tue PUSH(D, POP(E))
2. Por(D)
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Losungsidee ST
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Fuhre zwei Stacks E und D ein:

ENQUEUE(1)
ENQUEUE(2)
ENQUEUE(3)
5 —» DEQUEUE
3 ENQUEUE(4)
E T D DEQUEUE
PopP- und PusH-Operationen
ENQUEUE(x):
1. PUSH(E,x)
DEQUEUE:
1. Wenn D = ()
(a) Solange E # () tue PUSH(D, POP(E))
2. Popr(D)
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Losungsidee ST
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Fuhre zwei Stacks E und D ein:

ENQUEUE(1)
ENQUEUE(2)
ENQUEUE(3)
5 DEQUEUE
4 3 ——» ENQUEUE(4)
E D DEQUEUE
ENQUEUE(x):
1. PUSH(E,x)
DEQUEUE:
1. Wenn D =0
(a) Solange E # () tue PUSH(D, POP(E))
2. Por(D)
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Losungsidee ST
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Fuhre zwei Stacks E und D ein: ENQUEUE(1)

ENQUEUE(2)
ENQUEUE(3)
DEQUEUE
4 3 ENQUEUE(4)
E D —» DEQUEUE

ENQUEUE(x):
1. PUSH(E,x)

DEQUEUE:
1. Wenn D =0
(a) Solange E # () tue PUSH(D, POP(E))
2. PopP(D)
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Losungsidee ST
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Fuhre zwei Stacks E und D ein:

ENQUEUE(1)
ENQUEUE(2)
ENQUEUE(3)
DEQUEUE
A 3 ENQUEUE(4)
= D —» DEQUEUE
Analyse:
ENQUEUE(X): » ENQUEUE benétigt O(1) Zeit.
1. PUSH(Ex) m DEQUEUE benétigt O(|E|) Zeit.
DEQUEUE:
1. Wenn D = ()
(a) Solange E + () tue PusH(D, POP(E))
2. Por(D)
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Losungsidee A
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=4

5
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=3

3

2

Fuhre zwei Stacks E und D ein:

ENQUEUE(1)
ENQUEUE(2)
ENQUEUE(3)
DEQUEUE
4 3 ENQUEUE(4)
E D —» DEQUEUE
Amortisierte Analyse — Buchungsmethode:
ENQUEUE(X): amortisierte Kosten
1. PUSH(E,x) ENQUEUE 3
DEQUEUE 1
DEQUEUE:
ldee: Jedes Element bekommt Kredit 3,
1. Wenn D = () .
wenn es auf Stack E gelegt wird.
(a) Solange £ 7 tue PUSH(D, POP(E)) | oo i o i it fiir PUSHIE.X)
2. Por(D) m zwei Einheiten fir PUSH(D,POP(E))
Amortisierte Kosten O(1) fir beide Opera-
tionen.
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Definition: N
gegeben: m Einfacher gerichteter Graph D = (V, E).

m Kantengewichtsfunktion ¢: E — R{.

m Zwei ausgezeichnete Knoten s (Quelle) und t (Senke).

Das Tupel (D, s, t, c) hei3t Netzwerk. Eine Abbildung f: E — R§ hei3t Fluss, wenn
folgende Bedingungen gelten:

1. Kapazitatsbedingung: fur alle (i, f) € E gilt 0 < f(i,j) < c(i,))
2. Flusserhaltung: fur alle i € V\{s, t} gilt > f(i,j) — Z f(j, i)

\ (i))eE
Fluss Kapazitat

Kapazitatsbedingung: Flusserhaltung: f {

5/30
0 < Fluss < Kapazitat > 10/20 |
@ »®
Al

Zwischenknoten konnen Fluss weder
konsumieren noch produzieren.

‘.‘! Institut fir Theoretische Informatik
'= Prof. Dr. Dorothea Wagner

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013



Problem 2: Maximale Fliisse AT
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Problem 2: Gegeben sei ein Netzwerk D = (V,E), in dem es 2u)
einigen Kanten (u, v) € E auch Kanten (v, u) € E gibt. Weiterhin sei ein
maximaler Fluss f : E — R{ gegeben.

Zeigen Sie, dass man dieses Flussproblem auf ein Flussproblem auf dem
Netzwerk D’ = (V, E’) Uberflihren kann, wobei gilt: E’ ist maximale Teil-
menge von E mit (u,v) € E' = (v,u) ¢ E’, so dass der Wert des Maxi-
\(alflusses nicht verandert wird.

Netzwerk D = (V, E)

0.B.d.A.: f(u, v) > f(v, u)

Institut fir Theoretische Informatik
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Problem 2: Maximale FlUsse
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Problem 2: Gegeben sei ein Netzwerk D = (V,E), in dem es 2u)
einigen Kanten (u, v) € E auch Kanten (v, u) € E gibt. Weiterhin sei ein
maximaler Fluss f : E — Rj gegeben.

Zeigen Sie, dass man dieses Flussproblem auf ein Flussproblem auf dem
Netzwerk D' = (V, E’) Uberflhren kann, wobei gilt: E’ ist maximale Teil-
menge von E mit (u,v) € E' = (v,u) ¢ E’, so dass der Wert des Maxi-
\(nalflusses nicht verandert wird.

Idee: Konstruktiver Beweis
m Betrachte D' = (V, E') mit E' = E\{(v, u)}
m zeige D’ erhalt Maximalfluss

Definiere Fluss f':

£(i, j) falls (i, j) # (u, v)
f(i,j) — (G, i) falls (i,}) = (u, v)

Netzwerk D' = (V, E') £, j) =

0.B.d.A.: f(u,v) > f(v, u)

Institut fir Theoretische Informatik
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Problem 2: Maximale FlUsse
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Problem 2: Gegeben sei ein Netzwerk D

maximaler Fluss f : E — Rj gegeben.

\(nalflusses nicht verandert wird.

(V,E), in dem es zu)
einigen Kanten (u, v) € E auch Kanten (v, u) € E gibt. Weiterhin sei ein

Zeigen Sie, dass man dieses Flussproblem auf ein Flussproblem auf dem
Netzwerk D' = (V, E’) Uberflhren kann, wobei gilt: E’ ist maximale Teil-
menge von E mit (u,v) € E' = (v,u) ¢ E’, so dass der Wert des Maxi-

Netzwerk D' = (V, E')

0.B.d.A.: f(u,v) > f(v, u)

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013

Idee: Konstruktiver Beweis
m Betrachte D' = (V, E') mit E' = E\{(v, u)}
m zeige D’ erhalt Maximalfluss

Definiere Fluss f':

£(i, j) falls (i, j) # (u, v)

PO =t — 6.0 talls () = (u, v)

m st f/ wirklich ein Fluss?
m Ist f/ Maximalfluss in D’
a Gilt w(f) = w(f')?
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Kapazitatsbedingung AT
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Problem 2: Gegeben sei ein Netzwerk D = (V, E), in dem es 2u) f(u, v) — (v, u)
einigen Kanten (u, v) € E auch Kanten (v, u) € E gibt. Weiterhin sei ein
maximaler Fluss f : E — Rj gegeben.

Zeigen Sie, dass man dieses Flussproblem auf ein Flussproblem auf dem
Netzwerk D' = (V, E’) Uberflhren kann, wobei gilt: E’ ist maximale Teil-
menge von E mit (u,v) € E' = (v,u) ¢ E’, so dass der Wert des Maxi-
\;alflusses nicht verandert wird. 0.B.d.A.: f(u,v) > f(v, u)

Netzwerk D' = (V, E')

1. Zeige: fur alle (i,)) € E’ qilt 0 < f'(i, ) < c(i,))
m Fur alle Kanten (i, j) # (u, v) erflillt, da bereits fir D und f erfillt.
m Wegen f(u,v) > f(v, u) gilt

0 < f'(u,v) = f(u,v) — f(v,u) < c(u, v)

Institut fir Theoretische Informatik
Prof. Dr. Dorothea Wagner

AN
e

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013



Flusserhaltung AT
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2. Zeige fur alle i € V\{s, t} gilt > f(i,j)— Z f'(j, i) =
(i,))eE’ eE’

Fir alle i € V\{s, t, u, v} erflllt. Fir den Knoten u betrachte Wert w’(u):

ww= Y fwu- > fuw)

(w,u)eE’ (u,w)eE’

Netzwerk D' = (V, E’)

0.B.d.A.: f(u, v) > f(v, u)

=“. Institut fir Theoretische Informatik
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Flusserhaltung AT
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2. Zeige fur alle i € V\{s, t} gilt > f(i,j)— Z f'(j, i) =
(i,))eE’ eE’

Fir alle i € V\{s, t, u, v} erflllt. Fir den Knoten u betrachte Wert w’(u):

ww= Y fwu- > fuw)

(w,u)eE’ (u,w)eE’
_ Z f(w, u) — Z f'(u, w) — f'(u, v)
(W,u)eE’ (uw)EEN{(u,v)}

Netzwerk D' = (V, E’)

0.B.d.A.: f(u, v) > f(v, u)

==E. Institut fir Theoretische Informatik
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Flusserhaltung AT

2. Zeige fur alle i € V\{s, t} gilt > f(i,j)— Z f'(j, i) =
(i,))eE’ eE’

Fir alle i € V\{s, t, u, v} erflllt. Fir den Knoten u betrachte Wert w’(u):

ww= Y fwu- > fuw)

(w,u)eE’ (u,w)eE’

_ Z f(w, u) — Z f'(u, w) — f'(u, v)
(W,u)eE’ (uw)EEN{(u,v)}

= Y fwu)— ) fuw) = (fu,v) — f(v, v))
(w,u)eE’ (uw)EE\{(uv)}

Netzwerk D' = (V, E’)

0.B.d.A.: f(u, v) > f(v, u)
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‘.=l
[ 4 [ 4

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013 Prof. Dr. Dorothea Wagner



Flusserhaltung AT

2. Zeige fur alle i € V\{s, t} gilt > f(i,j)— Z f'(j, i) =
(i,))eE’ eE’

Fir alle i € V\{s, t, u, v} erflllt. Fir den Knoten u betrachte Wert w’(u):

ww= Y fwu- > fuw)

(w,u)eE’ (u,w)eE’
_ Z f(w, u) — Z f'(u, w) — f'(u, v)
(W,u)eE’ (uw)EE\{(u)}
> f(w,u) - > fuw) = (f(u,v) — (v, u))
(w,u)EE’ (u,w)e E'\{(u,v)}
fw,u)— > f(u,w)
(w,u)EE (u,w)EE f(u, v) — f(v, u)

Netzwerk D' = (V, E’)

0.B.d.A.: f(u, v) > f(v, u)
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Flusserhaltung AT

2. Zeige fur alle i € V\{s, t} gilt > f(i,j)— Z f'(j, i) =
(i,))eE’ eE’

Fir alle i € V\{s, t, u, v} erflllt. Fir den Knoten u betrachte Wert w’(u):

ww= Y fwu- > fuw)

(w,u)eE’ (u,w)eE’
=) fwo- Y  fluw-fuv
(w,u)€E’ (UW)EE\{(U,V) }
= > fw > fluw) = (f(u.v) — fv,u))
(w,u)€E’ (uw)EE\{(uv)}
- 3w - 3 fuw
(w,u)€E (u,w)eE f(u,v) — (v, u)
= w(u)

Netzwerk D' = (V, E’)

0.B.d.A.: f(u, v) > f(v, u)

=“. Institut fir Theoretische Informatik
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Flusserhaltung AT
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2. Zeige fur alle i € V\{s, t} gilt > f(i,j)— Z f'(j, i) =
(i,))eE’ eE’

Fir alle i € V\{s, t, u, v} erflllt. Fir den Knoten u betrachte Wert w’(u):

W= Y fwu- Y  fuw)s=wu)

(w,u)eE’ (u,w)eE’

Netzwerk D' = (V, E’)

0.B.d.A.: f(u, v) > f(v, u)
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Flusserhaltung AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

2. Zeige fur alle i € V\{s, t} gilt > f(i,j)— Z f'(j, i) =
(i,))eE’ eE’

Fir alle i € V\{s, t, u, v} erflllt. Fir den Knoten u betrachte Wert w’(u):

W= Y fwu- Y  fuw)s=wu)

(w,u)eE’ (u,w)eE’

m Falls u #sundu#t dann w(u) = 0 — Flusserhaltung gilt fir u.

m Falls u=soderu-=t dannw(f) = w'(u) = w(u) = w(f)

Analoges Vorgehen fur Knoten v.

Netzwerk D' = (V, E’)

0.B.d.A.: f(u, v) > f(v, u)

=“. Institut fir Theoretische Informatik
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Flusserhaltung AT

2. Zeige fur alle i € V\{s, t} gilt > f(i,j)— Z f'(j, i) =
(i,))eE’ eE’

Fir alle i € V\{s, t, u, v} erflllt. Fir den Knoten u betrachte Wert w’(u):

W= Y fwu- Y  fuw)s=wu)

(w,u)eE’ (u,w)eE’
m Falls u #sundu#t dann w(u) = 0 — Flusserhaltung gilt fir u.
m Falls u=soderu-=t dannw(f) = w'(u) = w(u) = w(f)

Analoges Vorgehen fur Knoten v.

Sei f Maximalfluss in D':
» w/(H) > w(f) = w(f)
m Jeder Fluss in D’ ist auch ein Fluss in D: w(f) < w(f) Notzwerk D' = (V. B
— w(f) = w'(f') = w'(f) 0.B.d.A.: f(u,v) > (v, u)

=“. Institut fir Theoretische Informatik
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Problem 3: Flisse mit Knotenkapazitaten

maf3en erweitert werden: Neben den Kantenkapazitaten ¢ seien noch
Knotenkapazitaten y : V — RRj gegeben. In einem solchen Netzw-
erk (D, s, t, c,y) heil3t eine Abbildung f Fluss, wenn sie neben den
bekannten Eigenschaften (Flusserhaltungsbedingung und (Kanten)-
Kapazitatsbedingung) auch die folgende erflllt: Fir alle v € V ist
die Knotenkapazitatsbedingung

> fv,w) < v(v)

(v,w)eE

> f(uv) <v(v)

(uv)eE

wennv € V\ {t}
wenn v =t

erfallt.

Zeigen Sie, dass die Bestimmung eines maximalen Flusses in einem
Netzwerk mit Kanten- und Knotenkapazitaten auf ein maximales
Flussproblem in einem normalen (d. h. ohne Knotenkapazitaten) Net-
%werk mit vergleichbarer Gro3e zurlckgefuhrt werden kann.

Das maximale Flussproblem aus der Vorlesung kann foIgenderN

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013
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Losung AT

Karlsruher Institut fur Technologie
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Losung m\h\j(lT

- - .-
-- L
- ~n
- ~

Netzwerk N’ = (D' = (V/, E’);s’;t'; ¢’) aus Netzwerk N = (D = (V, E); s; t; Cc;vY):

m Knoten: V' =J,cy1{Vin, Vour}

® Quelle und Senke: s’ = sy, und t/ = oyt

m Kanten E' = {(Vout, Win) | (v,w) € E} U {(Vin, Vout) | v € V}

m Kapazitaten: ¢’ : E' — R¢ mit ¢/ (Vout, Win) = ¢(v, w) und ¢ (Vin, Vout) = Y(V)
Begriindung:

m Knotenbedingung wird durch Kapazitat der neuen Kante realisiert.

m Nachbarschaften und weitere Kapazitatsbedinung bleiben erhalten.

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Karlsruher Institut fur Technologie

Flussalgorithmus von Goldberg und Tarjan

KIT — Universitat des Landes Baden-Wirttemberg und

nationales Forschungszentrum in der Helmholtz-Gemeinschaft



Algorithmus von Goldberg und Tarjan AT

Fur alle (v, w) € V x V mit (v, w) € E setze: Eingabe: Netzwerk (D, s, t,c) mit D =
(V,E)undc: E — R}

m c(v,w) <0 .
( ) Ausgabe: Maximaler Fluss f.

Far alle (v, w) € V x V setze:
m f(v,w)<«0
- ij(V, 1) = B e(v): Flusstberschuss an Knoten v
Setze dist(s) < | V| dist(v) : Markierung des Knoten v

Fir alle v € V\{s} setze:

m f(s,v) < c(s,V), ri(s,v) <0

m f(v,8) « —c(s,v), re(v, s) < c(v,s) — f(v, s)
m dist(v) < 0
0

e(v) < c(s, V)

Solange es aktiven Knoten gibt:
m Wahle beliebigen aktiven Knoten v.

m Fdhre flr v eine zulassige Operation PUSH oder RELABEL aus.

Institut fir Theoretische Informatik
Prof. Dr. Dorothea Wagner
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PUSH und RELABEL

~
z
g
z
:/
s
3
5‘
z
3
z
C
,,A
4
&
[
2
-3
3
3
o

&
]

Operation PUSH(D, f, v, w)
Vorbedingung: v ist aktiv, rs(v, w) > 0 und dist(v) = dist(w) + 1.
Effekt: Flusstberschuss wird von v nach w Gber Kante (v, w) geschoben.

m A<+ min{e(v), rs(v,w)}
m f(v,w) < f(v,w)+ A, f(w,v) < f(w,v) — A
m (v, w) < re(v,w) — A, re(w, v) < re(w, v) + A

m e(v) < e(v) — A, e(w) < e(w) +A

Operation RELABEL(D, f, v, dist)

Vorbedingung: v ist aktiv und far alle w mit r¢(v, w) > 0 gilt dist(v) < dist(w)

Effekt: dist(v) wird erhoht.

distiv) = 4 27 falls {w | re(v,w) >0} =0,
min{dist(w) + 1 | rs(v,w) > 0} sonst.

Ein Knoten v € V\{t} heiB3t aktiv im Laufe des Algorithmus, wenn e(v) > 0 und
dist(v) < oo.

NN Institut fir Theoretische Informatik
'== Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Lineare Programme AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Ein lineares Programm besteht aus

1. Variablen: X=(Xt,...,X,)"
2. einer linearen Zielfunktion: f(X)=C1-X{+--++Cn- Xp
3. Nebenbedingungen: 11 X1 +ao-Xo+- - +ai, Xy < by

am,1‘X1+am,2'X2+"’+am,n'Xn§bm

A
Ziel: bestimme x4,..., X, SO, dass

f(x) maximal/minimal ist.

Matrixschreibweise des LP:
AX < bmitA = (ai;)
f(x)=x"c
mitc=(c,...,c))Tund b= (bs,..., bm)7 ~ N >

Losungsraum 2-dimensionales LP

Institut fir Theoretische Informatik
Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Beispiel: Backerei

Karlsruher Institut fur Technologie

Weizenmehl | Wasser | Mischkornschrot
1 Kiste Weizenmischbrot (20 €) 12 kg 8 kg 0 kg
1 Kiste Mehrkornbrot (60 €) 6 kg 12 kg 10 kg
Kontingent 630 kg 620 kg 350 kg

Weitere Bedingungen:

m 10 Kisten Weizenmischbrote sind fir Stammkunden reserviert.

®m Backer mochte Gewinn maximieren.

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013
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Beispiel: Backerei AT

Weizenmehl | Wasser | Mischkornschrot
1 Kiste Weizenmischbrot (20 €) 12 kg 8 kg 0 kg
1 Kiste Mehrkornbrot (60 €) 6 kg 12 kg 10 kg
Kontingent 630 kg 620 kg 350 kg

Weitere Bedingungen:
m 10 Kisten Weizenmischbrote sind fir Stammkunden reserviert.

®m Backer mochte Gewinn maximieren.

X1 = Kisten Weizenmischbrot, xo = Kisten Mehrkornbrot:

Zielfunktion ZF: f(x1, X2) = 20 X1 + 60 X2 = max!
Nebenbedingungen NB: 12 X1 + 6 X2 < 630
8 X1 + 12 Xo < 620

10 X2 < 350

X1 Z 10
Xq ZO
X2 ZO

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
Y
Py
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Geometrische Interpretation

X2

A

Skizze:

X1 = Kisten Weizenmischbrot, x> = Kisten Mehrkornbrot:

Zielfunktion ZF: f(x1, X2) = 20 X1 + 60
Nebenbedingungen NB: 12 X1 + 6
8 X1 + 12
10
X1
X1
X2

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013

X2
X2
X2

X2

= max!
<630
< 620
< 350
> 10
>0
>0

AKIT

Karlsruher Institut fur Technologie

Weizen
Wasser
Korner

Stammkunden
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Geometrische Interpretation

X2

A

Skizze:

X1 = Kisten Weizenmischbrot, xo = Kisten Mehrkornbrot:

Zielfunktion ZF: f(x1, X2) = 20 X1 + 60
Nebenbedingungen NB: 12 X1 + 6
8 X1 + 12
10
X1
X1
X2
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X2
X2
X2

X2

= max!
<630
< 620
< 350
> 10
>0
>0

AKIT

Karlsruher Institut fur Technologie

Weizen
Wasser
Korner

Stammkunden
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Geometrische Interpretation

X Stammkunden
2

A

Skizze:

X1 = Kisten Weizenmischbrot, xo = Kisten Mehrkornbrot:

Zielfunktion ZF: f(x1, X2) = 20 X1 + 60
Nebenbedingungen NB: 12 X1 + 6
8 X1 + 12
10
X1
X1
X2
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X2
X2
X2

X2

= max!
<630
< 620
< 350
> 10
>0
>0

AKIT

Karlsruher Institut fur Technologie

Weizen
Wasser
Korner

Stammkunden
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Geometrische Interpretation

X Stammkunden
2

A

Skizze:

X1 = Kisten Weizenmischbrot, xo = Kisten Mehrkornbrot:

Zielfunktion ZF: f(x1, X2) = 20 X1 + 60
Nebenbedingungen NB: 12 X1 + 6
8 X1 + 12
10
X1
X1
X2
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X2
X2
X2

X2

AKIT

Karlsruher Institut fur Technologie

Korner

= max!

< 630 Weizen

<620 Wasser

< 350 Korner

> 10 Stammkunden

>0

>0
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Geometrische Interpretation

X Stammkunden
2

A

\

Skizze:

X1 = Kisten Weizenmischbrot, xo = Kisten Mehrkornbrot:

Zielfunktion ZF: f(x1,x2) = 20
Nebenbedingungen NB: 12
8
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X1
X1

X1

X1
X1

X2

+ 60

+ 6

+ 12
10

X2
X2
X2

X2

AKIT

Karlsruher Institut fur Technologie

Korner

< 630 Weizen
<620 Wasser
< 350 Korner

Stammkunden
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Geometrische Interpretation

Stammkunden

*2 A \

\

AKIT

Karlsruher Institut fur Technologie

Korner

Skizze:

Wasser

X1 = Kisten Weizenmischbrot, xo = Kisten Mehrkornbrot:

Zielfunktion ZF: f(x1,x2) = 20
Nebenbedingungen NB: 12
8
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X1
X1

X1

X1
X1

X2

60

12
10

X2
X2
X2

X2

<630 Weizen
<620 Wasser
< 350 Korner
> 10 Stammkunden
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Geometrische Interpretation

AKIT

Stam m ku n d e n Karlsruher Institut fur Technologie
X2 A \ \
. Korner
Skizze:
Wasser
O P>
x1 = Kisten Weizenmischbroet, xo = Kisten Mehrkornbrot: \ Weizen
Zielfunktion ZF: f(x1, X2) = 20 X1 60 Xo = max!
Nebenbedingungen NB: 12 X1 6 X2 <630 Weizen
8 Xq 12 Xo < 620 Wasser
10 Xo < 350 Korner
X4 > 10 Stammkunden
X1 Z 0
X2 2 0
==E. Institut fir Theoretische Informatik
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Geometrische Interpretation

AKIT

Stam m ku n d e n Karlsruher Institut fur Technologie
X2 A \
. Korner
Skizze:
(20, 20)\‘\\\ Wasser
O P>
x1 = Kisten Weizenmischbroet, xo = Kisten Mehrkornbrot: Weizen
Zielfunktion ZF: f(x1, X2) = 20 X1 60 Xo = max!
Nebenbedingungen NB: 12 X1 6 X2 <630 Weizen
8 Xq 12 Xo < 620 Wasser
10 Xo < 350 Korner
X4 > 10 Stammkunden
X1 Z 0
X2 2 0
==E. Institut fir Theoretische Informatik
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Geometrische Interpretation

AKIT

X R S’[ammky\r]den
. _ Korner
Skizze:
(20,20) " T~ - i Wasser
O b X
x1 = Kisten Weizenmischbroet, xo = Kisten Mehrkornbrot: \ Weizen
Zielfunktion ZF: f(x1, X2) = 20 X1 + 60 Xo = max!
Nebenbedingungen NB: 12 X1 + 6 X2 <630 Weizen
8 Xq + 12 Xo < 620 Wasser
10 Xo < 350 Korner
X4 > 10 Stammkunden
X1 Z 0
X2 2 0
==E. Institut fir Theoretische Informatik
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Karlsruher Institut fur Technologie

Dualitat von Linearen Programmen

KIT — Universitat des Landes Baden-Wirttemberg und

nationales Forschungszentrum in der Helmholtz-Gemeinschaft



Obere Schranke

Betrachte folgendes Programm:

Zielfunktion ZF: f(x1, Xo) = 2 Xq + Xo
Nebenbedingungen NB: 4 Xq + Xo
2 X1 + Xo
3 Xq + 2 Xo

X1
X2

AT

Institut fur Technologie

= max!
<12
<3
<4
>0
>0

Schatze eine obere Schranke fiir f mithilfe der Nebenbedingungen ab:

Folgendes Beispiel aus

von Jiri Matousek und Bernd Gartner.

Understanding and Using Linear Programming

Im Uni-Netz erhaltlich als PDF unter springerlink.com.

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013
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Obere Schranke AT

Institut fur Technologie

Betrachte folgendes Programm:

Zielfunktion ZF: f(x1, Xo) = 2 Xq + Xo = max!
Nebenbedingungen NB: 4 Xq + Xo <12
2 X1 + Xo <3
3 Xq + 2 Xo <4
X1 >0
Xo >0

Schatze eine obere Schranke fiir f mithilfe der Nebenbedingungen ab:

2X1 +3xo < 4xy +8x <12 12 ist obere Schranke!

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Obere Schranke AT

Institut fur Technologie

Betrachte folgendes Programm:

Zielfunktion ZF: f(x1, Xo) = 2 Xq + Xo = max!
Nebenbedingungen NB: 4 Xq + Xo <12
2 X1 + Xo <3
3 Xq + 2 Xo <4
X1 >0
Xo >0

Schatze eine obere Schranke fiir f mithilfe der Nebenbedingungen ab:

2X1 +3xo < 4xy +8x <12 12 ist obere Schranke!
besser:

4x1 + 8x 12 ' hrank
2x¢+3x> < 1; 2§?=6 6 ist obere Schranke

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Obere Schranke AT

Institut fur Technologie

Betrachte folgendes Programm:

Zielfunktion ZF: f(x1, Xo) = 2 Xq + Xo = max!
Nebenbedingungen NB: 4 Xq + Xo <12
2 X1 + Xo <3
3 Xq + 2 Xo <4
X1 >0
Xo >0

Schatze eine obere Schranke fiir f mithilfe der Nebenbedingungen ab:

4X1+8X2+2X1+X2 < 12 + 3 B

2X1+3Xo =
X1+0Xo 3 ~ 3

5 ist obere Schranke!

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Verallgemeinerung

Versuche Ungleichung der Form

zu finden, so dass d; > 2, d> > 3 und h ist moglichst klein.

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013

d1 X1 + d2X2 < h,

AKIT

Karlsruher Institut fur Technologie

Zielfunktion ZF:
Nebenbedingungen NB:

f(x1,x2) =

w NN A~

Xq + 3 Xo = max!

X1 + 8 Xo <12

X1 + Xo <3

X4 + 2 Xo <4

X1 >0
Xo >0

Institut fir Theoretische Informatik
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Verallgemeinerung

Versuche Ungleichung der Form

dixq + doxo < h,
zu finden, so dass d; > 2, d> > 3 und h ist moglichst klein.
FUr xq, Xo > 0 gilt dann namlich:

2X1 +3X2 < d1X1 + d2X2 < h

AKIT

Karlsruher Institut fur Technologie

Zielfunktion ZF: f(x1, X2) = 2 Xj
Nebenbedingungen NB: 4 X1
2 X1

3 X1

X1

X2
X2
X2

X2

X2

= max!
<12
<3
<4
>0
>0

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013
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Verallgemeinerung

Versuche Ungleichung der Form

zu finden, so dass d; > 2, d> > 3 und h ist moglichst klein.

Setze:

h = 12y1 + 3y2 + 4y3
di = 4y; +2)> + 3y3,
0o =8y1 + 1)> + 2)3,

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013

d1 X1 + d2X2 < h,

AKIT

Karlsruher Institut fur Technologie

Zielfunktion ZF:
Nebenbedingungen NB:

f(x1,x2) =

w NN A~

X1
X1
X1
X1

X1

X2
X2
X2

X2

X2

= max!
<12
<3
<4
>0
>0

Institut fir Theoretische Informatik
Prof. Dr. Dorothea Wagner



Verallgemeinerung

Versuche Ungleichung der Form
dixy + doxp < h,

zu finden, so dass d; > 2, d> > 3 und h ist moglichst klein.
Setze:
h = 12y1 + 3y2 + 4y3

ai = 4y1 + 2y» + 3y, d; > 2, d> > 3 und h moglichst klein?
0o = 8y1 + 1)o + 23,

IT

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

Wie y4, y» und y5 bestimmen, so dass y;, y», y3 > 0 und

Zielfunktion ZF: f(x1, X2) = 2 Xj
Nebenbedingungen NB: 4 X1
2 X1

3 X1

X1

X2
X2
X2

X2

X2

= max!
<12
<3
<4
>0
>0

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013
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Verallgemeinerung AT

Institut fur Technologie

Versuche Ungleichung der Form
dixy + doxp < h,

zu finden, so dass d; > 2, d> > 3 und h ist moglichst klein.

Setze:
h = 12y1 + 3y2 + 4y3

ZF: 9g(y1,y2.y3)= 12 y1 + 3 Yo + 4 y3 =minl

: > 2

oy = 4y +2y2 + 3y, | 0 4o f oo+ 2 N
0o = 8yy + 1y + 2y, 8 »n + Yo o+ s 2

Y1, Y2, ¥3 =2 0

Duales Programm DP

Zielfunktion ZF: f(x1, X2) = 2 Xq + 3 Xo = max!
Nebenbedingungen NB: 4 X1 + 8 Xo <12
2 X4 + Xo <3
3 X1 + 2 Xo <4
X1 >0
Primales Programm PP X2 >0

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Dualitat

Zielfunktion ZF: f(x1, X2) = 2 X1 + 3 Xo = max!
Nebenbedingungen NB: 4 X1 + Xo <12
2 X1 + Xo <3
3 Xq + 2 Xo <4
Xq >0
Primales Programm PP X2 >0
ZF: gyi.ye.y3)= 12 y1 + 3 y2 + 4 y3 =minl
NB: 4 yi + 2 Yo + 3 W3 > 2
yio + 1 y2 + 2 y3 >3
Y1, 2,3 2 0
Duales Programm DP

L
-
—

Karlsruher Institut fur Technologie

Schwacher Dualitatssatz besagt: Fir alle zulassigen Losungen (xq, Xo) von PP
und alle zulassigen Losungen (y1, y», y3) von DP gilt:

12y1 + 3y2 + 4y3 > 2X1 + 3Xo

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013
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Dualitat

Zielfunktion ZF: f(x1, X2) = 2 X1 + 3 Xo = max!
Nebenbedingungen NB: 4 X4 + Xo <12
2 Xq + X2 <3
3 Xq + 2 Xo <4
Xq >0
Primales Programm PP X2 >0
ZF: gyi.ye.y3)= 12 y1 + 3 y2 + 4 y3 =minl
NB: 4 yi + 2 Yo + 3 W3 > 2
yio + 1 y2 + 2 y3 >3
Y1, 2,3 2 0
Duales Programm DP

Starker Dualitatssatz besagt:
PP |osbar < DP losbar

L
-
—

Karlsruher Institut fur Technologie

und wenn ldsbar, dann max f(xq, Xo) = min g(y1, y», y3) unter Nebenbedingungen.

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013
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Dualitét AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Primales Programm: Duales Programm:

f(X) = X' ¢ = max! 9(y) =y b= min

Ax < b y'A>T

x>0 y=0

N={xcR"| Ax < b,x > 0} M={ycR™ |y A>¢cy>0}

\
Schwacher Dualitatssatz: Fir alle zulassigen Losungen x € N und
y € M des primalen bzw. dualen Programms gilt

x'c<y'b

N—

Starker Dualitatssatz:

Primales Programm losbar <> zugehoriges duales Programm losbar

und wenn I0sbar, dann max f(x) = min g(y)
\_ XEN yeM

Institut fir Theoretische Informatik
Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Problem 4: Lineare Programmierung AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Marco Stanley Fogg ist ein Student, dem nach dem Tod seines Onkels lediglich dessen
antiquarische Buchsammlung als finanzielle Ricklage bleibt. Um sein Studium moglichst
lange durch den Verkauf der Blcher finanzieren zu konnen, versucht er, seine Ernahrung
auf ein Minimum zu beschranken. Nachdem er fur eine Menge von m wichtigen Nahrstoffen
1,..., m jeweils den minimalen taglichen Bedarf b; (i = 1,..., m) far einen Mann seines
Alters und Gewichts in Erfahrung gebracht hat, sucht er den lokalen Supermarkt auf und
ermittelt far eine Menge von n Produkten 1,...,n jeweils den Preis pro Einheit ¢; (j =
1,...,n) sowie den Anteil a;; des Nahrstoffes i (i =1,..., m)am Produktj (j =1,...,n).

o

Institut fir Theoretische Informatik
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Problem 4: Lineare Programmierung AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Marco Stanley Fogg ist ein Student, dem nach dem Tod seines Onkels lediglich dessen
antiquarische Buchsammlung als finanzielle Ricklage bleibt. Um sein Studium moglichst
lange durch den Verkauf der Blcher finanzieren zu konnen, versucht er, seine Ernahrung
auf ein Minimum zu beschranken. Nachdem er fur eine Menge von m wichtigen Nahrstoffen
1,..., m jeweils den minimalen taglichen Bedarf b; (i = 1,..., m) far einen Mann seines
Alters und Gewichts in Erfahrung gebracht hat, sucht er den lokalen Supermarkt auf und
ermittelt far eine Menge von n Produkten 1,...,n jeweils den Preis pro Einheit ¢; (j =
1,...,n) sowie den Anteil a;; des Nahrstoffes i (i =1,..., m)am Produktj (j =1,...,n).

o

Formulieren Sie das beschriebene Optimierungsproblem als lineares Programm L.

Zielfunktion: minimiere )", ¢;x; (Kosten den Einkaufs)

Nebenbedingungen: >, ajjx; > bifuri=1,...,m

Institut fir Theoretische Informatik
Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Problem 4: Lineare Programmierung QAT

Institut fur Technologie

Marco Stanley Fogg ist ein Student, dem nach dem Tod seines Onkels lediglich dessen
antiquarische Buchsammlung als finanzielle Ricklage bleibt. Um sein Studium moglichst
lange durch den Verkauf der Blcher finanzieren zu konnen, versucht er, seine Ernahrung
auf ein Minimum zu beschranken. Nachdem er fur eine Menge von m wichtigen Nahrstoffen
1,..., m jeweils den minimalen taglichen Bedarf b; (i = 1,..., m) far einen Mann seines
Alters und Gewichts in Erfahrung gebracht hat, sucht er den lokalen Supermarkt auf und
ermittelt far eine Menge von n Produkten 1,...,n jeweils den Preis pro Einheit ¢; (j =
1,...,n) sowie den Anteil a;; des Nahrstoffes i (i =1,..., m)am Produktj (j =1,...,n).

o

Formulieren Sie das zu L duale lineare Programm D. Geben Sie eine sinnvolle Interpretation
des dualen Programms an und Uberlegen Sie sich dabei, wer ein Interesse daran haben konnte,
das duale Programm zu optimieren.

Zielfunktion: maximiere Zf; yib;

Nebenbedingungen: > " yiaj < ¢ifurj=1,...,n,...,m
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Problem 4: Lineare Programmierung AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Marco Stanley Fogg ist ein Student, dem nach dem Tod seines Onkels lediglich dessen
antiquarische Buchsammlung als finanzielle Ricklage bleibt. Um sein Studium moglichst
lange durch den Verkauf der Blcher finanzieren zu konnen, versucht er, seine Ernahrung
auf ein Minimum zu beschranken. Nachdem er fur eine Menge von m wichtigen Nahrstoffen
1,..., m jeweils den minimalen taglichen Bedarf b; (i = 1,..., m) far einen Mann seines
Alters und Gewichts in Erfahrung gebracht hat, sucht er den lokalen Supermarkt auf und
ermittelt far eine Menge von n Produkten 1,...,n jeweils den Preis pro Einheit ¢; (j =
1,...,n) sowie den Anteil a;; des Nahrstoffes i (i =1,..., m)am Produktj (j =1,...,n).

o

m Der Vektor y enthalt zu jedem Nahrstoff / einen Eintrag y;, der dem festzulegenden
Preis einer Einheit des Nahrstoffes i entspricht.

m Das duale Programm maximiert dann die Kosten fur einen Einkauf.

m Die Kosten der fur eine Einheit eines Produkies bendtigten Nahrstoffe, darf einen
maximalen Preis ¢; nicht tberschreiten.

m Der Besitzer des lokalen Supermarktes mochte den Preis eines solchen Einkaufs
maximieren.
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