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Syntaxbaume ﬂ(".

institut f Technologie.

Syntaxbaume visualisieren die Ableitung eines einzelnen Wortes.

® An der Wurzel eines Syntaxbaumes steht das Startsymbol.
m Jeder innere Knoten enthélt eine Variable.

m Die Blatter sind Symbole aus X oder «.
]

Wenn ein innerer Knoten A als Nachfolger von links nach rechts

aq, ..., ar € VUZ hat, so muss A — a4 ...a, eine Ableitungsregel
der Grammatik sein.
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Syntaxbaume - Beispiel ﬂ (IT
Zu den Regeln

R={S—-0B|1A A—0|0S|1AA B—1|1S5|0BB}
betrachte die Ableitung

S—+1A—-11AA— 11A0 — 110S0 — 110080 — 110010
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Syntaxbaume - Beispiel

® Zu jeder Ableitung gehort genau ein Syntaxbaum

m Zu jedem Syntaxbaum gehdren jedoch verschiedene Ableitungen des
gleichen Wortes.
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Syntaxbaume - Beispiel ﬂ("'

R={S—0B|1A A—0|0S|1AA B— 1|15|0BB}
S—1A— 11AA — 110SA — 1100BA — 11001A — 110010
S—1A— 11AA = 1140 — 110S0 — 110080 — 110010
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Links/Rechtsableitung, Eindeutigkeit AT

Fir Chomsky-2 Grammatiken gilt:

m Wegen der Kontextfreiheit ist die Reihenfolge, in der abgeleitet wird,
fir das Ergebnis unerheblich.

Eine Linksableitung (Rechtsableitung) ist eine Ableitung, bei der in
jedem Schritt die linkeste (rechteste) Variable abgeleitet wird.

Eine kontextfreie Grammatik G heiB3t eindeutig, wenn es fir jedes
Wort w € L(G) genau einen Syntaxbaum gibt.

Eine kontextfreie Sprache L heiBt eindeutig, wenn es eine eindeutige
Grammatik G mit L(G) = L gibt. Ansonsten heiBt L inhdrent mehr-
deutig.
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Beispiel

Die Sprache
L={0"1"|n>1}

erzeugt durch die Grammatik
v = {S}

> = {01}
R = {S—01|0S1}.

ist eindeutig.
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Die Sprache gegeben durch die Regeln
R={S—0B|1A A—0|0S|1AA B— 1|1S|0BB}
ist nicht eindeutig.

(@) (s)
@

@

©
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Chomsky-Normalform ﬂ(".

Eine kontextfreie Grammatik ist in Chomsky—Normalform, wenn alle
Regeln von der Form:

A— BC oder A— a

sind, mit A, B,C € Vund a € X.
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institut f Technologie.

A— BC oder A— a

@ Grammatiken in Chomsky—Normalform kénnen also nicht das Wort ¢
erzeugen.

m FUr kontextfreie Sprachen, die ¢ enthalten, 148t sich eine Grammatik
leicht ergdnzen durch die Regeln

S —e und S-S

wobei S’ ein neues Startsymbol zur Erzeugung von ¢ ist.
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Satz:
Jede kontextfreie Grammatik, die nicht das leere Wort erzeugt, kann
in eine Grammatik in Chomsky—Normalform Uberfiihrt werden.

Beweis (konstruktiv):

m Wir geben eine Schritt—fiir—Schritt—Uberfiihrung der Regeln in Regeln
in Normalform an.

m GroBbuchstaben reprasentieren immer Nichtterminale

m Kleinbuchstaben reprasentieren immer Terminale
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Wir veranschaulichen den Beweis an folgendem Beispiel:
Grammatik G = (%, V, S, R) mit

Z:
%

{a b}
{A.B,C,D,E, S}

und der folgenden Regelmenge R:

S

1

TMO O W >
N
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Schritt 1: AT

Ziel:

a Alle Regeln enthalten auf der rechten Seite nur Symbole aus V oder
nur ein Symbol aus X.

Vorgehen:

m Ersetze dazu in allen rechten Seiten von Regeln Symbole aus a € &
durch neue Variablen Y3 und flge die Regeln Y; — a hinzu.
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Schritt 1

S — Al|aAa|bBb|¢
A — Cla

B — b

C — AF|CDE|¢
D — A|B|ab

E —- B

F - DI|E
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Schritt 2 AT

Ziel:
a Alle rechten Seiten haben Lange < 2.

Vorgehen:
® SeiA— By...ByRegelmitm> 2.
m Flhre m— 2 neue Variablen Cy, ..., Cpy_» €in, und ersetze die Regel
A— By...Bn
durch neue Regeln
A — B1 C1

C,' — B,'+1C,'+1 fir1 <i<m-3
Cm—2 — Bp_1Bm
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Schritt 2

TMOUO W™ ®
R s

Ya
Yb

U

Al YaAYz | YoBY) | €
Cla

b

AF | CDE | ¢

A|B| YaYy

B

D|E
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Schritt 3: ﬂ(".

Ziel:
m Es kommen keine Regeln A — ¢ vor.

Vorgehen, Phase 1:
Finde die Menge V' aller Variablen A fiir die A = ¢ existiert:

m Es werden erst alle Amit A— ¢in V/ aufgenommen.

a Dann wird geprtft, ob neue Regeln B — ¢ entstehen, wenn man Ain
allen Regeln auf der rechten Seite A durch ¢ ersetzt.

m Ist dies der Fall, so werden die entsprechenden Variablen Bin V'
aufgenommen und genauso behandelt.

m Das Verfahren hort auf, wenn V'’ sich nicht mehr &ndert
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Schritt 3: ﬂ(".

institut f Technologie.

Ziel:
m Es kommen keine Regeln A — ¢ vor.

Vorgehen, Phase 1:
Finde die Menge V' aller Variablen A fiir die A = ¢ existiert:

m Bemerkung: In Phase 1 werden noch keine Regeln geandert

a Die Ersetzung ist also nur ,testweise”

a Am Ende enthalt V/ alle Variablen A mit A = «.
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Schritt 3: AT

Ziel:
m Es kommen keine Regeln A — ¢ vor.

Vorgehen, Phase 2: Ersetzung.

m Gegeben V' aus Phase 1
m Streiche alle Regeln A — ¢

a Fir A — BC fuge die zuséatzliche Regel

m A= BfallsCce V/
ma A= CfallsBe V/

ein.

a (Die Regel A — BC wird nicht gestrichen).
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Initialisierung
Vi={A|A— ¢} ={S C}
Erster Durchlauf liefert: A
=V ={AC S}

Zweiter Durchlauf liefert: D
=V ={ACD, S}

Dritter Durchlauf liefert: F

= V' ={ACD,F, S}
Vierter Durchlauf liefert nichts
neues
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Karlsruher Institut fur Technologie

a Streiche e-Produktionen

w Simuliere Ableitungen A = ¢ auf S — AlYaCi| YpCo
den verbleibenden Regeln A — Cla
V'={AC, DF,S} B — b

D — A|B|YaY,
E —- B

F —- DJE

C1 —  AY; | Ya

Cg — BYb

C; — DE|E

Y. — a

Yo — b
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Schritt 4.

Ziel

a Die Grammatik enthélt keine (Ketten-)Regeln der Form A — B.
a Beispiel

A — B|C
B —- C
C — ¢
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Schritt 4. AT

Ziel
a Die Grammatik enthélt keine (Ketten-)Regeln der Form A — B.

Vorgehen

a Phase 1: Finde alle Kreise Ay — A> — ... = Ay — Aq
Ersetze alle A; durch A4

m Phase 2: Betrachte die Regeln der Form A — B in umgekehrt
topologischer Reihenfolge

m Fir Regel A — Bund jede Regel B — b flige Regel A — b hinzu
m Ldsche Regel A— B
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Topologische Sortierung der Regelmenge

a Vi,..., Vx Menge von Variablen aus Kettenregeln

a Vi, ..., Vi topologisch sortiert, wenn gilt:

VS Vi=i<)

m Voraussetzung: Es gibt keine zyklischen Abhangigkeiten
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Abhangigkeitsgraph

§
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Schritt 4 - Phase 1

12.01.2012

y

@l
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Zyklen A — C und
A-C—-F—->D—A

= A, C, F, D &quivalent

Entferne an Zyklen beteiligte
Regeln

Ersetze Vorkommen von C, F, D
in allen Regeln durch A

Lésche Regeln der Form A — A
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Zyklus:A—-C—F—-D—A

S — A’YaC1‘YbCQ
A — Cla

B — b

c — AF|F|A|CC3|C3
D — A|B|YaY,
E - B

F - D|E

Ci — AYal| Ya

Cg — BYb

C; — DE|E

Yo — a

Yo, — b
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b
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B| YaYs

B

E

AYa| Ya

BY,
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a
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Schritt 4 - Phase 2 AT

® S — Al YaCy| YpCo
A — a|AA|AC3|Cs|B|YaYy | E
@ @ B — b
E — B
Cy — AYa| Vs
() C, — BY,
(& C; — AE|E
Yo — a
e Yb — b

Topologische Sortierung: S, A, Cs, E, B, Cy, Y3
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Karlsruher Institut fur Technologie

m Gehe in umgekehrter topologischer Sortierung vor
m Ersetze A — Bdurch A — B, falls Regel B — B existiert

m Topologische Sortierung: S, A, C3, E, B, Cy, Ya

S
A

B

E
Cy
C
C3
Ya
Yp

12.01.2012

_)
%

A

A| YaCy | chz
al|AA|ACs | Cs |
B|YaY, | E

b

B

AYa | Y

BY,

AE | E

a

b
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b
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institut f Technologie.

Sonderbehandlung von ¢-Produktionen

m Grammatik ist nun in Chomsky-Normalform, aber
m G enthélt Regel S — ¢ (haben wir entfernt)

m Erweitere Grammatik um Regeln S’ — Sund S’ — ¢ flr neues
Startsymbol S’
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Der CYK-Algorithmus

Satz:

Es gibt einen Algorithmus (den Cocke—Younger—Kasami Algorithmus),
der fir eine kontextfreie Grammatik G in Chomsky—Normalform und
ein Wort w € ©* in Zeit O(|R| - n®) entscheidet, ob w € L(G), wobei
n = |w| und |R| die Anzahl der Regeln von G ist.
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Beweis - Beschreibung des CYK-Algorithmus AT

Seiw=wy...w,
Sei V; C V sodass A= w;...w; impliziert A € V.

Firalle 1 </ <j < nberechne die Menge V;; C V.
Dannist w € L(G) genau dann, wenn S € Vj, ist.

Die Tabelle der Vj; wird nach wachsendem ¢ := j — i aufgebaut,
beginnend mit £ = 0.

Farj—i= ¢ > 0 wird die Berechnung von Vj; systematisch auf zuvor
berechnete Vi, Vi mit i < k < jzurlckgefahrt

Bemerkung
® Wir benutzen dynamische Programmierung.
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w=1"U(01)"
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w=1"U(01)"

Viier

S — SY.|SC| .
SS| Y(CQ | ii+6

=
A

7 nd \
e|®]0]1 Viies |VsggPss
Viita Vi s
Ci — YuS + = ~—
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P P P M P e
YO = ( Vii  VOrsirsirmrssroor s
* *
Y) — ) 1 U ( 01 )
) 1 2 3 4 5 6 7 8
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Fall / =0:

m Konstruiere die Mengen V;,d.h.alle Ac Vmit A5 w;,.

m Da G in Chomsky—Normalform ist, gilt A = w; nur, wenn
(A — W,‘) € R.

a Die Berechnung von Vj;ist fir alle i € {1,...n} in O(|R|) moglich.
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w=1"U(01)"
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w=1"U(01)"

S
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Fall ¢ > 0:
m Jede Ableitung von w; ... w; muss mit einer Regel der Form

A— BC

beginnen, wobei ein k € {i,...,j— 1} existiert mit

® BS5 w...wund
a C—*>Wk+1...Wj.
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Verfahren

m Speichere alle Mengen Vs als Arrays der Lange |V/|, in denen flr
jedes A € V markiertist, ob A € Vs.

m Berechnung von Vj:
Uberpriife fiir jede Regel (A — BC) € R und jedes k, ob

=

B i) 7%
*
C — Wiiq...w

durch Ansehen der Stelle

® Bim Array zu Vi und
@ Cim Array zu V4 .
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Verfahren

m Speichere alle Mengen Vs als Arrays der Lange |V/|, in denen flr
jedes A € V markiertist, ob A € Vs.

m Berechnung von Vj:
Uberpriife fiir jede Regel (A — BC) € R und jedes k, ob

=

B i) 7%
c 5 Wkit - .. W
durch Ansehen der Stelle
® Bim Array zu Vi und
@ Cim Array zu V4 .
Bemerkung

m Dies benétigt Aufwand in O(n- |R])
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w=1"U(01)"

S

12.01.2012

%

A

SY, | SCy |
SS|Y/Co |
e|l@|0]1
YuS

Viitr
Viite
Viits
Viita
Viigs
Vit
Viig1
Vis

Dorothea Wagner - Theoretische Grundlagen der Informatik

Vig

Vie

Vis

Voo Va7 |Vas

Karlsruher Institut fur Technologie

V14 Va5 |V36 Va7 |[Vss
V13[Va4|Vas [Vae Va7 Vs
V12|Vaz (Va4 [Vas Vse Ve [Vis
s v s[5 v,
A \] v v M \ \] \]
L(*|ul(]o|1])|*

INSTITUT FUR THEORETISCHE
INFORMATIK



31

w=1"U(01)"

S

12.01.2012

%

A

SY, | SCy |
SS|Y/Co |
e|l@|0]1
YuS

Viitr
Viite
Viits
Viita
Viigs
Vit
Viig1
Vis

Dorothea Wagner - Theoretische Grundlagen der Informatik

IT

V1s

Vi7|Vas

Vie|Var|Vss

Vi5|Vag Va7 |[Vas

V14 Va5 |V36 Va7 |[Vss

Vs |[Voa Va5 Vae Va7 |Ves

SLO 10 10 | 8§]C0

Y Y Y v )
SIS [3 0]
Al M \ v N \ \J M
L(*(Uul(|o]1]) |*
1 2 3 4 5 6 7 8

INSTITUT FUR THEORETISCHE
INFORMATIK



31

w=1"U(01)"

S

12.01.2012

%

A

SY, | SCy |
SS|Y/Co |
e|l@|0]1
YuS

Viitr
Viite
Viits
Viita
Viigs
Vit
Viig1
Vis

Dorothea Wagner - Theoretische Grundlagen der Informatik

IT

V1s
Vi7[Vas
Vie|Var|Vss
Vis|Vas Va7 [Vas
Via[Vas [Vag Var [Vss
010 [0 [0 ]Call

v
SLO 10 10 | 8] CalY
Y Ky Y 4 Rl
AR CRGEAEARRE
A \] v v M \ \] \]
L(*|ul(]o|1])|*
1 2 3 4 5 6 7 8

INSTITUT FUR THEORETISCHE
INFORMATIK



31

w=1"U(01)"

S

12.01.2012

%

A

SY, | SCy |
SS|Y/Co |
e|l@|0]1
YuS

Viitr
Viite
Viits
Viita
Viigs
Vit
Viig1
Vis

Dorothea Wagner - Theoretische Grundlagen der Informatik

IT

Vig
Vi7[Vas
Vi6|Var|Vasg
Vis|Vas Va7 [Vas
1010 1S]0

Y
0100 Cal )

v
1o Do [0 15
Y Ky Y 4 Rl
SIS [3 [
A \] v v M \ \] \]
L(*|ul(]o|1])|*
1 2 3 4 5 6 7 8

INSTITUT FUR THEORETISCHE
INFORMATIK



31

w=1*U(01)*
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Ergebnisse zum Wortproblem

Typ-0 Grammatik. Das Wortproblem ist nicht entscheidbar.

Typ-1 Grammatik. Das Wortproblem ist NP-vollstandig.

Typ-2 Grammatik. Das Wortproblem ist in polynomieller Zeit I16sbar.

Typ-3 Grammatik. Das Wortproblem ist in linearer Zeit I6sbar.
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