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GroBe Frage der Theoretischen Informatik AT

Trivialerweise gilt: P C N'P.
Frage: Gilt P C NP oder P = N'P?
Die Vermutung ist, dass P # NP gilt.

Dazu betrachten wir Probleme, die zu den schwersten Problemen in
NP gehoren.

Dabei ist am schwersten im folgenden Sinne gemeint:

Wenn ein solches Problem trotzdem in P liegt, so kann man folgern,
dass alle Probleme aus NP in P liegen, d.h. P = N'P.

Diese Probleme sind also Kandidaten, um P und AP zu trennen.

Es wird sich zeigen, dass alle diese schwersten Probleme im
wesentlichen gleich schwer sind.
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NP-Volistandigkeit

Eine polynomiale Transformation einer Sprache Ly C X in eine
Sprache Ly C X ist eine Funktion f: X} — X5 mit den Eigenschaften:

m es existiert eine polynomiale deterministische Turing-Maschine,
die f berechnet;

a flralle x € Ij qgilt: x € Ly & f(x) € L.

Wir schreiben dann Ly « Ly (L4 ist polynomial transformierbar in L5).

Eine Sprache L heiBt AP-vollstandig , falls gilt:
m Le NPund
m firalle L’ e NP gilt L o L.
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NP-Vollstandigkeit (T

Wir formulieren nun die Begriffe polynomial transformierbar und
N P-vollstandig fur Entscheidungsprobleme.

Ein Entscheidungsproblem I1; ist polynomial transformierbar in das
Entscheidungsproblem I, wenn eine Funktion f: Dy, — Dy, exis-
tiert mit folgenden Eigenschaften:

a fist durch einen polynomialen Algorithmus berechenbar;
@ V/e Dy, :ledy = f(l) € J,.
Wir schreiben dann ITq o ITo.

Ein Entscheidungsproblem IT heiBt A/P-vollstandig, falls gilt:
m [Ie NP und
a furalle IT € NP gilt 1T « I1.
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Transitivitat der poly. Transformation ﬂ("'

Eine polynomiale Transformation einer Sprache Ly C X in eine
Sprache Ly C X ist eine Funktion f: X} — X5 mit den Eigenschaften:

m es existiert eine polynomiale deterministische Turing-Maschine,
die f berechnet;

a flralle x € Ij qgilt: x € Ly & f(x) € L.

Wir schreiben dann Ly « Ly (L4 ist polynomial transformierbar in L5).

Lemma. « ist transitiv, d.h. aus Ly o« L, und Ly « L3 folgt Ly o Ls.

Beweis. Die Hintereinanderausfiihrung zweier polynomialer
Transformationen ist wieder eine polynomiale Transformation.
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Korollar

Korollar. Falls Ly, L, € NP, Ly « Ly und Ly N'P-vollstéandig, dann ist
auch L, N'P-vollstandig.

Bedeutung.

Um also zu zeigen, dass ein Entscheidungsproblem IT N P-vollstéandig
ist, gehen wir folgendermaBen vor. Wir beweisen:

malle NP
m fUr ein bekanntes N'P-vollstandiges Problem IT' gilt: TT' o IT.

Problem.
m Wir wissen noch flr kein einziges Problem, dass es NV P-vollstandig
ist.

m Das erste N'P-vollstéandige Problem ist das Erfiillbarkeitsproblem SAT
(satisfiability).
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Das Problem SAT (satisfiability)

Sei U = {uy,...,um} eine Menge von booleschen Variablen

Es heiBen u;, U; Literale.

Eine Wahrheitsbelegung fiir U ist eine Funktion t: U — {wahr, falsch}.
Eine Klausel ist ein Boole’scher Ausdruck der Form

Viv...Vys mit yie{u, ..., un} U{Uy, ..., Un} U{wahr, falsch}

Literalmenge

Problem SAT

Gegeben: Menge U von Variablen, Menge C von Klauseln tber U.
Frage: Existiert eine Wahrheitsbelegung von U, so dass C erfullt wird,
d.h. dass alle Klauseln aus C den Wahrheitswert wahr annehmen?

Beispiel: U = {uy, u2} mit C = {uy V Uz, Uy V Uo} ist Ja-Beispiel von
SAT. Mit der Wahrheitsbelegung t(uy) = t(up) = wahr wird C erfillt.
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Weitere Beispiele fir SAT-Instanzen

Losbar:

U={ab,cde},C={cvdavbvecvdVvercVvd}

Nicht lIosbar:

U=1{ab,c},C={avhbabVecTc}
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Der Satz von Cook (Steven Cook, 1971) ﬂ("‘

SAT ist N"P-vollstandig.
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Der Satz von Cook (Steven Cook, 1971) ﬂ("‘

SAT ist N"P-vollstandig.

Beweis:

m SAT € NP ist erfilllt:
Far ein Beispiel / von SAT (mit n Klauseln und m Variablen) und einer
Wabhrheitsbelegung t kann in O(m - n) Uberprift werden, ob t alle
Klauseln erfillt, d.h. ob / ein Ja—Beispiel ist.

m Wir miissen zeigen, dass fir jede Sprache L € NP gilt: L « Lgar,
wobei Lgar = L[SAT, s] fir ein geeignetes Kodierungsschema s ist.
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Beweis ﬂ(".

Wir miissen zeigen, dass fiir jede Sprache L € NP gilt: L « LgaT, wobei
Lsat = L[SAT, s] fur ein geeignetes Kodierungsschema s ist.

m Dazu muss fiir alle Sprachen L € NP eine polynomiale
Transformation f; angegeben werden, fir die gilt, dass fir alle x € &*
(X Alphabet zu L) gilt

X € L<— fL(X) € Lgar.

m Wir benutzen, dass es eine NDTM M zu L gibt, die L in polynomialer
Laufzeit erkennt.

m M seigegeben durch (Q,%, L, T, qo, 4, gy, gn) und akzeptiere die
Sprache L = L, in der Laufzeit Ty; < p(n), wobei p ein Polynom ist.
O.B.d.A. gilt p(n) > n.
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Beweis

m Sei x eine Instanz und n := |x|

m Bei einer akzeptierenden Berechnung von M fir x € £* ist die Anzahl
der Berechnungsschritte. beschrénkt durch p(n).

m An einer so beschrankten Berechnung kénnen hdchstens die Zellen
—p(n) bis p(n) + 1 des Bandes beteiligt sein.

Der Zustand der deterministischen Stufe ist zu jedem Zeitpunkt eindeutig
festgelegt durch:

m den jeweiligen Bandinhalt dieser —p(n) bis p(n) + 1 Platze,
m den Zustand der endlichen Kontrolle
m und der Position des Lese-/Schreibkopfs.

Im folgenden beschreiben wir eine Berechnung vollstédndig durch
Variablen
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Beweis: Konstruktion der Variablen AT

Bezeichne

m die Zustande aus Qdurch gy, 91 = Q4. 92 = gn. 3. - - -, gr

a die Symbole aus I durch sy = LJ, 51, ..., semit |T'| =0+ 1.

Es gibt drei Typen von Variablen in dem zugehdrigen Problem SAT
Variable Glltigkeitsbereich Bedeutung
Qli,k]  0<i<p(n) zum Zeitpunkt i der Uber—

0<k<r prifungsphase ist M in Zustand gy

Hli, j] 0<i<p(n) zum Zeitpunkt i der Uber—

—p(n) <j<p(n)+1 prifungsphase ist der Lese—/
Schreibkopf an Position j

des Bandes
Sli,j, k] 0<i<p(n) zum Zeitpunkt i der Uber—
—p(n) <j<p(n)+1 prifungsphase ist der Bandinhalt
0< k</ an Position j das Symbol sy

29.11.2011 Dorothea Wagner - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE
INFORMATIK



Beweis: Konstruktion der Variablen AT

Variable Gultigkeitsbereich Bedeutung

Qli,k] 0<i<p(n) zum Zeitpunkt i der Uber—
0<k<r prifungsphase ist M in Zustand g

Hli, j] 0<i<p(n) zum Zeitpunkt i der Uber—

—p(n) <j<p(n)+1 profungsphase ist der Lese—/
Schreibkopf an Position j

des Bandes
Sli,j, k] 0<i<p(n) zum Zeitpunkt i der Uber—
p(n) <j<p(n)+1 profungsphase ist der Bandinhalt
0<k</ an Position j das Symbol s,

m Eine Berechnung von M induziert in kanonischer Weise eine
Wahrheitsbelegung dieser Variablen.

a Wir benutzen folgende Konvention:

m Falls M vor dem Zeitpunkt p(n) stoppt, bleibt M in allen folgenden
Zustanden |n demselben Zustand und der Bandinhalt unverandert.
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Beweis: Konstruktion der Variablen AT

Variable Gultigkeitsbereich Bedeutung

Qli,k] 0<i<p(n) zum Zeitpunkt i der Uber—
0<k<r prifungsphase ist M in Zustand g

Hli, j] 0<i<p(n) zum Zeitpunkt i der Uber—

—p(n) <j<p(n)+1 profungsphase ist der Lese—/
Schreibkopf an Position j

des Bandes
Sli,j, k] 0<i<p(n) zum Zeitpunkt i der Uber—
p(n) <j<p(n)+1 profungsphase ist der Bandinhalt
0<k</ an Position j das Symbol s,

Der Bandinhalt zum Zeitpunkt 0 der Uberpriifungsphase sei
m Eingabe x auf Platz 1 bis n

a Orakel w auf Platz —1 bis —|w|
m ansonsten Blanks.
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Beweis

m Eine beliebige Wahrheitsbelegung muss nicht notwendigerweise eine

Berechnung induzieren (zum Beispiel Qli, k] = Q]i, ¢] fur k # ¢).
Also konstruiere Transformation f; die Klauseln einflhrt, so dass
aquivalent ist:

m Flr Eingabe x gibt es eine akzeptierende Berechnung, deren
Uberprifungsphase héchstens p(n) Zeit benétigt, und deren Orakel
héchstens Lange p(n) hat.

m Es gibt eine erflllende Belegung fir die SAT-Instanz f; (x).

13 29.11.2011 Dorothea Wagner - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE
INFORMATIK



Beweis

Also konstruiere Transformation f; die Klauseln einflihrt, so dass

aquivalent ist:

m FUr Eingabe x gibt es eine akzeptierende Berechnung, deren
Uberpriifungsphase héchstens p(n) Zeit benétigt, und deren Orakel
héchstens Lange p(n) hat.

m Es gibt eine erflllende Belegung fir die SAT-Instanz f, (x).
Damit kbnnen wir dann schlieBBen:

x € L & es existiert eine akzeptierende Berechnung von M
bei Eingabe x
<> es existiert eine akzeptierende Berechnung von M bei
Eingabe x mit héchstens p(n) Schritten in der Uberpriifungs-
phase und einem Orakel w der Lange |w| = p(n)
& es existiert eine erflllende Wahrheitsbelegung fir die
Klauselmenge f; (x)
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Beweis

Konvention:
m Die Bewegungsrichtung des Kopfes sei d € {—1,0,1}.
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Beweis: Konstruktion der Klauseln - Ubersicht [T

Klausel- Einschrankung / Bedeutung

gruppe

Gy Zum Zeitpunkt i ist M in genau einem Zustand.

Go Zum Zeitpunkt j hat der Lese-/Schreibkopf genau eine
Position.

G3 Zum Zeitpunkt i enthalt jede Bandstelle genau ein Symbol
ausT.

Gy Festlegung der Anfangskonfiguration zum Zeitpunkt O:

Mistim Zustand qq, der Lese-/Schreibkopf steht
an Position 1 des Bandes; in den Zellen 1 bis n
steht das Wort x = s, ... s

n

Gs Bis zum Zeitpunkt p(n) hat M den Zustand q, erreicht.

Gs Zu jedem Zeitpunkt i folgt die Konfiguration von M
zum Zeitpunkt i + 1 aus einer einzigen Anwendung von ¢
aus der Konfiguration von M zum Zeitpunkt /.
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Klauselgruppe 1:

Zum Zeitpunkt j ist M in genau einem Zustand.
Konstruktion:

® Zu jedem Zeitpunkt i ist M in mindestens einem Zustand
Q[i,0]V...vQli,r] fur0<i<p(n)

® Zu jedem Zeitpunkt i ist M in nicht mehr als einem Zustand

Qli.j]vQli,j] faro<i<p(n), 0<j<j<r
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Klauselgruppe 2: ﬂ(".

Zum Zeitpunkt / hat der Lese-/Schreibkopf genau eine Position
Konstruktion:

@ Zum Zeitpunkt i hat der Lese-/Schreibkopf mindestens eine Position
Hli,—p(nm)] V...V H[i,p(n)+1] fur0 <i<p(n)

® Zum Zeitpunkt j hat der Lese-/Schreibkopf hdchstens eine Position

H[i,j] v H[i,j/] far0 <i<p(njund—p(n) <j<j <p(n)+1
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Klauselgruppe 3: ﬂ(".

Zum Zeitpunkt / enthélt jede Bandstelle genau ein Symbol
Konstruktion:

m Zum Zeitpunkt i enthalt jede Bandstelle mindestens ein Symbol

0<i<p(n)

S[i,j, 0] v Sl j, 1] v...v S[i,j €] fir {_p(n) <j<p(n)+1

® Zum Zeitpunkt i enthélt jede Bandstelle hdchstens ein Symbol

0<i<p(n)
S[i.j. k] v Sli,j. k'] far § —p(n) <j < p(n)+1
0<k<kl <t
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Klauselgruppe 4: ﬂ(".

Festlegung der Anfangskonfiguration zum Zeitpunkt 0
Konstruktion:

m M istim Zustand qq
Q[0,0]

m der Lese-/Schreibkopf steht an Position 1 des Bandes
H[0,1]

m in den Zellen 1 bis n steht das Wort x = sy, ... s

n

S[0,0,0], S[0, 1, k4], .. ., S[0,n, kn] , flr Eingabe x = sy, ... sk,
S[0,n+1,0],..., S[0,p(n) +1,0] ,alle anderen Positionen
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Klauselgruppe 5: ﬂ(".

Bis zum Zeitpunkt p(n) hat M den Zustand g, erreicht.

Konstruktion:
Qlp(n), 1]
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Klauselgruppe 6:

Zu jedem Zeitpunkt i folgt die Konfiguration von M zum Zeitpunkt
i+ 1 aus einer einzigen Anwendung von J aus der Konfiguration von
M zum Zeitpunkt i.

Wir unterteilen Klauselgruppe Gg in zwei Teilgruppen Gg 1, Gg 2.

m Gg1: Falls M zum Zeitpunkt / an der Position j das Symbol sy hat und
der Lese-/Schreibkopf nicht an der Position j steht, dann hat M auch
zum Zeitpunkt i + 1 an Position j das Symbol s fir 0 < i < p(n).

m Ggo: Der Wechsel von einer Konfiguration zur ndchsten entspricht
tatsachlich 4.
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Klauselgruppe 6,1: ﬂ(".

Falls M zum Zeitpunkt / an der Position j das Symbol s, hat und der
Lese-/Schreibkopf nicht an der Position j steht, dann hat M auch
zum Zeitpunkt / + 1 an Position j das Symbol s fiir 0 < i < p(n).

Konstruktion:
((SUJ,M/\fﬂLﬂ) ::>SU4—1J,H)
Dies ergibt die Klausel

(SULHVHUHVSU+LLH)
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Klauselgruppe 6,2: ﬂ(".

Der Wechsel von einer Konfiguration zur nachsten entspricht
tatsachlich ¢.
® Seid(qk. Sm) = (G« Sy, d).
m (E sei gk aus Q\{qy, gn} sonst gilt gx = gk, Sy = sSmund d = 0.
(H[i,j] A Q[i, k] AS[i,j,m]) = H[i+1,j+ d]
und (H[i,j] A Q[i, k] A S[i,j, m]) = Qi+ 1,x]
und (H[i,j] A Q[i, k] A S[i,j,m]) = S[i+1,], u]
Dies ergibt folgende Klauseln

H[i,j]v Q[i, K]V S[i.j,m] V H[i +1,j + d]
H[i,j]v Q[i, k] v S[i.j,m] v Q[i +1,]
HIi 1V Q[i, K] v S[i.j,m] Vv S[i +1.j, u]

firo <i<p(n), —p(n) <j<p(n+1,0<k<r,0<m<4
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Konstruktion der Klauseln - Zwischenergebnis [T

m Durch f; wird nun ein Input (M, x) auf die Klauselmenge
G=Gi NGy A ...\ Gg

abgebildet.
m Wenn x € L, dann ist G erfllbar.

m Eine erflllende Wahrheitsbelegung der Variablen aus G induziert eine
akzeptierende Berechnung von M fiir die Eingabe x € L.
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Polynomialitat der Transformation ﬂ(“'

Wir schatzen die Anzahl der Literale in den Klauselgruppen ab.
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Polynomialitit - Klauselgruppe 1: AT

Zum Zeitpunkt / ist M in genau einem Zustand.
Konstruktion:
m Zu jedem Zeitpunkt i ist M in mindestens einem Zustand

Q[i,0]V...vQli,r] fur0o<i<p(n)

® Zu jedem Zeitpunkt i ist M in nicht mehr als einem Zustand

Qli,jjvaQli,j] furo<i<p(n), 0<j<j <r

Abschéatzung:

(r(r+1))

N —

(p(n) +1)(r+1) + (p(n) +1)
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Polynomialitat - Klauselgruppe 2: ﬂ("'

Zum Zeitpunkt / hat der Lese-/Schreibkopf genau eine Position
Konstruktion:

@ Zum Zeitpunkt i hat der Lese-/Schreibkopf mindestens eine Position
Hli,—p(nm)] V...V H[i,p(n)+1] fur0 <i<p(n)

® Zum Zeitpunkt i hat der Lese-/Schreibkopf hdchstens eine Position

H[i,j] v H[i,j/] far0 <i<p(njund—p(n) <j<j <p(n)+1
Abschéatzung:
(p(n) +1)(2p(n) +1) + (p(n) + 1)%(2/0(”) -(2p(n) +1))
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Polynomialitat - Klauselgruppe 3: ﬂ("'

Zum Zeitpunkt / enthélt jede Bandstelle genau ein Symbol
Konstruktion:

m Zum Zeitpunkt i enthalt jede Bandstelle mindestens ein Symbol
0<i<p(n

—p(n) <j < p(n)+1

m Zum Zeitpunkt i enthalt jede Bandstelle héchstens ein Symbol

S[i,j,0] v S[i.j,1] V...V S[i,j, €] fir {

0<i<p(n)
S[i.j. K1V STi.j, K] fur { —p(n) < < p(n) + 1
0<k<k <t

Abschétzung: 1
(p(n) +1)(2p(n) +1)(£+1) + (p(n) +1)(2p(n) + 1) 5 (£(C+1))

28 29.11.2011 Dorothea Wagner - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE
INFORMATIK



29

Polynomialitit - Klauselgruppe 4: AT

Festlegung der Anfangskonfiguration zum Zeitpunkt 0

m M istim Zustand qq
Q[0,0]

m der Lese-/Schreibkopf steht an Position 1 des Bandes
H[0, 1]

m inden Zellen 1 bis n steht das Wort x = s, ... s

n

n

S[0,0,0], S0, 1, k¢], ..., S[0,n, ky] , fir Eingabe x = sy, ... sk
S[0,n+1,0],..., S[0,p(n) +1,0] ,alle anderen Positionen

Abschétzung:

2+ (n+1)+(p(n)+2—(n+1))=p(n) +4
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Polynomialitat - Klauselgruppe 5: ﬂ("'

Bis zum Zeitpunkt p(n) hat M den Zustand g, erreicht.

Konstruktion:
Qlp(n), 1]
Abschétzung:
1
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Polynomialitat - Klauselgruppe 6,1: ﬂ("'

Falls M zum Zeitpunkt / an der Position j das Symbol s, hat und der
Lese-/Schreibkopf nicht an der Position j steht, dann hat M auch
zum Zeitpunkt / + 1 an Position j das Symbol s fiir 0 < i < p(n).

Konstruktion:
((S[i,j, K] AW) — S[i+1,], k})
Dies ergibt die Klausel
(mv Hi.j]V S[i+1.], k])

Abschéatzung:
p(n)(£+1)(2p(n) +2) -3
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Polynomialitat - Klauselgruppe 6,2: ﬂ("'

Der Wechsel von einer Konfiguration zur nachsten entspricht
tatsachlich ¢.

® Seid(qk. Sm) = (k. Sy, d).

m (E sei gk aus Q\{qy, gn} sonst gilt gx = gk, Sy = Smund d = 0.
HIi,jlv Qi K]V S[i,j, m] vV H[i +1,j + d]
HIi,j]v Q[i, k] vV S[i.j,m vV Q[i +1,x]
Hli,jlv Q[i, k] v S[i,j,m vV S[i+1,], 4]

firo <i<p(n), —p(n) <j<p(n)+1,0<k<r, 0<m</
Abschétzung:
p(n)(p(n)+2)(r+1)(¢+1)-3-4
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Polynomialitat der Transformation ﬂ(“'

Wir schatzen die Anzahl der Literale in den Klauselgruppen ab.

® Gi: (p(n)+1)(r+1)+ (p(n) + 1)L (r(r+1))

m Gp: (p(n) +1)(2p(n) +1) + (p(n) +1)3(2p(n) - (2p(n) + 1))

a Gj:

(ps(n)+1)(2p(n)+1)(€+1)+(P(n)+1)(2P(n)+1)%(€(5+1))

m Gy 24+ (n+1)+(p(n)+2—(n+1))=p(n)+4

a Gs: 1

m Gg: p(n)(£+1)(2p(n)+2)-3+p(n)(p(n)+2)(r+1)(¢+1)-3-4
G 1 Ge 2

o))
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Polynomialitat der Transformation ﬂ(“'

Wir schatzen die Anzahl der Literale in den Klauselgruppen ab.

m Gi: (p(n)+1)(r+1)+(p(n) +1)5(r(r+1))

m Gp: (p(n) +1)(2p(n) +1) + (p(n) +1)3(2p(n) - (2p(n) + 1))

a Gs:

(;(n)+1)(2p(n)+1)(€+1)+(p(n)+1)(2p(n)+1>%(€(€+1>)

m Gy 24+ (n+1)+(p(n+2—(n+1))=p(n)+4

a Gs: 1

m Gg: p(n)(£+1)(2p(n)+2)-3+p(n)(p(n)+2)(r+1)({+1)-3-4
G 1 Ge 2

m rund /¢ sind Konstanten, die durch M (und damit durch L) induziert
werden

a p(n) ist ein Polynom in n
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Polynomialitat der Transformation ﬂ(“'

Wir schatzen die Anzahl der Literale in den Klauselgruppen ab.

® Gi: (p(n)+1)(r+1)+ (p(n) +1)5(r(r+1))

» Go: (p(n)+1)(2p(n) +1) + (p(n) +1)3(2p(n) - (2p(n) + 1))

a Gs:

(ps(n)+1)(2p(n)+1)(€+1)+(p(n)+1)(2p(n)+1)%(€(€+1))

m Gy 24+ (n+1)+(p(nm+2—(n+1))=p(n)+4

a Gs: 1

m Gg: p(m(L+1)2p(n)+2)-3+p(n)(p(n)+2)(r+1)({+1)-3-4
G, 1 Ge 2

a Also sind alle Gr6Ben polynomial in n.

m Die angegebene Funktion f; ist damit eine polynomiale
Transformation von L nach Lgat.
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