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Problem MAP LABELING 1 AT

Problem MAP LABELING 1

Gegeben: Punkte {ps,..., pn} paarweise verschieden in R?
Zu jedem Punkt p; ein achsenparalleles Rechteck R;

Frage: Kénnen diese Rechtecke so horizontal und vertikal
verschoben werden, dass

o alle Rechtecke paarweise disjunkt sind
e ein Eckpunkt von R; gerade p;jistfur1 <i<n

m Es gibt fir jedes Rechteck R; also vier mdgliche Positionen.

a Optimierungsversion:
Maximiere die Anzahl der zuléssig positionierten Rechtecke.



Beispiel ﬂ(".




Beispiel ﬂ(".




Problem MAP LABELING 2 AT

Problem MAP LABELING 2

Gegeben: Punkte {ps,..., pn} paarweise verschieden in R?
Zahl g € R
Frage: Kénnen an den Punkten achsenparallele

abgeschlossene Quadrate mit Seitenlange q
positioniert werden, so dass

e alle Quadrate paarweise disjunkt sind
e p; Eckpunkt genau eines Quadrates ist fir 1 < i <n

a Optimierungsversion:
Maximiere gq.



Fahrplan AT

m Wir beweisen, dass MAP LABELING 2 A/ P-volistandig ist.
m Damit ist MAP LABELING 1 A/ P-vollstandig.

a Fir MAP LABELING 2 - Optimierungsvariante geben wir einen
Approximationsalgorithmus mit relativer Gltegarantie 2 an.

a Wir zeigen: Unter P # NP gibt es keinen
Approximationsalgorithmus fiir MAP LABELING 2 -
Optimierungsvariante mit relativer Glitegarantie kleiner 2.

a FUr einen Spezialfall von MAP LABELING 1 geben wir einen
polynomialen Algorithmus an.

a Wir leiten einen Approximationsalgorithmus fiir MAP LABELING 2
her.



NP-Vollstindigkeit von MAP-LABELING 2 AT

Satz:
Problem MAP LABELING 2 ist N"P-vollstandig.



NP-Vollstindigkeit von MAP-LABELING 2 AT

Satz:
Problem MAP LABELING 2 ist N"P-vollstandig.

Beweis:

m Offensichtlich ist MAP LABELING 2 in N'P.
m Wir zeigen: 3SAT « MAP LABELING 2



Beweisskizze ﬂ(".

m Fir jede Variable x fihre

m Punkt py
m Menge von zusatzlichen Punkten

ein
m Lage so, dass Quadrat an py nur links unten oder rechts unten

m links unten: x falsch
m rechts unten: x wahr
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Beweisskizze
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Variable x, x "falsch”



Beweisskizze ﬂ(".

m Von pyx aus gibt es zu jeder Klausel in der x vorkommt eine ,Leitung“

m Die Punkte einer ,Leitung” liegen so, dass die Lage des Quadrats von
px die Lage aller Quadrate der Leitung festlegt.
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Beweisskizze ﬂ(".

"negierte, wahre” Leitung || "unnegierte, wahre” Leitung
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Beweisskizze Kreuzungen ﬂ(".
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Beweisskizze Knicke ﬂ(".
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Beweisskizze ﬂ(".

m Fir jede Klausel gibt es eine Ansammlung von Punkten, deren
Quadrate von den einkommenden Leitungen abhéngt.



Beweisskizze ﬂ(".

Setzung des Quadrats an py induziert Position der Quadrate der
Leitung.

Position der Quadrate der Leitung induziert Position der Quadrate der
Klauseln.

Quadrat zu px unten links (x falsch) bewirkt ,Druck® auf Variablen in
denen X vorkommt.

Quadrat zu px unten rechts (x wahr) bewirkt ,Druck® auf Variablen in
denen x vorkommt.

Klauseln halten hochstens zwei Einheiten Druck aus.



Beweisskizze IT
Klausel mit zwei ”falschen ” Literalen ™"




Beweisskizze ﬂ(".

Klausel mit zwei "falschen ” Literalen ™
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Nichtapproximierbarkeit von MAP LABELING 2 T

Satz:
Falls P # NP, so gibt es keinen relativen Approximationsalgorithmus
fir MAP LABELING 2 Optimierungsversion mit Gltegarantie R4 < 2.

Beweis:

m Wir zeigen, dass mit A beliebige Instanzen von 3SAT entschieden
werden kénnen, im Widerspruch zu P # NP.

m Konstruiere, wie im letzten Beweis, eine der 3SAT-Instanz /
entsprechende Instanz I’ fur MAP LABELING 2.



Nichtapproximierbarkeit von MAP LABELING 2 T

Satz:
Falls P # NP, so gibt es keinen relativen Approximationsalgorithmus
fir MAP LABELING 2 Optimierungsversion mit Gltegarantie R4 < 2.

Beobachtung:

Es gibt fur /' Losung mit Kantenlange 1
< Es gibt fir I/ Losung mit Kantenlange 2 — e fiir beliebig kleines e
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Satz:
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Nichtapproximierbarkeit von MAP LABELING 2 T

Satz:
Falls P # NP, so gibt es keinen relativen Approximationsalgorithmus
fir MAP LABELING 2 Optimierungsversion mit Gltegarantie R4 < 2.

Beobachtung:

Es gibt fur /' Losung mit Kantenlange 1
< Es gibt fir I/ Losung mit Kantenlange 2 — e fiir beliebig kleines e

Damit gilt fUr beliebig kleines e

o t(l’) > 2 —¢ ,3SAT-Instanz / erfullbar
P <1 . 3SAT-Instanz I nicht erfullbar



Nichtapproximierbarkeit von MAP LABELING 2 T

Satz:
Falls P # NP, so gibt es keinen relativen Approximationsalgorithmus
fir MAP LABELING 2 Optimierungsversion mit Gltegarantie R4 < 2.

Beobachtung:

Es gibt fur /' Losung mit Kantenlange 1
< Es gibt fir I/ Losung mit Kantenlange 2 — e fiir beliebig kleines e

Damit gilt fUr beliebig kleines e

o t(l’) > 2 —¢ ,3SAT-Instanz / erfullbar
P <1 . 3SAT-Instanz I nicht erfullbar

Also

A1) > 1 ,3SAT-Instanz / erflllbar
<1 ,3SAT-Instanz / nicht erfiillbar



Algo A1 fiir Spezialfall von MAP LABELING 1 AT

Spezialfall MAP LABELING 15:
FUr jeden Punkt p sind nur hdchstens zwei der 4 mdglichen Positionen

zulassig.
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Algo A1 fiir Spezialfall von MAP LABELING 1 AT

Idee: Modelliere MAP LABELING 1,-Instanz als 2SAT-Instanz
Eingabe: p4, ..., pn mit je zwei Positionen und Rechtecken ry, ..., n
m Betrachte Punkte p; als boolsche Variablen.

m Benenne die zugelassenen Positionen x; bzw X;.

m Betrachte die Paare von Positionen verschiedener Punkte p; und pj,
die sich Uberlappen. Stelle Klauseln auf:

XinX) = XVX bzw
XiNX) = xVx bzw
Xinx) = xVX bzw
(xi A X)) i AXj) = XiVX

m Uberpriife ob es eine erfiillende Belegung fiir / gibt.
., @ Falls ja, wahle die Positionen entsprechend.
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Beispiel ﬂ(".

7=
" B2
% To I3
7 X3
T T4 7/4
& 7= L4

Xy

(X1 VX1) A (X2 VX2) A (X3 V X3) A (Xs V Xa)

A (X5 V Xs)
(X1 /\Y-]) A (X2 /\Yz) N (Xg /\Yg) A (X4 /\Y4) A (X5 /\Y5)

(X1 Ax2) A (X2 Ax3) A (X1 A Xg) A (Xa A Xs)

15



Beispiel ﬂ(".

7=
" B2
% To I3
7 X3
T T4 7/4
& 7= L4

Xy

(X1 \/71) A (X2 \/Yg) A (Xg \/73) N (X4 \/Y4) A (X5 \/Y5)
(Y1 \/X1)/\(72\/X2)/\(Yg\/Xg)/\(74\/X4)/\
(Y1 \/Yz) V (XQ \/73) N (X1 \/Y4) VAN (X4 \/75)

15

(X5 V x5)



Beispiel ﬂ(".
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Xy

(X1 \/71) A (X2 \/Yg) A (Xg \/73) N (X4 \/Y4) A (X5 \/Y5)
(Y1 \/X1)/\(72\/X2)/\(Yg\/Xg)/\(74\/X4)/\
(Y1 \/Yz) V (XQ \/73) N (X1 \/Y4) VAN (X4 \/75)

15

(X5 V x5)



Lemma ﬂ(“.

Gegeben
m Menge P={py,..., pn} von Punkten

m Quadrat Q fester GroBe

m Zu jedem p; héchstens zwei achsenparallele Positionen fiir Q an
denen ein Eckpunkt gerade p; ist.

Falls fur eine dieser Positionen gilt:
m Das entsprechende Quadrat wird von mehr als 24 Quadraten an
anderen Positionen geschnitten,

so existiert keine Lésung fir die gegebene Instanz von MAP
LABELING 1.



Beweis: ﬂ(".

m Sei Q ein achsenparalleles Quadrat

a O.B.d.A habe Q Einheitsgr6Be und Koordinaten (0, 0) der linken
unteren Ecke

m Jedes achsenparallele Quadrat gleicher GréBe, dass Q schneidet,
muss in [—1,2] x [—1, 2] liegen

m Deren andere Positionen missen im Quadrat [—2, 3] x [—2, 3] liegen.

@ Dieses Quadrat hat GroBe 25.

(3.3)




Approximationsalgo fiir MAP LABELING 2 AT

Idee:

m Starte mit unendlich kleinen, gleichgroBen Quadraten an allen 4
Positionen fir jeden Punkt

m lterativ vergréBere diese gleichzeitig

m Wenn Quadrate aneinanderstoBen entferne diese so, dass eine
zuléssige Lésung erhalten bleibt



Approximationsalgo fiir MAP LABELING 2 AT

Idee:

m Starte mit unendlich kleinen, gleichgroBen Quadraten an allen 4
Positionen fir jeden Punkt

m lterativ vergréBere diese gleichzeitig

m Wenn Quadrate aneinanderstoBen entferne diese so, dass eine
zuléssige Lésung erhalten bleibt

Plan:
m Ldsche Positionen so, dass nur zwei Positionen pro Punkt bleiben

m Diese kénnen mit Algorithmus A1 festgelegt werden



Benennung ﬂ(“.

Flr Punkt p sei p; eine achsenparallele Posistion eines Quadrates mit
Eckpunkt p, wobei

m p' bedeutet p rechts unten

m p? bedeutet p links unten

m p° bedeutet p rechts oben

m p* bedeutet p links oben

Zu Zahl q bezeichne gp’ entsprechendes Quadrat mit Seitenlange q.
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Benennung - 2 ﬂ(“.

Fir Menge P von Punkten, p € P und Zahl g, heiBt Position p'
m g-erledigt, falls (2g)p’ einen anderen Punkt aus P enthalt.
m g-unerledigt, falls

a p' nicht g-erledigt und .
m gp' hat einen nichtleeren Schnitt mit einem gr/,
wobei I/ eine andere nicht g-erledigte Position ist (r € P).

m g-aktiv, falls p’ weder g-erledigt, noch g-unerledigt ist.

p! p? q J pt ist g-aktiv
_ p? ist g-erledigt

4 p* ist g-unerledigt
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Anmerkung ﬂ(“.

A2 ist so entworfen, dass folgende Invarianten gelten:
m Invariante 1: Nur g-erledigte Quadrate sind nach Zeitpunkt g entfernt.

m Invariante 2: Es kann zu jedem Zeitpunkt g in polynomieller Zeit eine
Lésung mit Quadraten mit Seitenlange g konstruiert werden.
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Vorbemerkung A“(IT

a Im folgenden Algorithmus A2 wird fir Schritt 2.2 vorausgesetzt, dass
zu jedem aktuellen g héchstens zwei p' pro p € P unerledigt sind.

a Wir werden spéter beweisen, dass diese Annahme zulassig ist.
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Der Algorithmus ﬂ(".

Eingabe: P := {py,..., pn}

@ Starte mit Seitenldnge g = 0 und allen 4 Positionen p’ fiir jedes
peP.

@ Fir wachsendes q flhre aus
@ Entferne alle g-erledigten Positionen.

@ Fur die Menge der Punkte P’ C P, die keine g-aktive Position mehr haben
fihre Algo A1 mit den g-unerledigten Positionen aus.

@ Stoppe, falls ein Punkt keine (g-unerledigte oder g-aktive Position mehr
hat, oder falls A1 in Schritt 2.2 Antwort ,nein“ gibt.

© Verkleinere den Stop-Wert g um einen beliebig kleineren Wert auf gs.

© Konstruiere eine Lésung mit Seitenlange qs indem
@ fUr jeden Punkt, der noch gg aktive Positionen hat eine von diesen
ausgewahlt wird.
@ fur die restlichen Punkte die Ldsung von A1 genommen wird.
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Bemerkung ﬂ(".

m Es kann sein, dass A2 niemals stoppt, wenn |P| < 4 und alle Punkte
auf dem Rand der konvexen Hille von P liegen.

m Dies kann leicht vor der Ausfiihrung von A2 erkannt werden.
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Bemerkung

m Es kann sein, dass A2 niemals stoppt, wenn |P| < 4 und alle Punkte

auf dem Rand der konvexen Hille von P liegen.
m Dies kann leicht vor der Ausfiihrung von A2 erkannt werden.
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Bemerkung ﬂ(".

m Es kann sein, dass A2 niemals stoppt, wenn |P| < 4 und alle Punkte
auf dem Rand der konvexen Hille von P liegen.

m Dies kann leicht vor der Ausfiihrung von A2 erkannt werden.
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Bemerkung ﬂ(“.
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m Es kann sein, dass A2 niemals stoppt, wenn |P| < 4 und alle Punkte
auf dem Rand der konvexen Hille von P liegen.

m Dies kann leicht vor der Ausfiihrung von A2 erkannt werden.
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Invariante 2 ﬂ(".

Invariante 2
Es kann zu jedem Zeitpunkt g in polynomieller Zeit eine Lésung mit
Quadraten mit Seitenlange g konstruiert werden.
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Invariante 2 ﬂ(".

Invariante 2
Es kann zu jedem Zeitpunkt g in polynomieller Zeit eine Lésung mit
Quadraten mit Seitenlange g konstruiert werden.

m Ein Quadrat an einer g-aktiven schneidet kein anderes Quadrat mit
Seitenlange q.

m D.h. fUr alle Punkte mit g-aktiven Positionen kann eine Lésung leicht
angegeben werden.

m Fir alle anderen Punkte gibt es nach Abbruchbedingung aus 2.3.
jeweils mindestens eine g-unerledigte Position.
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Lemma ﬂ(“.

Zu jedem Zeitpunkt g des Algorithmus A2 gibt es fir jeden Punkt
hdchstens zwei g-unerledigte Positionen.
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Lemma ﬂ(".

Zu jedem Zeitpunkt g des Algorithmus A2 gibt es fir jeden Punkt
héchstens zwei g-unerledigte Positionen.

Beweis:
m Angenommen zu p sei p' g-unerledigt.

m Dann existiert ein Punkt r und Position / mit gp' und gr/ haben
nichtleeren Schnitt

m Nach Definition: p' und r/ nicht g-erledigt
Also enthalten 2gp’ und 2qr/ keinen anderen Punkt.

m Dann liegt aber r in p® oder p?.
1 p
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Lemma ﬂ(“.

Zu jedem Zeitpunkt g des Algorithmus A2 gibt es fir jeden Punkt
hdchstens zwei g-unerledigte Positionen.

m Beachte, dass r'! ebenfalls g-unerledigt sein muss.
m Die Falle p?, p3, p* sind analog.
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Lemma ﬂ(".

Zu jedem Zeitpunkt g des Algorithmus A2 gibt es fir jeden Punkt
héchstens zwei g-unerledigte Positionen.

m Angenommen es gabe nun drei Positionen zu p, 0.B.d.A p', p?, p°,
die g-unerledigt sind.

m Dann miissen deren g-unerledigte Partner in Quadraten zu
g-unerledigten Positionen von p liegen.

m Dies ist héchstens fiir die Partner zu p? und p® méglich.
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Satz

Satz:
Algorithmus A2 hat relative Gltegarantie 2.
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Satz ﬂ(".

Satz:
Algorithmus A2 hat relative Gltegarantie 2.

m Betrachte optimale Lésung mit Quadraten der Seitenlange OPT.

m Durch schrumpfen der Seitenlange kann eine Lésung der Seitenlange
OPT /2 konstruiert werden.

a Keine der darin enthaltenen Positionen wird g-erledigt, solange
g < OPT/2.

m Invariante 1: A2 entfernt keine Position, die flr eine Lésung der GréBe
OPT /2 benétigt wird.
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Laufzeitanalyse ﬂ(".

m Diskretisiere das Anwachsen von gq.

m Es sind nur Werte relevant, an denen sich flir eine Position der
Zustand andert.
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Laufzeitanalyse ﬂ(".

Diskretisiere das Anwachsen von g.

Es sind nur Werte relevant, an denen sich flir eine Position der
Zustand andert.

Position wird g-erledigt.

Eine Position kann nur einmal g-erledigt werden.

Fir jede Position hangt das entsprechende g nur von der Lage der
anderen Punkte ab.

Es gibt maximal 4n Werte von q, an denen eine der Positionen
g-erledigt wird.

Diese kénnen mit 4 sogenannten Plane-Sweeps in O(nlog n)
berechnet werden.
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Laufzeitanalyse ﬂ(".

m Diskretisiere das Anwachsen von gq.

m Es sind nur Werte relevant, an denen sich flir eine Position der
Zustand andert.

Position wird g-unerledigt.
m Situation komplizierter
m Frage firr p' und g: ,
Wieviele andere g-unerledigte Quadrate gibt es, die gp’ Uberlappen.
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Lemma ﬂ(".

Sei P eine Punktmenge und Q ein Quadrat mit Seitenlédnge q.

Falls 3 mehr als acht verschiedene Punkte p € P mit Positionen p',
m die g-unerledigt sind

m fir die g’ Quadrat g scheidet
so existiert keine Lésung der GréBe g zu P fur MAPLABELING 2.
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Lemma ﬂ(".

Sei P eine Punktmenge und Q ein Quadrat mit Seitenlédnge q.

Falls 3 mehr als acht verschiedene Punkte p € P mit Positionen p',
m die g-unerledigt sind

m fir die g’ Quadrat g scheidet

so existiert keine Lésung der GréBe g zu P fur MAPLABELING 2.

Beweis:
a O.B.d.Asei

m Position von Q an p € P genau p?
u Koordinate von p sei (0, 0).
m Dann muss eine g-unerledigte Position, die Q schneidet,

m Eckpunkt rin gp' oder gp* haben
m vom Typ r! oder r* sein.



Lemma ﬂ(".

Sei P eine Punktmenge und Q ein Quadrat mit Seitenléange g. '
Falls 3 mehr als acht verschiedene Punkte p € P mit Positionen p',
m die g-unerledigt sind

m fir die g’ Quadrat g scheidet

so existiert keine Lésung der GréBe g zu P fur MAPLABELING 2.

m Die Quadrate r', r?, r3, r* in gp* liegen in dem 3q x 3g Quadrat, das
von (—1,—2) und (2, 1) aufgespannt wird.

® Analog liegen die 4 Quadrate zu einem solchen Punkt r in gp' in dem
39 x 3q Quadrat zwischen (—2, —1) und (1, 2).

29




Lemma ﬂ(".

Sei P eine Punktmenge und Q ein Quadrat mit Seitenléange g. '
Falls 3 mehr als acht verschiedene Punkte p € P mit Positionen p',
m die g-unerledigt sind

m fir die g’ Quadrat g scheidet

so existiert keine Lésung der GréBe g zu P fur MAPLABELING 2.

m In ein solches Quadrat passen jeweils hdchstens 4 weitere
abgeschlossene Quadrate der Seitenlange g.

m Es kdnnen also héchstes 4 Punkte aus P in gp' und 4 Punkte aus P
in go* liegen, damit eine Lésung méglich ist.

29
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Folgerung ﬂ(".

m Fdr beliebies p € P und g gibt es zu Position p’ héchstens 8 Punkte,
die g’-unerledigter Partner zu g’'p’ mit ¢’ < g sein kénnen.

m Dazu brauchen nur die jeweils 4 nachstgelegenen Punkte in den
Positionen p' berechnet werden.

m Dies istin Zeit O(nlog n) fur alle p € P méglich.
Beachte: _
® Zu p' kann ein r/ existieren, das

® g-unerledigter Partner von gp' ist, aber
m g-erledigtist fir ¢’ > q
m damit ¢’p' wieder ¢’-aktiv ist.

m Trotzdem sind insgesamt nur 8 Punkte relevant.
m Diese kdnnen wieder in O(nlog n) berechnet werden.
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Implementation von Anwachsen von q ﬂ(“'

Die g-Werte, fur die irgendeine Position eventuell ihren Status wechselt,
werden

® vorabberechnet,
m sortiert,
® geméaB ihrer Sortierung durchlaufen.
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Laufzeit

m Es werden O(n) g-Werte durchlaufen.
m Also wird O(n) mal Algorithmus A1 aufgerufen.
m Dies flihrt zu einer Laufzeit in O(n?).
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Laufzeit ﬂ(".

m Es ist moglich Algo A2 mit Laufzeit in O(nlog n) zu implementieren
a Dazu rufe A1 nur O(log n) mal auf:
m Fuhre A2 vorab ohne Aufruf von A1 aus
m Stoppe mit Wert g wenn ein Punkt nur noch g-erledigte Positionen hat
m Mit Binarer Suche auf den g-Werten wird ermittelt, wann A2 gestoppt hétte.

m Es kann gezeigt werden, dass MAPLABELING 2 in ©(nlog n) liegt.



