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Thema dieses Kapitels

m Grammatiken sind Regelsysteme, mit denen sich die Wérter einer
vorgegebenen Sprache erzeugen lassen



Beispiel 1 A“(IT

Die Sprache aller Graphen G = (V, E), die eine Clique der GroBe %

enthalten, Iasst sich aufbauen durch:

@ Wahl der Zahl n fir | V|
V|

Q Wahl einer Teilmenge der GréBe 5
© Zugabe aller Kanten zwischen Knoten aus dieser Teilmenge

© Zugabe weiterer Kanten

Dieses Regelsystem ist an drei Stellen nichtdeterministisch: 1, 2 und 4.



Beispiel 2 - Arithmetische Ausdriicke ﬂ("‘

m a, a-+ aund a- asind arithmetische Ausdriicke
(a Symbol aus Alphabet).

a falls A1 und A, arithmetische Ausdriicke sind, so sind auch
(A1) + (A2) und (A1) - (A2) arithmetische Ausdriicke.

Die Klammern sind teilweise Uberflissig.



Grammatiken ﬂ(".

Eine Grammatik G = (%, V, S, R) besteht aus vier Komponenten:

a Endliches Alphabet X (auch Terminalalphabet genannt);

m Endliche Menge V mit VN X = @ von Variablen (Nichtterminale)
m Startsymbol S € V;

m Endliche Menge von Ableitungsregeln R (Produktionen).

Dabei ist eine Ableitungsregel ein Paar (¢, r), wobei

mle(Vux)t
mre(Vun).

Wir schreiben oft auch ¢ — r.



Bemerkungen

Bedeutung

a Wenn in einem Wort z das Wort ¢ Teilwort von z ist, so darf ¢ durch r
in z ersetzt werden.

Notation
a Wir schreiben w — z, wenn w durch Anwendung einer
Ableitungsregel in z verwandelt wird

m Wir schreiben w =5 z, wenn w durch eine Anwendung von mehreren
Ableitungsregeln in z verwandelt wird.

Erzeugte Sprache
m Die von einer Grammatik G erzeugte Sprache L(G) ist die Menge
aller Worter z € X%, fur die S = z gilt.



Beispiel ﬂ(".

Grammatik fOr die Menge aller arithmetischen Ausdriicke Uber a.

= {()a+-}

v = {S}

R : S—=(8+(S
S—(S5)-(S)
S—a
S—a+a

S—a-a



Die Chomsky Hierarchie ﬂ(“.

a Typ-0: Grammatiken ohne weitere Einschrankungen.

u Typ-1/kontextsensitiv: Grammatiken, ausschlieBlich mit
Ableitungsregeln der Form

e u—v mitue VFH ve (VUR)\{S}H™ und|u| < |v|, oder
e S—e¢

m Typ-2/kontextfrei: Grammatiken, ausschlieBlich mit Ableitungsregeln
der Form
A—v mtAe Vundve (VUx)®

m Typ-3/rechtslinear: Grammatiken, ausschlieBlich mit
Ableitungsregeln der Form

A—v mitAe Vundv=coderv=aBmitaeX, Be V



Die Chomsky Hierarchie ﬂ("'

a Typ-1/kontextsensitiv: Grammatiken, ausschlieBlich mit
Ableitungsregeln der Form

e u—v mitue VHve (VUR)\{S}H™ und |u| < |v|, oder
e S—e¢

Bemerkung: Bei kontextsensitiven Grammatiken kann die Ableitung
ABC — AXYC

erlaubt, aber
DBC — DXYC

verboten sein.



Chomsky-0 Grammatiken und AT
Semientscheidbarkeit

m Typ-0: Grammatiken ohne weitere Einschrankungen.

Satz:
Falls L rekursiv aufzdhlbar (semi-entscheidbar) ist, so gibt es eine
Chomsky—0—-Grammatik mit L(G) = L.



Chomsky-0 Grammatiken und AT
Semientscheidbarkeit

Satz:

Falls L rekursiv aufzahlbar (semi-entscheidbar) ist, so gibt es eine
Chomsky—0—-Grammatik mit L(G) = L.

Beweis:

@ [ rekursiv aufzahlbar = 3 DTM M, die L akzeptiert.

m 0O.B.d.A. habe M genau einen akzeptierenden Endzustand g,
m O.B.d.A stehen auf dem Band nur Blanks wenn g erreicht wird
® gp komme nur in der Anfangskonfiguration vor

Wir konstruieren eine Grammatik G = (£, V=TU QU {S}, S, R), die
die Berechnung von M = (Q, %, T, s, 6, F) rlickwarts durchlauft.



Beweis - Beschreibung der Grammatik G AT

a Riickwiértsrechnung
Falls 6(g,a) = (4, @, R), dann enthalt G die Ableitungsregel

aq — qa
Falls 6(q,a) = (¢, &, L), dann enthalt G die Ableitungsregel
gbad — bga firallebeT
Falls 6(q,a) = (¢', &, N), dann enthalt G die Ableitungsregel

qgd — qga



Beweis - Beschreibung der Grammatik G AT

ma G=(X,V.SRmitX=Tund V= {qy}
u Erzeugung der akzeptierenden Schlusskonfiguration

S—qy q,—Uq, qy— qU

a Rickwértsrechnung
Falls 6(g,a) = (4, @, R), dann enthalt G die Ableitungsregel

aq — ga
Falls 6(q,a) = (¢, &, L), dann enthalt G die Ableitungsregel
qgbd — bga firallebeT
Falls 6(q,a) = (¢', &, N), dann enthalt G die Ableitungsregel

qgd — qga



Beweis - Beschreibung der Grammatik G AT

a Riickwiértsrechnung
Falls 6(g,a) = (4, @, R), dann enthalt G die Ableitungsregel

aq — qa
Falls 6(q,a) = (¢, &, L), dann enthalt G die Ableitungsregel
gbad — bga firallebeT
Falls 6(q,a) = (¢', &, N), dann enthalt G die Ableitungsregel
qgd — qga

m Schlussregeln
Transformiere LILI ... LI gowy ... woULI... L0 ZU Wy ... W,

Ugo — Qo. Qoa— aqe, QU — Qo Qqo—¢



Beweis - Zusammenfassung ﬂ("'

m Alle Worter w € L kbnnen durch G erzeugt werden, indem die
Berechnung von M rlckwarts durchlaufen wird.

@ Umgekehrt kann G nur Berechnungen von M riickwérts erzeugen.

m Daherist L(G) = L.



Chomsky-0 Grammatiken und AT
Semientscheidbarkeit

m Typ-0: Grammatiken ohne weitere Einschrankungen.

Satz:
Die von Typ—0-Grammatiken G erzeugten Sprachen sind rekursiv auf-
zahlbar.



Chomsky-0 Grammatiken und AT
Semientscheidbarkeit

Satz:
Die von Typ—0-Grammatiken G erzeugten Sprachen sind rekursiv auf-
zahlbar.

Beweis: Wir konstruieren zun&chst eine NTM M, die L(G) akzeptiert:

@ Schreibe S auf das Band

@ Wabhle eine beliebige anwendbare Ableitungsregel aus
@ Vergleiche das erzeugte Wort mit der Eingabe w

@ Bei Gleichheit wird w akzeptiert

@ Ansonsten springe zu Punkt 2

Falls w € L(G), so gibt es eine akzeptierende Berechnung.



Chomsky-0 Grammatiken und AT
Semientscheidbarkeit

Satz:
Die von Typ—0-Grammatiken G erzeugten Sprachen sind rekursiv auf-
zahlbar.

Beweis:

GemaB Ubungsaufgabe 2, Blatt 4, kann aus der NTM eine DTM
konstruiert werden, die dasselbe leistet.



Zwischenfazit ﬂ(“.

Die Klasse der rekursiv aufzahlbaren Sprachen ist genau

m die Klasse der von DTMs akzeptierten Sprachen

m die Klasse der von NTMs akzeptierten Sprachen

m die Klasse der von Typ—0—-Grammatiken erzeugten Sprachen

Bemerkung

m Das Wortproblem fir Typ—O0—Grammatiken ist unentscheidbar.

m Als Grundlage fur Programmiersprachen sind die
Typ—0—Grammatiken also sicherlich zu allgemein.



Chomsky—-3—-Grammatiken und regulére ﬂ(“.
Sprachen

m Typ-3/rechtslinear: Grammatiken, ausschlieBlich mit
Ableitungsregeln der Form

A—v mitAec Vundv =coderv=aBmitac X, Be V

Satz:
Die Klasse der von endlichen Automaten akzeptierten Sprachen ist
genau die Klasse der von Chomsky—3—-Grammatiken erzeugten Spra-
chen.



Beweis ﬂ(".

= Zu einem DEA A; = (Q, %, 4, qo, F), gibt es eine Typ-3 Grammatik
G, die L(A;) erzeugt.



Beweis ﬂ(".

= Zu einem DEA A; = (Q, %, 4, qo, F), gibt es eine Typ-3 Grammatik
G, die L(A;) erzeugt.

G, sei definiert durch:
mV=Q
n S:= Qo
® R enthalt die Regel

mg—cefiralleqge F
m g—aq, fallsé(g.a) =4



Beweis ﬂ(".

= Zu einem DEA A; = (Q, %, 4, qo, F), gibt es eine Typ-3 Grammatik
G, die L(A;) erzeugt.

G, sei definiert durch:
mV=Q
n S:= Qo
® R enthalt die Regel

mg—cefiralleqge F
m g—aq, fallsé(g.a) =4

FOr w = wy ... w, durchlaufe A; die Zustande qq, . . ., gn € Qmitgy € F.
Dann gilt:

Qo =& W1qQ1 — WiWo(Qo — ... > WQn — W



Beweis ﬂ(".

= Zu einem DEA A; = (Q, %, 4, qo, F), gibt es eine Typ-3 Grammatik
G, die L(A;) erzeugt.

G, sei definiert durch:
mV=Q
n S:= Qo
® R enthalt die Regel

mg—cefiralleqge F
m g—aq, fallsé(g.a) =4

AuBerdem gibt es fir alle Ableitungen von G; eine entsprechende
akzeptierende Berechnung des endlichen Automatens A, .



Beweis

< Zu einer Typ-3 Grammatik G; gibt es einen NEA
A= (Q.%,0,q0, F), der L(G,) akzeptiert.



Beweis

< Zu einer Typ-3 Grammatik G; gibt es einen NEA
A= (Q.%,0,q0, F), der L(G,) akzeptiert.

a Q:=V;

m q:=S;

a F={AcV|(A—¢ eR}

m )(Aa):={B|(A— aB) e R}.



Beweis ﬂ(".

< Zu einer Typ-3 Grammatik G; gibt es einen NEA
A= (Q.%,0,q0, F), der L(G,) akzeptiert.

a Q:=V;

| g :=S;

a F={AcV|(A—¢ eR}

m )(Aa):={B|(A— aB) e R}.

Fir w = wy ... wp € L hat die Ableitung von w mittels G; das Aussehen:
S— W1A1 — W1W2A2 = ... WA W

A; kann bei Eingabe w = w; ... w, folgende Abarbeitung durchlaufen:

w- w; w: Wp_1 w,
S—H A B A — ... A - A,

wobei A, € F, also w akzeptiert wird.

16



Beweis ﬂ(".

< Zu einer Typ-3 Grammatik G; gibt es einen NEA
A= (Q.%,0,q0, F), der L(G,) akzeptiert.

a Q:=V;

m q:=S;

a F={AcV|(A—¢ eR}

m )(Aa):={B|(A— aB) e R}.

AuBerdem gibt es fir alle akzeptierenden Berechnungen von A; eine
entsprechende Ableitung in G;.



Bemerkung

m Wir wissen, dass die Sprache der korrekten Klammerausdriicke nicht
regular ist.

m Typ-3—Grammatiken sind also zu einschrdnkend, um syntaktisch
korrekte Programme zu beschreiben.

Fazit: Programmiersprachen sollten echt zwischen Typ—0 und Typ—3
angesiedelt sein.



Chomsky-1-Grammatiken bzw. AT
kontextsensitive Sprachen

Annahme:

m Die Eingabe einer Turingmaschine steht auf einem separaten
Read-Only-Band.

m Der Speicherbedarf einer Turingmaschine wird nur anhand des
Arbeitsbandes gemessen.

u DTAPE(s(n)) ist die Klasse der Sprachen L, fir die es eine DTM
mit Platzbedarf s(n) (bei Eingabelange n) gibt, die L akzeptiert.

a NTAPE(s(n)) ist die Klasse der Sprachen L, fir die es eine NTM
mit Platzbedarf s(n) (bei Eingabelange n) gibt, die L akzeptiert.



Chomsky—1—-Grammatiken bzw. AT
kontextsensitive Sprachen

m DTAPE(s(n)) ist die Klasse der Sprachen L, flr die es eine DTM
mit Platzbedarf s(n) (bei Eingabelange n) gibt, die L akzeptiert.

a NTAPE(s(n)) ist die Klasse der Sprachen L, fir die es eine NTM
mit Platzbedarf s(n) (bei Eingabelange n) gibt, die L akzeptiert.

Offensichtlich gilt

DTAPE(s(n)) C NTAPE(s(n))

AuBerdem gilt
NTAPE(n) = NTAPE(f(n))

fur alle f(n) € 6(n).



Satz ﬂ(".

Satz:
Die Klasse der von Chomsky—1—-Grammatiken erzeugten Sprachen
stimmt mit der Klasse N'T APE(n) berein.

Ohne Beweis.
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Bemerkung

Es ist offen, ob NTAPE(n) = DTAPE(n) ist.
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Wiederholung: Das Problem CLIQUE AT

Eine Clique in einem Graphen G = (V, E) ist eine Menge V' C V so,
dassfurallei,je V' i#j, git: {i.j} € E.

Problem CLIQUE

Gegeben: Graph G = (V, E) und ein Parameter K < |V/|
Frage: Gibt es in G eine Clique der GréBe mindestens K?
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Satz ﬂ(".

Satz:
Das Cliquen-Problem gehért zu DT APE(n).

m GegebenseiG= (V,E)mitV={1,..., nfund1 <K< n.
m Benutze n-Vektor ¢ € {0, 1} mit der Bedeutung fir eine Menge C

c=1 = iecC

m Teste fUr jeden Vektor ¢ € {0,1}", ob die zugehd&rige Menge C C V
eine Clique der GroBe K in G ist:

a %éhle die Einsen in c.
m Uberpriife fir jedes Paar ¢;, ¢;mit¢; = ¢; = 10b {i,j} € E.
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Satz ﬂ(“.

Satz:
Das Cliquen-Problem gehért zu DT APE(n).

Alle Vektoren ¢ € {0, 1}" kdnnen nacheinander, beginnend mit
(0,0,..., 0), durchgetestet werden, wobei:

m nach einem positiven Test (G, K) akzeptiert wird;

m nach einem negativen Test der Vektor durch seinen lexikalischen
Nachfolger tGberschrieben wird.

Dazu wird insgesamt nur linearer Speicherplatz benétigt.
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Bemerkung 1 AT

Falls P # NP, kann das Wortproblem fiir kontextsensitive Grammatiken
im allgemeinen nicht in polynomialer Zeit entschieden werden.
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Bemerkung 2 ﬂ(".

Fir jede Chomsky—1-Grammatik gibt es eine aquivalente
Chomsky—1—-Grammatik, bei der alle Regeln folgende Form haben:

m A->C

A— CD

AB — CD

A—a

S—e¢

wobei jeweils A, B¢ V,C,De V\{S}undacX.
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Notation

Statt Regeln

schreiben wir abkiirzend

S—aundS—p

S—ual|p
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Typ-2 / Kontextfreie Grammatiken

Grammatiken, ausschlieBlich mit Ableitungsregeln der Form

A—=v mitAe Vundve (VUZ)”
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Typ—-2 Grammatiken: Beispiel 1

Die Sprache
L={0""|n>1}
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Typ—-2 Grammatiken: Beispiel 1
Die Sprache
L={0""|n>1}
wird erzeugt durch die Grammatik
v = {§}

> = {01}
R = {S—01|081}.
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Typ—-2 Grammatiken: Beispiel 2 ﬂ(“'

Sei L= {w e {0,1}* | w = wR} die Sprache der Palindrome ber

{0,1}.

Es gilt:
@ 0,1, ¢ sind Palindrome
Q falls w Palindrom, so auch Ow0 und 1w1

Q alle Palindrome lassen sich durch endliche viele Anwendungen von
(1.) und (2.) erzeugen



28

Typ—-2 Grammatiken: Beispiel 2 ﬂ(“'

Sei L= {w e {0,1}* | w = wR} die Sprache der Palindrome ber

{0,1}.

Es gilt:
@ 0,1, ¢ sind Palindrome

Q falls w Palindrom, so auch Ow0 und 1w1

Q alle Palindrome lassen sich durch endliche viele Anwendungen von
(1.) und (2.) erzeugen

Zugehdorige kontextfreie Grammatik:

v = {s}

> = {01}

R = {S—e|0]t,
S— 080|151}
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Typ-2 Grammatiken: Beispiel 3 AT

Sei L die Sprache aller w € {0,1} ™ bei denen die Anzahl der Nullen
gleich der Anzahl der Einsen ist.
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Typ-2 Grammatiken: Beispiel 3 AT

Sei L die Sprache aller w € {0,1} ™ bei denen die Anzahl der Nullen
gleich der Anzahl der Einsen ist.

Setze
Vv = {SAB}
¥ = {01}
R = {S—0B|1A

A— 0|0S|14A,
B—1]1S|0BB}

Durch Induktion Gber die Lange der durch G erzeugten Wérter 1asst sich
beweisen, dass L = L(G).
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Syntaxbaume

Syntaxbaume visualisieren die Ableitung eines einzelnen Wortes.

m An der Wurzel eines Syntaxbaumes steht das Startsymbol.
m Jeder innere Knoten enthélt eine Variable.

m Die Blatter sind Symbole aus X oder «.
a

Wenn ein innerer Knoten A als Nachfolger von links nach rechts
aq, ..., &y € VUZ hat, so muss A — a4 ...a, eine Ableitungsregel
der Grammatik sein.
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Syntaxbdume - Beispiel ﬂ(“‘
Zu den Regeln

R={S—0B|1AA—0|0S|1AA B— 1]|1S|0BB}
betrachte die Ableitung

S—1A—- 11AA— 11A0 — 110580 — 1100B0 — 110010
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Syntaxbaume - Beispiel ﬂ("'

m Zu jeder Ableitung gehdrt genau ein Syntaxbaum

m Zu jedem Syntaxbaum gehdren jedoch verschiedene Ableitungen des
gleichen Wortes.
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Syntaxbaume - Beispiel ﬂ("'

R={S—0B|1AA—0|0S|1AA, B— 1]|1S5|0BB}
S—1A— 11AA— 110SA — 1100BA — 11001A — 110010
S—+1A—- 11AA— 11A0 — 11050 — 1100B0 — 110010
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Links/Rechtsableitung, Eindeutigkeit AT

Far Chomsky-2 Grammatiken gilt:

m Wegen der Kontextfreiheit ist die Reihenfolge, in der abgeleitet wird,
fir das Ergebnis unerheblich.

Eine Linksableitung (Rechtsableitung) ist eine Ableitung, bei der in
jedem Schritt die linkeste (rechteste) Variable abgeleitet wird.

Eine kontextfreie Grammatik G heiBt eindeutig, wenn es fir jedes
Wort w € L(G) genau einen Syntaxbaum gibt.

Eine kontextfreie Sprache L heiBt eindeutig, wenn es eine eindeutige
Grammatik G mit L(G) = L gibt. Ansonsten heiBt L inhdrent mehr-
deutig.
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Beispiel
Die Sprache

L={0""|n>1}
erzeugt durch die Grammatik

vV = {S}
v = {01}

R = {S—01]|051}.

ist eindeutig.
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Die Sprache gegeben durch die Regeln
R={S—0B|1AA—0|0S|1AA, B— 1]|1S|0BB}
ist nicht eindeutig.
(a) (s)
O
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Chomsky-Normalform ﬂ(".

Eine kontextfreie Grammatik ist in Chomsky—Normalform, wenn alle
Regeln von der Form:

A— BC oder A— a

sind, mit A, B, C € Vund a € X.
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A— BC oder A— a

@ Grammatiken in Chomsky—Normalform kénnen also nicht das Wort ¢
erzeugen.

m Fir kontextfreie Sprachen, die ¢ enthalten, 148t sich eine Grammatik
leicht ergdnzen durch die Regeln

S > und S-S

wobei S’ ein neues Startsymbol zur Erzeugung von ¢ ist.



Satz:

Jede kontextfreie Grammatik, die nicht das leere Wort erzeugt, kann
in eine Grammatik in Chomsky—Normalform Uberfuhrt werden.

Beweis (konstruktiv):

m Wir geben eine Schritt—fiir-Schritt—Uberfiihrung der Regeln in Regeln
in Normalform an.

m GroBbuchstaben représentieren immer Nichtterminale
m Kleinbuchstaben reprasentieren immer Terminale

37
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Wir veranschaulichen den Beweis an folgendem Beispiel:

Grammatik G = (X, V, S, R) mit

Y = {ab}
vV = {ABCDES}

und der folgenden Regelmenge R:

»
1

A| aAa | bBb| ¢
Cla

b

CDE | ¢
A|B|ab

B

moow»
L 4Ll
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Schritt 1: AT

Ziel:

m Alle Regeln enthalten auf der rechten Seite nur Symbole aus V oder
nur ein Symbol aus X.

Vorgehen:

m Ersetze dazu in allen rechten Seiten von Regeln Symbole aus a € &
durch neue Variablen Y3 und fige die Regeln Y; — a hinzu.
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Schritt 1

moOmb>XW"

L4l

Al aAa|bBb| ¢
C|a

b

CDE | ¢
A|B|ab

B

N A U A

A| Y2AYa | YoBY, | €
C|a

b

CDE | ¢

A|B| YaYs

B

a

b



Schritt 2 AT

Ziel:
m Alle rechten Seiten haben Lange < 2.

Vorgehen:
m SeiA— By...Bn Regelmitm> 2.
m Fihre m— 2 neue Variablen Cy, ..., Cp_» ein, und ersetze die Regel
A— By...Bn
durch neue Regeln
A — B1 C1

C,' — B/+1C,'+1 fir1 <i<m-3
Cm72 — Bm71Bm

4



Schritt 2

moTOmL>™»Xn

Ya

42

A

14

A| YaAYa | YpBYy | €
Cla

b

CDE | ¢

A|B| YaYs

B

Ya

mGooO >0

R O A

A‘ YaC1 ’ chz ‘ €
Cla

b

CC3 | €

Al B| YaYs
B

AYz

BY,

DE

a

b
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Schritt 3: AT

Ziel:
m Es kommen keine Regeln A — ¢ vor.

Vorgehen, Phase 1:
Finde die Menge V' aller Variablen A fiir die A = ¢ existiert:

m Es werden erst alle Amit A— ¢in V' aufgenommen.

m Dann wird geprift, ob neue Regeln B — ¢ entstehen, wenn man A in
allen Regeln auf der rechten Seite A durch ¢ ersetzt.

m Ist dies der Fall, so werden die entsprechenden Variablen Bin V'
aufgenommen und genauso behandelt.

m Das Verfahren hért auf, wenn V' sich nicht mehr &ndert
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Schritt 3: AT

Ziel:
m Es kommen keine Regeln A — ¢ vor.

Vorgehen, Phase 1:
Finde die Menge V' aller Variablen A fiir die A = ¢ existiert:

m Bemerkung: In Phase 1 werden noch keine Regeln geandert

m Die Ersetzung ist also nur testweise”

m Am Ende enthalt V' alle Variablen A mit A = ¢.
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Schritt 3:

Ziel:
m Es kommen keine Regeln A — ¢ vor.

Vorgehen, Phase 2: Ersetzung.
m Gegeben V' aus Phase 1

m Streiche alle Regeln A — ¢

m Fir A — BC fuge die zusétzliche Regel

m A~ BfallsCce V
m A— Cfalls Be V'

ein.

m (Die Regel A — BC wird nicht gestrichen).



a4

Initialisierung
VI={A|A—¢} ={S C}
Erster Durchlauf liefert: A
=V ={AC S}

Zweiter Durchlauf liefert: D
=V ={A C D, S}

Dritter Durchlauf liefert nichts
neues

mGoOoO > W

N A

A|YaCi | YpCo | e
Cla

b

CCg ‘ €
A|B| YaYy
B

AYa

BY)

DE

a

b



a Streiche e-Produktionen

w Simuliere Ableitungen A = ¢ auf
den verbleibenden Regeln
V' = {A,C.D, S}

45

mooOb>»™»Ww

N A

A| YaCy | YoCo
Cla

b

CCs | C3
AlB| YaYe
B

AYa | Vi
BY,

DE | E

a

b
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Schritt 4. AT

Ziel

m Die Grammatik enthalt keine (Ketten-)Regeln der Form A — B.
m Beispiel

| C

O w >
114
o 0O W
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Schritt 4. AT

Ziel
m Die Grammatik enthalt keine (Ketten-)Regeln der Form A — B.

Vorgehen

m Phase 1: Finde alle Kreise Ay — A> — ... = Ay — Aq
Ersetze alle A; durch A4

m Phase 2: Betrachte die Regeln der Form A — B in umgekehrt
topologischer Reihenfolge

a Fir Regel A — Bund jede Regel B — b fige Regel A — b hinzu
m Ldsche Regel A—+ B
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Topologische Sortierung der Regelmenge

a V..., Vi Menge von Variablen aus Kettenregeln

a V..., V) Topologisch sortiert, wenn gilt:

VS V=i<)

m Voraussetzung: Es gibt keine zyklischen Abhangigkeiten



Abhingigkeitsgraph AT

° @ @ S —= Al YaCi | YpCo
° @ @ A — Cla
B — b
cC — CCg ‘ Cg
e D — A|B|YaYy
E — B
@ Ci — AYal|Ya
Cz — BYb
C;3 — DE|E
(®) o Yz — a |
Yo — b
(®)



Schritt 4 - Phase 1 ﬂ("'

w ZykusA-C—>C3—>D— A

e @ @ m = A C C3, D aquivalent
(») () (va) m Entferne an Zyklus beteiligte
Regeln
m Ersetze Vorkommen von C, C3, D
G in allen Regeln durch A

m Ldsche Regeln der Form A — A

]

49
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Zyklus:A—- C—-C3—-D— A

mooO >0

A

Al YaCi | YpCo
Cla

b

CCs | Cs
Al B| YaYp
B

AYz| Ya
BY,

DE | E

a

b

m>> o >0

A A

Al YaCi | YuCo
a

b

AA

B| YaYp
B

AYa | Ya
BY, | Y
AE | E
a

b



Schritt 4 - Phase 2 ﬂ("'

° @ @ S — A|YaC1|YbCZ
A — a|AA|B|YaY,|AE|E
E —- B
(v) Ci — AYal Vs
Co = BY,|Y
° Yo — a
Yo — b

Topologische Sortierung: S, A, E, B, Co, Yy, Cq, Ya

51
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A U A
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Gehe in umgekehrter topologischer Sortierung vor
Ersetze A — B durch A — B, falls Regel B — f existiert
Topologische Sortierung: S, A E, B, Co, Yy, Cy, Ya

A| YaCi | YuCo
a|AA| B| YaYy | AE| E
b

B

AYa| Ya

BY, | Vi,

a

b

m T nh n

A A

Y2Ci | YuCo
a|AA|b| YaYy | AE| b
b

b

AYa | a

BY, | b

a

b
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Sonderbehandlung von e-Produktionen

m Grammatik ist nun in Chomsky-Normalform, aber
m G enthélt Regel S — ¢ (haben wir entfernt)

m Erweitere Grammatik um Regeln S’ — Sund S’ — ¢ fir neues
Startsymbol S’
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Der CYK-Algorithmus AT

Satz:

Es gibt einen Algorithmus (den Cocke—Younger—Kasami Algorithmus),
der fir eine kontextfreie Grammatik G in Chomsky—Normalform und
ein Wort w € £* in Zeit O(|R| - n®) entscheidet, ob w € L(G), wobei
n = |w| und |R| die Anzahl der Regeln von G ist.
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Beweis - Beschreibung des CYK-Algorithmus AT

a Seiw=w...wp
m Sei V; C Vsodass A= w;...w; impliziert A € V.

m Firalle 1 </ <j < nberechne die Menge Vj; C V.
m Dannist w € L(G) genau dann, wenn S € Vy, ist.

m Die Tabelle der Vj; wird nach wachsendem ¢ := j — i aufgebaut,
beginnend mit £ = 0.

w Flrj—i={> 0 wird die Berechnung von Vj systematisch auf zuvor
berechnete Vi, Vi1, mit i < k < j zurickgefhrt

Bemerkung
m Wir benutzen dynamische Programmierung.
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w=17U(01)"

S — S8Y.|SC|
SS| Y Gz |
e|@]0]|1

C1 — Yus

Cz — SY)

Yo —

Yo - U

n =)

Viir
Viite
Viits
Viita
Viits
Viito
Viit1
‘/;,.

Karlsruher Institut fur Technologie

18

Viz7|Vos

Vi6|Var|Vas

Vs |[Vas Va7 |[Vas

V14|Vas5 Ve [Vaz |Vss

V13\V24|Va5 Vi Va7 |Ves

Vi2 Va3 |Vaa [Vas |Vie Ver Vs

V11 Va2 Vi [Vaa |Vss Vs Va7 Vss
L(*|ul(]o|1])|*
1 2 3 4 5 6 7 8
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w=17U(01)"

S — S8Y.|SC|
SS| Y Gz |
e|@]0]|1

C1 — Yus

Cz — SY)

Yo —

Yo - U

n =)

Viir
Viite
Viits
Viita
Viits
Viito
Viit1
‘/;,.

Karlsruher Institut fur Technologie

\%e

VIRDs

ot \N

Vs Pss

V?-{%TV:iﬁs

IR e el
VIS E T 657 Vo8

Vi SsErsrse e s

| e e
L(*|ul(]o|1])|*
1 2 3 4 5 6 7 8
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Fall ¢ = 0:

m Konstruiere die Mengen V;, d.h.alle Ac Vmit A5 w;.

m Da G in Chomsky—Normalform ist, gilt A = w; nur, wenn
(A — W,') € R.

a Die Berechnung von Vj; ist fir alle i € {1,...n} in O(|R|) mdglich.
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w=17U(01)"

S — S8Y.|SC|
SS| Y Gz |
e|@]0]|1

C1 — Yus

Cz — SY)

Yo —

Yo - U

n =)

Viir
Viite
Viits
Viita
Viits
Viito
Viit1
‘/;,.

Karlsruher Institut fur Technologie

18

Viz7|Vos

Vi6|Var|Vas

Vs |[Vas Va7 |[Vas

V14|Vas5 Ve [Vaz |Vss

V13\V24|Va5 Vi Va7 |Ves

Vi2 Va3 |Vaa [Vas |Vie Ver Vs

V11 Va2 Vi [Vaa |Vss Vs Va7 Vss
L(*|ul(]o|1])|*
1 2 3 4 5 6 7 8
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w=1*U(01)*

S — SY.|SC|
SS| Y Gz |
e|@]0]|1

C1 — Yus

Cz — SY)

Yo —

Yo - U

Yy =)

Viir
Viite
Viits
Viita
Viits
Vit
Vi1
Vis

Karlsruher Institut fur Technologie

Vis

Viz7|Vos

Vi6|Var|Vas

/15 (V26 V37 |Vas

14|Vas Va6 [Var [Vss
V13\V24|Va5 Vi Va7 |Ves
V12|Vaz (Va4 [Vas Vse Ve Vs

s ls s vy
11510 o1 ]) |7
1 2 3 4 5 6 7 8
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Fall ¢ > 0:
m Jede Ableitung von w; ... w; muss mit einer Regel der Form

A— BC

beginnen, wobei ein k € {i,...,j — 1} existiert mit

m B5 w...wund
wC— Wpp...w,

IT



Verfahren

m Speichere alle Mengen Vs als Arrays der Lange |V/|, in denen flr
jedes A € V markiert ist, ob A € V5.

a Berechnung von Vj:
Uberpriife fiir jede Regel (A— BC) € Rund jedes k, ob

B i) Wi...Wg
c 5 Wktt ... W
durch Ansehen der Stelle

m Bim Array zu Vi und
a Cim Array zu Vi 4 ;.

59
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Verfahren

m Speichere alle Mengen Vs als Arrays der Lange |V/|, in denen flr
jedes A € V markiert ist, ob A € V5.

a Berechnung von Vj:
Uberpriife fiir jede Regel (A— BC) € Rund jedes k, ob

B i) Wi...Wg
c 5 Wktt ... W
durch Ansehen der Stelle
m Bim Array zu Vi und
a Cim Array zu Vi 4 ;.
Bemerkung

m Dies benétigt Aufwand in O(n- |R|)
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w=1*U(01)*

S — SY.|SC|
SS| Y Gz |
e|@]0]|1

C1 — Yus

Cz — SY)

Yo —

Yo - U

Yy =)

Viir
Viite
Viits
Viita
Viits
Vit
Vi1
Vis

Karlsruher Institut fur Technologie

Vis

Viz7|Vos

Vi6|Var|Vas

/15 (V26 V37 |Vas

14|Vas Va6 [Var [Vss
V13\V24|Va5 Vi Va7 |Ves
V12|Vaz (Va4 [Vas Vse Ve Vs

s ls s vy
11510 o1 ]) |7
1 2 3 4 5 6 7 8
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w=1"U(01)"

S

—

N A

SY, | SCy |
SS|YC: |
e|@]0]|1
Yus

Viir
Viite
Viits
Viita
Viits
Viito
Viit1
Vis

V35

Va7

,
V36

1{V3s5

Ves

* !

— | tnedtn [ o

[\

wc.qéjs

S | N0
)N
~J V_)<»' =
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w=1*U (01)"

S

—

N A

SY, | SCy |
SS|YC: |
e|@]0]|1
Yus

Viir
Viite
Viits
Viita
Viits
Vit
Vi1
Vis

Vig
Vi7|Vas
Vi6|Var|Vas
Vs |[Vas Va7 |[Vas
V14|Vas (V36 [Var|Vss
010 [0 [0 |Call

v
slo oo [3]cl
Y Ky Y 4 Rl
AR EARIEIE IR
A \] v v M \ \] \]
| O O O D O
1 2 3 4 5 6 7 8
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w=17U(01)"

S — S8Y.|SC|
SS| Y Gz |
e|@]0]|1

C1 — Yus

Cz — SY)

Yo —

Yo - U

n =)

Viitr
Viite
Viits
Viita
Viigs
Vit
Viig1
Vis

Vig
Vi7|Vos
Vi6|Var|Vasg
V15 (Vas |Va7 [Vas
h1o 10 1S]0

Y
0100 Cal )

v
sl [0 [ 13]cd
Y Ky Y 4 Rl
AR AR IEIEIE
A \] v v M \ \] \]
L(*|ul(|o|1])|*
1 2 3 4 5 6 7 8
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w=17U(01)"

S — S8Y.|SC|
SS| Y Gz |
e|@]0]|1

C1 — Yus

Cz — SY)

Yo —

Yo - U

n =)

Viitr
Viite
Viits
Viita
Viigs
Vit
Viig1
Vis

Vig
Vi7[Vag
Vi6|Var|Vasg
0 o ]|cls
} - K]
0|0 S0

Y
/] Cal )

v
50 5lc
Y Ky Y 4 Rl Al
CARCRCRAEAEARIIRE
A \] v v M \ \] \]
L(*|ul(|o|1])|*
1 2 3 4 5 6 7 8
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w=17U(01)"

S — S8Y.|SC|
SS| Y Gz |
e|@]0]|1

C1 — Yus

Cz — SY)

Yo —

Yo - U

n =)

Viitr
Viite
Viits
Viita
Viigs
Vit
Viig1
Vis

o
Vi7|Vas

0o o

010 |ClS
0lold|5]0

0|0 Cal0
g0 [ 1o g
cERARERALAEARARS
SR AEENE
1 2 3 4 5 6 7 8
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w=17U(01)"

S — S8Y.|SC|
SS| Y Gz |
e|@]0]|1

C1 — Yus

Cz — SY)

Yo —

Yo - U

n =)

Viitr
Viite
Viits
Viita
Viigs
Vit
Viig1
Vis

Vig
sl

0

AR

0 ld |50

0 Cal0
AUNEAEREATATN
cERARERALAEARARS
SR AEENE
1 2 3 4 5 6 7 8
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w=1*U (01)"

S

1

N A

SY, | SCy |
SS|YC: |
e|@]0]|1
YuS

s,

U

(

)

Viir
Viite
Viits
Viita
Viits
Vit
Vi1
Vis

510

0

0 |els

0[50

0 Cal0
510 5.0
LIRS Y [ € [Xx{] ¥
g1 vlvlvils [5]¥]y
AR AEREN
{10 o [1]) ]
1 2 3 4 5 6 7 8
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Ergebnisse zum Wortproblem ﬂ("'

Typ-0 Grammatik. Das Wortproblem ist nicht entscheidbar.

Typ-1 Grammatik. Das Wortproblem ist NP-vollstandig.

Typ-2 Grammatik. Das Wortproblem ist in polynomieller Zeit 16sbar.

Typ-3 Grammatik. Das Wortproblem ist in linearer Zeit [6sbar.
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Das Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Fir jede kontextfreie Sprache L
gibt es eine Konstante n € N,
so dass sich jedes Wort z € L mit |z]| > n

so als
| Z = uvwxy

schreiben lasst, dass

a |vx| >1,

a |vwx| < nund

m firalle i > 0 das Wort uv/wx'y € List.
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Ogden’s Lemma fiir kontextfreie Sprachen AT

Ogden’s Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Fir jede kontextfreie Sprache L
gibt es eine Konstante n € N,
so dass fur jedes Wort z € L mit |z| > n gilt:

Wenn wir in z mindestens n Buchstaben markieren, so lasst sich z so
als z = uvwxy schreiben,

m dass von den mindestens n markierten Buchstaben

m mindestens einer zu vx gehdrt und
m hdéchstens n zu vwx gehdren und

m firalle i > 0 das Wort uv/wx’y € L ist.
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Beweis

Sei L kontextfreie Sprache

Sei G Grammatik zu L mit Variablen V in Chomsky-Normalform, d.h.
alle Regeln sind von der Form A — BC oder A — a.

Setze n:= 2lVI+1,
Wabhle beliebiges Wort z € L mit |z| > n
Betrachte einen Syntaxbaum T zu z.
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Beweis ﬂ(".

m T hat |z| Blatter und alle inneren Knoten auBer den Vorgangern der
Blatter haben Grad 2, ansonsten Grad 1.

m Seien mindestens n Blatter markiert.

a Durchlaufe einen Weg von der Wurzel zu einem Blatt.
Wabhle stets den Nachfolger, auf dessen Seite die groBere Anzahl
markierter Blatter liegt.

® Nenne Knoten auf dem Weg, fir die rechter und linker Unterbaum
markierte Blatter hat, Verzweigungsknoten.

u ] v w TT ] Y
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Beweis ﬂ(".

a Wegenn > 2Vl liegen auf dem Weg mindestens | V| + 1
Verzweigungsknoten

m Von den letzten | V| + 1 Verzweigungsknoten entsprechen mindestens
zwei Knoten vy, v» derselben Variablen A.

m Sei vwx Wort unter Teilbaum mit Wurzel v4
Sei w Wort unter Teilbaum mit Wurzel v».
® Damit sind v und y eindeutig bestimmt.
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Beweis

Da vq Verzweigungsknoten ist, enthdlt vx mindestens einen
markierten Buchstaben.

Da der Unterbaum von vy inkl. vy nur |V| 4+ 1 Verzweigungsknoten
enthalt, gibt es in vwx hdchstens 2!VI+1 = n markierte Buchstaben.
Zu G existieren die Ableitungen

S5 uAy, A5 VvAx, Al w.
Daraus kann z abgeleitet werden durch
S5 uAy 5 uvAxy S uvwxy = z,
aber auch uv/wx'y fiir jedes i > 1 durch
S5 uAy 5 uvAxy 5 uvPAXPy S oo s uviAxly — wviwxly.

Also ist auch uv/wx'y € L fir i > 0.
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Bemerkung ﬂ(".

m Der Spezialfall von Odgen’s Lemma, in dem alle Buchstaben von z
markiert sind, ist gerade das Pumping—Lemma.
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Satz:
Die Chomsky-Hierarchie ist echt, d.h.

£3C£2C£1C£0,

wobei £;,0 < j < 3, Klasse der durch Typ-i-Grammatiken erzeugten
Sprachen.
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Beweis - Teil 1

Es gibt eine kontextfreie Sprache, die nicht regular ist.

Die Sprache o
L={ab'|i>1}

ist kontextfrei und wird durch die Grammatik
v = {S}

) {0,1}
R = {S—01]|051}.

erzeugt. Sie ist aber nicht regular.

(Beispiel (2) zum Pumping-Lemma, Vorlesung vom 26.1.2010)
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Beweis - Teil 2 A“(IT

Es gibt eine kontextsensitive Sprache, die nicht kontextfrei ist.

Die Sprache o
L={abci>1}

ist kontextsensitiv.

Beweis

m [ kontextsensitiv < es gibt NTM mit linearem Speicherbedarf fir L
m Eingabe w € {a, b, c}*

m Uberpriife deterministisch, ob w = a'b/c¥

m Uberpriife deterministisch, ob j = iund k = i

m Speicherbedarf: i 4 j + k, also linear

m = L kontextsensitiv
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Beweis - Teil 2 A“(IT

Es gibt eine kontextsensitive Sprache, die nicht kontextfrei ist.

Die Sprache o
L={abci>1}

ist nicht kontextfrei.
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Beweis - Teil 2

Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Fir jede kontextfreie Sprache L
gibt es eine Konstante n € N,
so dass sich jedes Wort z € L mit |z] > n

so als
B Z = uvwxy

schreiben l&sst, dass

u |wx| >1,

a |vwx| < nund

m firalle i > 0 das Wort uv/wx’y € List.
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Beweis - Teil 2 ﬂ(“.

Die Sprache L = {a'b/c/|i > 1} ist nicht kontextfrei.

Beweis

m Annahme: L sei kontextfrei. Sei dann n wie im PL gefordert.

m Wiéhle das Wort z = a"b"c¢" € L.

m Wir betrachten eine Zerlegung z = uvwxy wie im PL gefordert:
m |vx| > 1,
® |vwx| < nund o
m fliralle i > 0 ist das Wort uv'wx'y € L.
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Beweis - Teil 2 A“(IT

Die Sprache L = {a'b/c/|i > 1} ist nicht kontextfrei.

Beweis

m Annahme: L sei kontextfrei. Sei dann n wie im PL gefordert.
m Wiéhle das Wort z = a"b"c¢" € L.
m Wir betrachten eine Zerlegung z = uvwxy wie im PL gefordert:

w |vx| >1,
® |vwx| < nund o
m fliralle i > 0 ist das Wort uv'wx'y € L.

a Fallunterscheidung, Fall 1: vwx besteht nur aus aund b

m Dann enthalt vx mindestens ein a oder b.
m Damitist uvOwx%y = a'b/c” ¢ L weil entweder i < noderj < n.
m Dies ist ein Widerspruch zum PL.
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Beweis - Teil 2 A“(IT

Die Sprache L = {a'b/c/|i > 1} ist nicht kontextfrei.

Beweis

m Annahme: L sei kontextfrei. Sei dann n wie im PL gefordert.
m Wiéhle das Wort z = a"b"c¢" € L.
m Wir betrachten eine Zerlegung z = uvwxy wie im PL gefordert:

w |vx| >1,
® |vwx| < nund o
m fliralle i > 0 ist das Wort uv'wx'y € L.

a Fallunterscheidung, Fall 2: vwx besteht nur aus b und ¢

m Dann enthalt vx mindestens ein b oder c.
m Damitist uvOwx%y = a"b/c/ ¢ L weil entweder i < noderj < n.
m Dies ist ein Widerspruch zum PL.
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Beweis - Teil 2 AT

Die Sprache L = {a'b/c/|i > 1} ist nicht kontextfrei.

Ogden’s Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Fir jede kontextfreie Sprache L
gibt es eine Konstante n € N,
so dass fur jedes Wort z € L mit |z| > n gilt:

Wenn wir in z mindestens n Buchstaben markieren, so |ldsst sich z so
als z = uvwxy schreiben,

m dass von den mindestens n markierten Buchstaben

m mindestens einer zu vx gehdért und
m hoéchstens n zu vwx gehdren und

m firalle i > 0 das Wort uv/wx’y € List.



75

Beweis - Teil 2

Die Sprache L = {a'b/c/|i > 1} ist nicht kontextfrei.

Alternativer Beweis mit Odgen’s Lemma

Annahme: L sei kontextfrei.

Sei dann n wie in Odgen’s Lemma gefordert.

Wahle das Wort z = @™ p" 1" ¢ L.

Markiere alle b.

Damit enthalt viwx mindestens ein b aber kein a oder kein c.

Es enthalte vwx kein ¢ (anderer Fall analog)

Damit ist uv®wx%y = a'bic” ¢ L weil entweder i < noder j < n.
Dies ist ein Widerspruch zu Odgen’s Lemma.
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Beweis - Teil 3 AT

Es gibt eine semi-entscheidbare Sprache, die nicht kontextsensitiv
ist.

Es sei L, die universelle Sprache.

Wiederholung
Die universelle Sprache L, Uber {0, 1} ist definiert durch

Ly:={wv|vel(Tw)}.

L, ist also die Menge aller Wérter wy fir die Ty, bei der Eingabe v halt
und v akzeptiert.



Beweis - Teil 3 A“(IT

Es gibt eine semi-entscheidbare Sprache, die nicht kontextsensitiv
ist.

Es sei L, die universelle Sprache.

m L, ist semi-entscheidbar, aber nicht entscheidbar (Kapitel 3).
m Wegen der Semi-entscheidbarkeit gilt L, € L.

@ Annahme: L, € L4.
Dann gibt es eine NTM, die L, mit linearem Speicher erkennt.

m Mit linearem Speicher kdnnen nur exponentiell viele verschiedene
Konfigurationen auftreten.

m Diese kdnnte durch eine DTM durch Ausprobieren aller méglichen
Konfigurationen simuliert werden.

m Dies ware ein Widerspruch zur Nichtentscheidbarkeit von L.



Nutzlose Variablen

Sei G eine kontextfreie Grammatik. Eine Variable A heiB3t nutzlos, falls
es keine Ableitung S = w gibt, w € =*, in der A vorkommt.

Satz:
Fir eine kontextfreie Grammatik kann die Menge der nutzlosen Varia-
blen (in polynomialer Zeit) berechnet werden.

Beweis:
m Wir benutzen ein zweistufiges Verfahren.

77
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Schritt 1

Bestimme alle Variablen, die ein Wort erzeugen kénnen
Formal: Berechne V' = {Ac V |3IweZ*: A5 w}

ma Initialisiere eine leere Queue Q.

m Flgealle Ac VmitA— wflreinw e Z*in Qund V' ein.

m Entferne der Reihe nach jedes Element A aus Q
m Ersetze jede Regel
B — aABmita, p e (VUL
durch die Regeln
B — awp, wobei w € 2* und A — w Regel.
m Wenn dabei eine Regel der Form
B—w, w ex,
entsteht und B ¢ V', flige B in Q und V' ein.

m Das Verfahren endet, wenn Q leer ist.
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Schritt 1 AT

Bemerkung 1

m Falls S ¢ V/, breche das Verfahren ab.
m G erzeugt dann die leere Sprache und alle Variablen sind nutzlos.

Bemerkung 2

® Fir jede Variable Amit A =5 w fiir ein w € X* gilt:

m Per Induktion Uber die Lange der kiirzesten Ableitungsregel der Form
A S w kann firr A gezeigt werden, dass A€ V',
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Beispiel: Schritt 1

Grammatik G = (%, V, S, R) mit Produktionen R gegeben durch

mooOw>n
Ll

!

Aa|B|Cab
bclA
Bd|Cd
aBc

Ab

SD



Beispiel: Schritt 1 AT

Flige alle Ac Vmit A— wflrein w € Z* in Qund V’ ein.

S — Aa|B|Cab S — Aa|B|Cab
A — bclA A — bclA

B — Bd|Cd B — Bd|Cd
C — abBc C — abBc

D — Ab D — Ab

E — SD E — 8D

Vi = @ Vi o= {A}

Q = © Q = {A

80



Beispiel: Schritt 1 AT

Entferne der Reihe nach jedes Element A aus Q

m Ersetze jede Regel B — ¢ AB mita, p € (VUX)*
durch die Regeln B — awp, wobei w € £* und A — w Regel.

m Wenn dabei eine Regel der Form B — w/, w' € T* entsteht und
B ¢ V' fige Bin Qund V' ein.

S — Aa|B|Cab S — bcalB|Cab
A — bclA A — bclA

B — Bd|Cd B — Bd|Cd

C — aBc C — aBc

D — Ab D — bcb

E — SD E — SD

Vi o= {A} V' = {A S D}

. Q = {A Q = {SD}



Beispiel: Schritt 1

Entferne der Reihe nach jedes Element A aus Q

m Ersetze jede Regel B — ¢ AB mita, p € (VUX)*
durch die Regeln B — awp, wobei w € £* und A — w Regel.

m Wenn dabei eine Regel der Form B — w/, w' € T* entsteht und
B ¢ V' fige Bin Qund V' ein.

S

moo w>>

80

L il

bca|B|Cab
bc|A
Bd|Cd
aBc

beb

SD

mMmOoOOm>™>0n

{A, S, D} V!
{S, D} Q

Ll

bca|B|Cab
bc|A
Bd|Cd
aBc

beb

bcaD

{A, S, D}
{D}



Beispiel: Schritt 1

Entferne der Reihe nach jedes Element A aus Q

m Ersetze jede Regel B — ¢ AB mita, p € (VUX)*
durch die Regeln B — awp, wobei w € £* und A — w Regel.

m Wenn dabei eine Regel der Form B — w/, w' € T* entsteht und
B ¢ V' fige Bin Qund V' ein.

S

moo w>>

80

L il

bca|B|Cab
bc|A
Bd|Cd
aBc

beb

bcaD

mooOo >0

{A, S, D} 4
{D} Q

Ll Ll

bca|B|Cab
bc|A
Bd|Cd
aBc

beb
bcabcb

{A.S,D E}
{E}
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Beispiel: Schritt 1

Entferne der Reihe nach jedes Element A aus Q

m Ersetze jede Regel B — ¢ AB mita, p € (VUX)*
durch die Regeln B — awp, wobei w € £* und A — w Regel.

m Wenn dabei eine Regel der Form B — w/, w' € T* entsteht und

B ¢ V' fige Bin Qund V' ein.

bca|B|Cab
bc|A
Bd|Cd
aBc

beb
bcabcb

mooOow>»n
L+l
mooOow>n

V' = {AS,DE} v/
Q = {E} Q

Ll Ll

bca|B|Cab
bc|A
Bd|Cd
aBc

beb
bcabcb

{A.S,D E}
{}
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Schritt 2 AT

Bestimme alle Variablen in '/, die vom Startsymbol aus ,.erreicht*

werden kdénnen.

Formal: Berechne {A € V' | S= Aoder 3o, 8 € (V' UZ)*: S 5 wAB}

m Starte mit V' = {S}

m Fige zu allen Regeln A — aBB mite, p € (VVUZ)* Aec V', Be V'
die Variable Bin V" ein.

m Wiederhole den letzen Schritt, bis sich V"' nicht mehr adndert.

Per Induktion Uber die Lédnge der kirzesten Ableitungsregel der Form
S — aAB, «, p € (V' UZ)*, kann dann wieder die Korrektheit bewiesen
werden.

Fazit: Nach Ende von Schritt 2 ist V" die Menge aller niitzlichen
Variablen.



Beispiel: Schritt 2

Starte mit V"' = {S}

MmO O >0

82

Ll Ll

Aa|B|Cab
bc|A
Bd|Cd
aBc

Ab

SD

{A,S,D E}
{

moTO >0

Vl/

Ll Ll

Aa|B|Cab
bc|A
Bd|Cd
aBc

Ab

SD

{A,S,D E}
{5}



Beispiel: Schritt 2

Fiige zu allen Regeln A — aB mita, p € (V' UZ)* Ac V', Be V'

die Variable B in V" ein.

S — Aa|B|Cab S — Aa|B|Cab
A — bclA A — bclA

B — Bd|Cd B — Bd|Cd

C — abBc C — abBc

D — Ab D — Ab

E — SD E — SD

V' = {A S DE} V' = {A S DE}
v {S} v {S, A}

82



Beispiel: Schritt 2 AT

Wiederhole den letzen Schritt, bis sich V" nicht mehr dndert.

S — Aa|B|Cab S — Aa|B|Cab
A — bclA A — bclA

B — Bd|Cd B — Bd|Cd

C — aBc C — aBc

D — Ab D — Ab

E —- SD E —- SD

V' = {ASDE} V' = {ASDE}

V' = {S A} V' = {S A}



83

Korollar ﬂ(“.

Korollar
Fir eine kontextfreie Grammatik G kann (in polynomialer Zeit) ent-
schieden werden, ob L(G) = @ ist.

Beweis:
m L(G) = @ genau dann, wenn S nutzlos.
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Satz:
Fir eine kontextfreie Grammatik G = (X%, V, S, R) kann (in polynomia-
ler Zeit) entschieden werden, ob L(G) endlich ist.

Beweis:

m Entferne alle nutzlosen Variablen
m Uberfilhre G in eine &quivalente Grammatik in Chomsky-Normalform.
m Betrachte den gerichteten Graphen (V, E) mit
a Knotenmenge V ist gleich der Variablenmenge von G
m Kantenmenge E ={(A,B) |3Ce V:A—-BCec RVA— CBe R}
m Mit Tiefensuche kann entschieden werden, ob dieser Graph einen
Kreis enthalt.

m Man kann sich leicht Uberlegen, dass L(G) genau dann endlich ist,
wenn der entsprechende Graph keinen Kreis enthélt.



Beispielgraph

nm O 0O
T OO0 oo o

TTT T T
m<@<@o

85



Satz:
Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist abgeschlossen bzgl. Verei-
nigung, Konkatenation und Kleenschem Abschluss.

Beweis:

m Seien Ly kontextfreie Sprache mit Grammatik Gy = (%, V4, Sy, Ry)
m Seien L, kontextfreie Sprache mit Grammatik G> = (X, Vo, So, Ro)
m 0.B.dA. seiVinV, =0Q.

Vereinigung: Die Grammatik

V = VjuWwu {S}
S neues Startsymbol
R = R1UR2U{S—>S1,S—>SQ}

. erzeugt Ly U Lo.



Satz:
Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist abgeschlossen bzgl. Verei-
nigung, Konkatenation und Kleenschem Abschluss.

Beweis:

m Seien Ly kontextfreie Sprache mit Grammatik Gy = (%, V4, Sy, Ry)
m Seien L, kontextfreie Sprache mit Grammatik G> = (X, Vo, So, Ro)
m 0.B.dA. seiVinV, =0Q.

Konkatenation: Die Grammatik

V = VjuWwu {S}
S neues Startsymbol
R = R1UR2U{S—>S182}

. erzeugt Ly - Lp.



Satz:
Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist abgeschlossen bzgl. Verei-
nigung, Konkatenation und Kleenschem Abschluss.

Beweis:

m Seien Ly kontextfreie Sprache mit Grammatik Gy = (%, V4, Sy, Ry)
m Seien L, kontextfreie Sprache mit Grammatik G> = (X, Vo, So, Ro)
m 0.B.dA. seiVinV, =0Q.

Kleenscher Abschluss: Die Grammatik

Vv = Vyu{S}
S neues Startsymbol
R = RiU{S—¢S—S8SS— S5}

*
. erzeugt Ly.
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Satz:
Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist nicht abgeschlossen bzgl.
Komplementbildung und Durchschnitt.

Beweis Schnitt: Betrachte die kontextfreien Sprachen
Ly = {a”b”|n > 1} Lo = {C}*
Ly ={a}” Ly ={b"c"In>1}

Nach dem letzen Satz sind dann auch L; - L und L3 - L4 kontextfrei.
Es ist dann
L:=LiloNLgly = {a”b”c”\n > 1} .

Diese Sprache ist nicht kontextfrei.
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Satz:

Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist nicht abgeschlossen bzgl.
Komplementbildung und Durchschnitt.

Beweis Komplementbildung:

® Angenommen, die Klasse der kontextfreien Sprachen wére bzgl.
Komplementbildung abgeschlossen.

m Dann wirde far beliebige kontextfreie Sprachen L4, L, gelten
(LS U L)C = Ly N L ist wieder kontextfrei.

m Dies ist ein Widerspruch zur ersten Aussage des Satzes.
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Greibach Normalform ﬂ("'

Greibach Normalform
Eine kontextfreie Grammatik ist in Greibach-Normalform, wenn alle
Ableitungsregeln von der Form

A—saxmitAe V,acXunda € V*

sind.

Satz:

Fir jede kontextfreie Grammatik G, fiir die L(G) das leere Wort nicht
enthalt, kann eine (aquivalente) kontextfreie Grammatik G’ mit L(G) =
L(G') in Greibach-Normalform konstruiert werden.
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Beweis - Ersetzung (i) ﬂ(".

Folgende Ersetzungen andern nichts an der erzeugten Sprache:

Ersetzung (i). Eine Regel
A— 01 B(Xg

wobei
B— By, B—=B2, ..., B—pr

alle Regeln sind, deren linke Seite B ist, kann durch die Regeln
A— 061‘51062
A— 01 ,320(2
A— 0(1,3,»062

ersetzt werden.



Beweis - Ersetzung (ii) ﬂ(“.

Folgende Ersetzungen andern nichts an der erzeugten Sprache:

Ersetzung (ii). Seien

alle Regeln, deren linke Seite A ist, wobei B; nicht mit A beginnen. Dann
kdnnen die Regeln

durch die Regeln

« ersetzt werden. Dabei sei B eine neu eingefihrte Variable.
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Beweis - Definitionen ﬂ(".

Annahme G ist in Chomsky-Normalform mit

und damit ausschlieBlich Regeln der Form

A,’ — A/Ak
A,‘ — & .

Die Grammatik in Greibach-Normalform wird zuséatzlich die Variablen
{Bj,..., B} benutzen. Sei
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Beweis: Invarianten

V/::{A1,...,Am,B1,...,Bm} 2:{31,,8,7}

zu Beginn mit Regeln der Form
A,' — AjAk
A,' — aj .

Wahrend der Umformung sind folgende Invarianten erfillt.

1.Invariante
Die rechte Seite einer Regel, deren rechte Seite mit einer Variablen
beginnt, besteht nur aus Variablen.
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Beweis: Invarianten

zu Beginn mit Regeln der Form

A,' — AjAk
A,' — aj .

Wahrend der Umformung sind folgende Invarianten erfillt.

2.Invariante

Die rechte Seite einer Regel, deren rechte Seite mit einer Variablen
beginnt, beginnt mit einer Variablen aus V = {A;, ..., Am}.
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Beweis: Invarianten

V/::{A1,...,Am,B1,...,Bm} 22{81,,8,7}
zu Beginn mit Regeln der Form
A,' — AjAk
A,' — aj .

Wahrend der Umformung sind folgende Invarianten erfillt.

3.Invariante
Symbole aus £ kommen nur als erstes Zeichen der rechten Seite einer

Regel vor.
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Beweis: Invarianten

V/::{A1,...,Am,B1,...,Bm} 2:{31,,8,7}
zu Beginn mit Regeln der Form
A,' — AjAk
A,' — aj .
Wahrend der Umformung sind folgende Invarianten erfillt.

4.Invariante

Die rechte Seite einer Regel, deren linke Seite aus V = {A;, ..., Am} ist
und deren rechte Seite mit einer Variablen aus V beginnt, beginnt sogar
mit zwei Variablen aus V.
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Beweis: Invarianten

zu Beginn mit Regeln der Form
A,' — AjAk
A,' — aj .

Wahrend der Umformung sind folgende Invarianten erfillt.

5.Invariante
Die rechte Seite einer Regel, deren linke Seite aus V'\V = {B;
ist, besteht nur aus Variablen aus V'.
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Beweis: Invarianten

V/::{A1,...,Am,B1,...,Bm} 2:{31,,8,7}
zu Beginn mit Regeln der Form
A,' — AjAk

A,-—>aj.

Wir formen G zunachst so um, dass auBer Invarianten 1-5 noch die
nachste Invariante gilt:

6.Invariante
Falls A; — A;ja Regel ist, so gilt j > /.
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Beweis - Ubersicht Invarianten

1.Invariante Die rechte Seite einer Regel, deren rechte Seite mit einer
Variablen beginnt, besteht nur aus Variablen.

2.Invariante Die rechte Seite einer Regel, deren rechte Seite mit einer
Variablen beginnt, beginnt mit einer Variablen aus V = {A¢,..., Am}.

3.Invariante Symbole aus ¥ kommen nur als erstes Zeichen der rechten
Seite einer Regel vor.

4.Invariante Die rechte Seite einer Regel, deren linke Seite aus
V={A ..., Am} ist und deren rechte Seite mit einer Variablen aus V
beginnt, beginnt sogar mit zwei Variablen aus V.

5.Invariante Die rechte Seite einer Regel, deren linke Seite aus
VI\V ={B;,..., Bn} ist, besteht nur aus Variablen aus V'.

6.Invariante Falls A; — A;x Regel ist, so gilt j > /.
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Beweis: Beispielgrammatik

v {Ar, Ao, As}
> = {01}

S = A

R = {A = AAs,

A2 —}A3A1, Ag — 1,
A3 —)A1A2, A3 — 0}



Beweis - Verfahren - Schritt 1 ﬂ("'

Vorher: Grammatik in Chomsky-Normalform
Nachher: 6. Invariante halt: Falls A; — A;ax Regel ist, so giltj > /.

Aktion: Dabei wenden wir (in dieser Reihenfolge)

Ersetzung (ii) zur Ersetzung aller Regeln Ay — Aq«
Ersetzung (i)  zur Ersetzung aller Regeln A, — A«
Ersetzung (ii) zur Ersetzung aller Regeln Ay — Ao
Ersetzung (i)  zur Ersetzung aller Regeln A3 — A«
Ersetzung (i)  zur Ersetzung aller Regeln A3 — Ao
Ersetzung (ii) zur Ersetzung aller Regeln Az — Az«



Beweis - Schritt 1 - Beispiel

Ersetzung (i)

A — 0613062

B — ﬁ1‘,32x~-‘,3r
V. = {A1 A A3}
>~ = {01}

S = A

R {A] — AzAs,

A2—>A3A1, Ag—) 1,
A3 —>A1A2, A3 —)0}

96

>
1

o}
i

T n M<

0(1ﬂ10€2‘0€1ﬂ20€2‘ . ‘0(1ﬁr062

B1lB2, ... |Br

{A1, Az, Az}

{0.1}

Aq

{A1 = AzAs,
Ag — A3A1, A2 — 1,
A3 — A2A3A2, A3 — 0}
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Beweis - Schritt 1 - Beispiel

Ersetzung (i)

A — lX1Bng

B — ,31’ﬂ2,...’,3r
V = {A As Az}
Y = {01}

S = A

R {A; = ArAs,

Ag —)A3A1, A2 — 1,
A3 — A2A3A2, A3 — 0}

™ >
i

T nM<

3

0(1ﬂ10€2‘0€1ﬂ20€2‘ . ‘0(1ﬁr062

B1lB2, ... |Br

{A1, Az, Az}

{0.1}

Aq

{A1 = AxAs,
Ag — A3A1, A2 — 1,
Az — AzA1AzAz|1AsAz,
A3 — 0}
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Beweis - Schritt 1 - Beispiel

Ersetzung (ii)

A
A

a on M<

—
—

{A1, Az, Az}

{0.1}

Aq

{A1 = A2Ag,
Ag —>A3A1, A2 — 1,
Az — AzA1AzAz,
Az — 0[1A3Az}

> W w >
L4l

a on M<

81, .nn, B — ar,
x1B, ..., B — arB
B1,---, A— Bs
{A1, Az, Az}
{0.1}

Ay

{A1 = AgAg,

Ag —>A3A1, A2 — 1,

A3 — OBs“AgAzBs,

Bs — A1A3Ao| A1 Az Az By
Az — 0[1A3Az}
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Beweis - Verfahren - Schritt 2 ﬂ(“'

Vorher: Alle Regeln sind von der Form

A — ax
A — amitae (V),aeX

wobei es keine e-Regeln oder Kettenregeln mit linker Seite A € V gibt.
Wegen Invariante 6

m gibt es keine Regel A, — «
® beginnen alle A,,_1 — a-Regeln mit Ap,.

Aktion: Ersetze mit absteigenden k alle Regeln der Form
A = amita € (V)*
mittels Ersetzung (i).

Nachher: Regeln mit linker Seite in V in Form Ay — ax,a€ Z,a € (V')*.
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Beweis - Schritt 2 - Beispiel

Ersetzung (i)

A
B

T n M<

—
ﬁ

X4 Ble
BilB2. ... |Br
{A1, A2, As}
{0.1}

At

{A1 = AxAs,
Az — AzAy,
A2 — 1,

A3 — 083|1A3AQB3,
A3 — 0|1A3A2}
BS — A1 A3A2|A1 A3A283

W >
1

T nM<

4

wyBrap|aq fons| ... a1 fras

BilBz.---|Br

{A1, A2, A}
{0.1}
A1
{A1 = AxAs,
Ag — 083/41 ’1A3A233A1
A2 — 0A1 |1A3A2A1
Ay — 1,
Az — 0B3|1A3A2Bs3,
A; — 0|1Az3Az}
Bg — A1 A3A2|A1 A3AZB3
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Beweis - Schritt 2 - Beispiel ﬂ("'

Ersetzung (i)

V = {A; As As} V = {A1.Ax A3}
Y = {01} Y = {0,1}
S = A S = Aq
R = {A; — AsAs, R {A; — 0B3A A3
Ao — 0B3A¢|1A3A2B3A; A1 = 1A3A2B3A1 As,
As — 0A1|1A3A2A1 |1 Ay — 0A1A3|1A3A2A1 A3| 143,
A3 — 083|1A3A233, A2 — OBBA1 ’1A3AZB3A1
Az — O|1A3A5} Az — 0A1[1A3A2A4]1
Bg — A4 A3A2‘A1 A3A283 A3 — 083‘1A3A283,

A3 — 0|1A3A2}
BS — A1 A3A2|A1 A3A283
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Beweis - Verfahren - Schritt 3 ﬂ(“'

Vorher: Rechte Seiten von Regeln, deren linke Seite aus

VAV ={B,..., Bn} ist, beginnen mit einer Variablen aus {Aq, ..., Am}
(wegen Invarianten 2 und 5).

Aktion: Ersetze Regeln B; — Aja, a € (ZU V")* mit Ersetzung (i).

Nachher: G ist in Greibach-Normalform.



Beweis - Schritt 3 - Beispiel ﬂ("'

Ersetzung (i)

A1 — 033A1 A3 A1 — 033A1 A3

A — 1A3A283A1 A3, A — 1A3A283A1 A3,

Ar — 0A;As|1A3AsAr Ag|1Az A1 — 0A1Ag|1AsAsA 1 As|1As,
A — 0B3A;|1A3A2B3A1  Ap — 0BsA;|1A3AsB5A

A2 — 0A1 |1A3A2A1 |1 A2 — 0A1 |1A3A2A1 |1
A3 — 053|1A3A283, A3 — 053|1A3A283,
A3 — O|1A3A2} A3 — O|1A3A2}

83 — A1A3A2’A1A3A233 83 — 1A3A3A2’033A1A3A3A2
83 — 1A3A2A1A3A3A2‘0A1A3A3A2
By — 1A3AsB3A1 A3 AsAs|1 A3 As Ao By
By — 0B3A; AgAgAsBs|1A3 Az Ay As As Ao By
Bs — 0A;A3A3A>Bs
Bg — 1A3AQB3A1 A3A3A283



Kellerautomaten A\‘(IT

Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (NPDA bzw. PDA, Push-
down Automaton) besteht aus (Q, %, T, qo, Zy, 6, F), wobei

m Q@ endliche Zustandsmenge

Y. endliches Eingabealphabet

I' endliches STACK-Alphabet

go € Q Anfangszustand

Zy € T Initialisierung des STACK

§:Qx (ZU{e}) xT — 291" d.h,

®i(qaZ)C{(q7):9€Qyer}
®i(qe2)C{(gr):9€QyeT}

m F C Q Menge der akzeptierenden Endzusténde,
F = @ ist mdglich.



Kellerautomaten - Visualisierung

Eingabeband

E

i 'n g a b

102

Kellerautomat

Q| wW|»

#
Keller
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Kellerautomaten - Arbeitsweise A\‘(IT

Eine Konfiguration eines PDA ist ein Tripel (g, w, «) mit
m geEQ,

m w € X" der Teil der Eingabe, der noch nicht gelesen wurde,
m « € ['* STACK-Inhalt.

Zu Konfiguration (g, wy ... wy, Z; ... Zpy) gibt es die Nachfolgekonfi-
gurationen:

(d wo...w,2Z...2[Z>...Z) furalle (¢, Z;...2)) € 5(q, wy,2Zy)
und

Q' wy...w,Z{...2lZ...Zm) fUralle (¢, Z{ ... Z)) € 5(q.¢, Z).
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Kellerautomaten - Arbeitsweise A\‘(IT

Ein PDA akzeptiert ein w € X* durch leeren Stack, wenn es ei-
ne zulassige Folge von Konfigurationen aus der Anfangskonfiguration
(qo, w, Zp) in eine Konfiguration (g, ¢,¢), g € Q, gibt.

Ein PDA akzeptiert ein w € X* durch einen akzeptierenden Endzu-
stand, wenn es eine zulassige Folge von Konfigurationen aus der An-
fangskonfiguration (qg, w, Zy) in eine Konfiguration (q,¢,v) mit g € F
und y € '™ gibt.

Ein PDA ist deterministisch (DPDA), falls
6(9,a 2)| +|6(q.e, 2)| < 1

firallege Q ac %, ZeT.



105

Kellerautomaten - Beispiel

Ein DPDA fiir L = {w#wR|w € {0,1}*}. Informelle Beschreibung:
m Betrachte beliebiges Wort wy ... wa#w,...wy € L.

Phase 1
m Lies wy ... wp und schreibe jeweils w; auf den STACK bis # gelesen.

Phase 2

m Lies wy ... wy und vergleiche den jeweils gelesenen Buchstaben mit
dem jeweils obersten Buchstaben auf dem STACK.

m Gleichheit: Nimm obersten Buchstaben vom STACK
m Sonst: Stoppe in nichtakzeptierenden Zustand

Phase 3
m Ist nur noch Z; auf dem STACK

a Entferne £,
m Akzeptiere die Eingabe ,mit leerem STACK"



Kellerautomaten - Beispiel AT
Ein DPDA fir L = {w#wR|w € {0,1}*}.

(Q={q.q1. 9} Z={0.1.#}, T=2U{Z}). q. Z. 6. D)

5(q0.0.%) = (g1,0Z) Phase
5((]0,1,20) = (q-| 120)

6(q1,0,0) = (g:.00)

6(g1,0,1) = (q1,01)

5(g1,1,0) = (gy,10)

ol 1,1) = (g1, 11)

(g1, #.0) = (g.0) Trennzeichen gelesen = Zu Phase 2
oa.#.1) = (g 1)

5(q2,0,0) = (g2.¢) Phase 2
o(g.1.1) = (g2

0ap.e.Zy) = (qo.e) Phase 3



Beispiel - Berechnung fliir Eingabe 001#100

X

(&}

D]

+—

»

()

o]

1]

(@]

£

LLI

o

C

D]

+—

[%2]

)

N

A~

O \O S~

NN o—-o
N N B Y
OO0 TOTTCTOT TOT OO
e S e N e N S S

NN oo+ @~ o«
O~ oo~ FHIH o~r
S ST T8 S

\090 RN 0¢0

(2. ¢)

(5(%8,20)
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Beispiel - Berechnung fiir Eingabe 001#100 AT

(90,0, 2y) = (g1,02) Zustand Eingabe  Stack
0(qo.1.2) = (q1.1%) o 0014100 Z
6(91,0,0) = (gy,00)
6(q1.0.1) = (gy,01)
6(q1,1,0) = (q1,10)
5(g1,1,1) = (g4, 11)
o(g1.#.0) = (q2,0)
o(qr.#.1) = (g2.1)
6(g2,0,0) = (Qu.¢)
6(g2,1,1) = (que)
0(Ge.e.Z) = (Qo.¢)



Beispiel - Berechnung fiir Eingabe 001#100 AT

(90,0, 2y) = (g1,02) Zustand Eingabe  Stack
0(qo.1.2) = (q1.1%) o 0014100 Z
5(671,0,0) _ (q1,00) Q1 01#100 02,
6(g1.0,1) = (qgy,01)
6(q1,1,0) = (q1,10)
5(g1,1,1) = (g4, 11)
o(g1.#.0) = (q2,0)
(g, #.1) = (1)
6(g2,0,0) = (Qu.¢)
0(g2,1.1) = (ge¢)
0(Ge.e.Z) = (Qo.¢)



Beispiel - Berechnung fiir Eingabe 001#100 AT

9(40.0,Z) = (1,02 Zustand Eingabe  Stack
(. 1.2) = (q.12%) % 001#100  Z
5(g4,0,0) = (g,00) o 01#100 07
0(g1,0,1) = (q1 01) g1 14100 007,
5(%,1,0) = (Q1, 10)

o(gr.1.1) = (a1 11)

é((ﬁ,#,O) = (g2, 0)

S(ar.#.1) = (g 1)

5(CI2,0,0) = (CIQ,E)

5(Q2,1,1) = (QQ,S)

g e, 2y) = (qo.e)



Beispiel - Berechnung fiir Eingabe 001#100 AT

(90,0, 2y) = (g1,02) Zustand Eingabe Stack

(g0 1. %) = (q1.1%) Qo 001#100 2
141 Z

5(g1,0,0) = (qg4,00) o 014#100 0%

5 - g4 1#100 004

0(gr.0.1) = (q1.01) ai #100 1002,

5(g1,1,0) = (g4,10)

o, 1.1) = (g1.11)

o(g1.#.0) = (02,0)

o(qr.#.1) = (g2.1)

9(g2,0,0) = (Qo.¢)

0(ge,1,1) = (g2.¢)

Mg e. L) = (Qoe)



Beispiel - Berechnung fiir Eingabe 001#100 AT

(90,0, 2y) = (g1,02) Zustand Eingabe Stack
(g0 1. %) = (q1.1%) Qo 001#100 2
014100 0Z
5(g1,0,0) = (qg4,00) o # 0
5 - g4 1#100 004
0((]1,0,1) = (q1,01)
5 _ g #100 1004,
5(g1,1,0) = (g4,10)
St 1) = (g 11) G 100 1002,
o T o 00 002,
o(g1.#.0) = (02,0)
o(qr.#.1) = (g2.1)
9(g2,0,0) = (Qo.¢)
0(ge,1,1) = (g2.¢)
Mg e. L) = (Qoe)



107

Beispiel - Berechnung fliir Eingabe 001#100

3(q0.0. Zy)
3(qo. 1. 2)
9(g4,0,0)
5(g1,0.1)
9(gy,1,0)
5(gy,1.1)
o(qy, #.0)
o(qy, #.1)
9(g2,0,0)
0(ge,1,1)
3(qe. €, Zp)

a1
i
]|
a1
a
aq1.
Q2
Qo
qz
Q2

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(92,

Zustand Eingabe

Qo
i
a1
a1
aqz
Q2
aqz

Stack
001#100 V4
01#100 07,
14100 004,
#100 1002,
100 1007,
00 004,
0 07,



Beispiel - Berechnung fiir Eingabe 001#100 AT

(90,0, 2y) = (g1,02) Zustand Eingabe Stack
(g0 1. %) = (q1.1%) Qo 001#100 2
141 Z
5(g1,0,0) = (qg4,00) o 017100 0%
5 - g4 1#100 004
0((]1,0,1) = (q1,01)
5 _ g #100 1004,
5(g1,1,0) = (g4,10)
S 1) = (g 11 G 100 1002,
T ' Qo 00 004,
o(g1.#.0) = (02,0) Q2 0 0%
o(qr.#.1) = (g2.1) Qo 2
0(g2,0,0) = (qo.¢)
0(ge,1,1) = (g2.¢)
0(qe.e,Z0) = (Q2.¢)



Beispiel - Berechnung fiir Eingabe 001#100 AT

(90,0, 2y) = (g1,02) Zustand Eingabe Stack
3(qo. 1. 2) (91,12%) % 001#100 V4
014100 0Z
5(g1,0,0) = (qg4,00) a # 0
’ 9 14100 002,
6(g1.0,1) = (qgy,01)
i a0 #100 1002,
6(g1,1,0) = (g1,10)
Sl o ) % 100 1002,
(. 1.1) = (a1, s 00 007,
o(g1.#.0) = (02,0) Q2 0 02y
ar, #.1) = (g2.1) Qo V4
3(g2,0,0) = (go.¢€) akzeptiert durch leeren Stack
6(g2,1,1) = (que)
0(Ge.e.Z) = (Qo.¢)
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Kellerautomaten - Beispiel 2 ﬂ("'

Ein NPDA firr L = {ww”|w € {0,1}*}. Informelle Beschreibung:

m In diesem Fall fehlt das Trennzeichen.

m Der NPDA funktioniert wie der DPDA aus dem letzten Beispiel

m Der Ubergang in Phase 2 funktioniert allerdings nichtdeterministisch.

Bemerkung:

m Fir die Sprache L = {ww”|w € {0,1}*} gibt es keinen DPDA.
a NPDAs kdnnen also mehr als DPDAs.



Kellerautomaten - Beispiel 2 AT
Ein NPDA fir L = {wwf|w € {0,1}*}.

(Q={q.q1. 9} Z={01.#}, T=2U{Z}). q. Z. 6. @)

q1,02y)} Phase 1
}

N2
o

S5

~—

Phase 2

S T > O >
N

o090 29999
e Zez2e NN
o

N
M A0 Aa00 2O

N NN NN NS SN

>,

N

~
I

Phase 3

N
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Satz:

Zu einem PDA, der eine Sprache L durch einen akzeptierenden End-
zustand akzeptiert, kann ein PDA konstruiert werden, der L mit leerem
STACK akzeptiert.



Beweis - Beschreibung

Sei A1 = (4,%,T4,61,94, Z1, F1) PDA, der L durch Ubergang in
einen Zustand aus Fq akzeptiert.

Wir konstruieren dazu einen PDA Ay = (Qo, X,T2, 62, g3, Z2), der L
durch leeren STACK akzeptiert.

Sei gg ein neuer Zustand
Sei ZZ ein neues Stack-Symbol

Idee der Konstruktion von A..

Lege zu Beginn Z2 vor Z] auf den Stack, so dass der Stack nicht
wversehentlich® geleert werden kann.

Dann Verfahre wie in Aj;.

® Wenn Zustand in F4 erreicht wird: Gehe zu gg und leere den Stack

111



Beweis - Konstruktion ﬂ("'

Ay = (Q1,%,T1,61,9¢, Z3, F1) akzeptiert durch Endzustand
Ax = (Q, %, T2, 62, g3, Z2), akzeptiert durch leeren Stack
Sei gg ein neuer Zustand

Sei 202 ein neues Stack-Symbol

Q = QU{dh.qge}
I, = F1U{ZO2}
02(G5.¢.25) = {(ad %)}
d0(g,a2) = di1(qaZ)furqe Qy, a#e ZeTy
ge Q1\Fy, a=¢ Z€Ty4

02(qe,2) = 01(q.e,2)U{(qe.e)}firqec Fy, Z€ Ty

52(qE,8,Z) = {(qE,e)}f[]rZGF2
o(-) = O sonst
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Satz:

Zu einem PDA, der eine Sprache L mit leerem STACK akzeptiert, kann
ein PDA konstruiert werden, der L durch einen akzeptierenden Endzu-
stand akzeptiert.
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Beweis - Beschreibung ﬂ("'

Sei Ay = (Q1,%,T1,61,q). Z}), ein PDA der w € L mit leerem STACK
akzeptiert

Wir konstruieren dazu einen PDA A, = (Qa, 2, T, 02, qg, 202, F>), der
genau die w € L durch Ubergang in einen Zustand g € F» akzeptiert.
Sei 202 ein neues Stack-Symbol

Sei gr ein neuer (End-)Zustand

Sei g5 ein neuer (Anfangs-)Zustand

Idee der Konstruktion von A..

Lege zu Beginn Z2 vor Z] auf den Stack, und Ische Z2 nur, wenn die

Abarbeitung von A4 durch leeren Stack akzeptiert hatte.

Gehe in Endzustand gf, wenn .44 durch leeren Stack akzeptiert hitte.



Beweis - Konstruktion ﬂ("'

w Ay =(Q1,%,Ty,61, 4}, Z], Fr) akzeptiert durch leeren Stack
w Ay = (Qp,%,T2, 60, G5, Z5), akzeptiert durch Endzustand

® g3 neuer Anfangszustand

® gr neuer (End-)Zustand

® ZZ ein neues Stack-Symbol

Q = O U {q g}
{ar}
I, = TI'1u {ZOZ}

1
I

Z3z2} fallsa=eund X = Z2
%(05.2.X) = { {6 : sonst
0(g.aZ) = di(gq.aZ2) falsge Q,ac ZU{e}und Z €T}

02(9.6.25) = {(gr.e)}firge Q.
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Satz:
Fir eine Grammatik G in Greibach-Normalform kann ein PDA konstru-
iert werden, der L(G) mit leerem STACK akzeptiert.
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Beweis ﬂ(".

m Sei G = (%,V, S R) eine Grammatik in Greibach Normalform
m Konstruiere gewlinschten Automaten A = (Q, %, T, 4, o, Z)

Q = {q}
r =YV
Zy, = S
6(qo.a A) = {(qo.a)|(A— an) € R}

Per Induktion Uber die L&dnge i einer Ableitung beweisen wir:

a S5 wy...WA...An < Akann beim Lesen von wy ... w; den
STACK-Inhalt A; ... An erzeugen. Méglicherweise ist A ... Ap = €.

Daraus folgt:
m A erkennt wy ... w, mit leerem STACK & S 5 wy ... w, in G
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Beweis ﬂ(".

Q = {q} TI''=V Z:=S8
o(qo.aA) = {(q.a)|(A— arn) € R}

Induktionsanfang ist mit / = O trivialerweise erfiillt.
Induktionsschritt:

Seii > 1und ,,i>“ stehe flr eine Ableitung der Lange j. Dann gilt

' JA eV,re{t,..., m} mit
SHwi.. WA An = SN wy Wi AAL . A
— Wy ...W,'A1 L Am.
Mit Induktionsvoraussetzung ist dies aquivalent zu
JA eV,re{l, ..., m} so, dass

w A das Wort wy ... w;_4 lesen und dabei STACK-Inhalt AA, ... An
erzeugen kann, und

m A — WA, ... A_q Regelvon Gist.
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Beweis

Q = {q} TI''=V Z:=S8
o(qo.aA) = {(q.a)|(A— arn) € R}

Induktionsanfang ist mit / = O trivialerweise erfiillt.
Induktionsschritt:

Seii > 1und ,,i>“ stehe flr eine Ableitung der Lange j.
Mit Induktionsvoraussetzung ist dies aquivalent zu

JA eV,re{l, ..., m} so, dass

w A das Wort wy ... w;_4 lesen und dabei STACK-Inhalt AA, ... Amn

erzeugen kann, und
m A — WA, ... A_q Regelvon Gist.

Dies ist genau dann erflllt, wenn .4 das Wort w; ... w; lesen und dabei

den STACK-Inhalt Ay ... Am erzeugen kann.
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Satz:
Jede durch einen PDA (mit leerem STACK oder durch akzeptierende
Endzustande) akzeptierte Sprache ist kontextfrei.
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Beweis ﬂ(".

m Sei A= (QZXT,J qo Z) PDA, der L durch leeren STACK
akzeptiert.

m Wir geben eine kontextfreie Grammatik G = (£, V, S, R) mit
Lyg=L(G)an.

Die Konstruktion von G heiBt Tripelkonstruktion.
m Setze V:={[q. X,p]|lp.ge Q, X €T} U{S}.
m Sei S Startsymbol.

Ziel: Aus [q, X, p] sollen genau die w € X* ableitbar sein, fir die es eine
Abarbeitung von A gibt,

m die im Zustand g mit oberstem STACK-Symbol X beginnt und
m nach Lesen von w im Zustand p mit leerem STACK endet.
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Beweis ﬂ(".

m Sei A= (QZXT,J qo Z) PDA, der L durch leeren STACK
akzeptiert.

m Wir geben eine kontextfreie Grammatik G = (£, V, S, R) mit
Lyg=L(G)an.

Die Konstruktion von G heiBt Tripelkonstruktion.
m Setze V:={[q. X,p]|lp.ge Q, X €T} U{S}.
m Sei S Startsymbol.

Die Regelmenge R ist gegeben durch
m S—[q.2%.q]flralleqe Q

® [ X, Gmi1] = alg1, Y1, 2] .- [Gm, Ym, Gm]
fur alle Mdglichkeiten g5, . . ., dm+1 € Q,

falls (g1, Y1... Ym) € 6(q, a, X).



Beweis ﬂ(".

Far eine Folge von Konfigurationen (g, w, X) nach (p, w', Y) schreiben
wir auch

*

(qw.X)F (p,w'Y)

beziehungsweise
k

(qw.X)F (p,w'Y)

fr eine Folge von genau k Konfigurationen.
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Beweis ﬂ(".

Wir werden per Induktion beweisen, dass fur alle p,g € Q, X € I' und
w € L gilt:

*
[g.X,p] > winG <= (q.w.X)F (pee)
Aus dieser Behauptung folgt dann

*

dp € Qmit (qo, w, Z) F (p, € ¢), wobei

L
WetA = (qo, w, Zy) Anfangskonfiguration von A ist

— 3JIpecQmit|q. Z.p] >w
— JpeQmitS—[q. Z.p] > w
<~ we LG
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Beweis ﬂ("‘

Richtung

[g.X.p] > winG = (q.w,X) . (p.€ €)

Beschreibung:

m Induktion Uber die Lange k einer Ableitung [g, X, p] K winG
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Beweis ﬂ(“.

a V:={[qg X, pllpge Q, XeT}U{S}.
m S—[qy 5. q|firallege Q

® (9, X, qme1] — alay, Y1, Q2] ... [Gm. Y, Qs ]
fur alle Moglichkeiten go, . . ., gm+1 € Q,
falls (g1, Y1... Ym) € 6(q, a X).

Induktionsanfang:
m FUr k = 1 gilt, dass [g, X, p] — w eine Regel in G ist.

m Alsoist (p,€) € 6(g, w, X) und |w| < 1.
)
m Also gibt es die Abarbeitung (q, w, X) - (p. ¢, ¢) in A.
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Beweis ﬂ(“.

a V:={[qg X, pllpge Q, XeT}U{S}.
m S—[qy 5. q|firallege Q

® (9, X, qme1] — alay, Y1, Q2] ... [Gm. Y, Qs ]
fur alle Moglichkeiten go, . . ., gm+1 € Q,
falls (g1, Y1... Ym) € 6(q, a X).

Induktionsschritt:
m Betrachte eine Ableitung [g, X, p] L
m Schreibe diese als

[a.X,p] — alai, Y1, G2][0e. Yo, Ga] - - [Gm, Yim, Gmys] 'S w,

wobei gmi1 =pund w = aw;y ... Wy, mit w; € £*, a € X und

(G, V), Gui] S wymit i/ < k—1furalle1<j<m.
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Beweis

m Betrachte eine Ableitung [q, X, p] L
m Schreibe diese als

k—1
[q. X.p] — alqg1. Y1, @2][q2, Y2. Q3] - .. [Gm. Yim. Qmy1] — W,

wobei g1 = pund w=awy ... wy, mit w; € £*, a€ X und
G Y} q1] & wymit k' < k—1faralle 1 <j<m.



Beweis ﬂ(".

Betrachte eine Ableitung [g, X, p] K w
Schreibe diese als 1
[q. X.p] — alqg1. Y1, @2][q2, Y2. Q3] - .. [Gm. Yim. Qmy1] — W,

wobei g1 = pund w=awy ... wy, mit w; € £*, a€ X und

G Y}, Get] 5 wymit k' < k—1firallet <j<m.

*

Induktionsvoraussetzung: (g, w;, Y;) - (g1, €. ¢) furalle 1 < j < m.

Also (gj, w;, ;... Ym) F (Qjr1.€ Yjsq ... Ym) firalle 1 <j < m.

Damit
(q. w, X)

m, Y‘I - Ym)

m, Y2 ... Ym)

q3 m, YS e Ym)
*

- (Qm Wm, Ym) F (Gmy1.e.¢) = (p.e.€)

aq1,

_§

Q2.

S

S

JF (
F
o
o
:
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Beweis ﬂ("‘

Richtung

[g.X.p] > winG «— (q.wX) . (p.€ €)

Beschreibung:

K
m Induktion Uber die Lénge k einer Abarbeitung (g, w, X) - (p. €, €)
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Beweis

a V:={[qg X, pllpge Q, XeT}U{S}.
m S—[qy 5. q|firallege Q

® (9, X, qme1] — alay, Y1, Q2] ... [Gm. Y, Qs ]
fur alle Moglichkeiten go, . . ., gm+1 € Q,
falls (g1, Y1... Ym) € 6(q, a X).

Induktionsanfang:
m Fir k =1folgtaus (q, w, X) - (p, & ¢), dass

a weXU{e}und
u (pe) €6(q,w, X).

m Dannist [q, X, p] — w eine Regel von G.
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Beweis ﬂ(“.

a V:={[qg X, pllpge Q, XeT}U{S}.
m S—[qy 5. q|firallege Q

® (9, X, qme1] — alay, Y1, Q2] ... [Gm. Y, Qs ]
fur alle Moglichkeiten go, . . ., gm+1 € Q,

falls (g1, Y1... Ym) € 6(q, a X).

Induktionsschritt: B
m Betrachte eine Abarbeitung (q, X, w) F (p, ¢, ¢)
m Zerlege w = aw’ wobei

m a= ¢, falls der erste Schritt von A ein e-Ubergang ist
m a € X, also der erste Buchstabe von w, sonst.
m Sei (g1, W, Y;...Yn) die Konfiguration von .4 nach dem 1. Schritt.

a Dann gilt
kl
(g.aw', X)F (g1, W, Yy...Yn) F (p.e¢)

mit k' < k—1.



Beweis ﬂ(“.

a V:={[qg X, pllpge Q, XeT}U{S}.
m S—[qy 5. q|firallege Q

® (9, X, qme1] — alay, Y1, Q2] ... [Gm. Y, Qs ]
fur alle Moglichkeiten go, . . ., gm+1 € Q,
falls (g1, Y1... Ym) € 6(q, a X).

Sei
w' = wq ... wp, Zerlegung von w mit w; € £*

s0, dass A startend mit der Konfiguration
(Q1, WI, Y1 .. Ym)

bei der betrachteten Abarbeitung gerade nach dem Lesen von wy ... w;
zum ersten Mal den STACK-Inhalt Y4 ... Y, erzeugt. Sei g; der zu
diesem Zeitpunkt erreichte Zustand.
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Beweis

a V:={[qg X, pllpge Q, XeT}U{S}.
m S—[qy 5. q|firallege Q

® (9, X, qme1] — alay, Y1, Q2] ... [Gm. Y, Qs ]
fur alle Moglichkeiten go, . . ., gm+1 € Q,
falls (g1, Y1... Ym) € 6(q, a X).

Dann gilt: gm+1 = pund

kl

(G W...Wm, Y. Ym) (Gt Wit - Wi, Vit - Ym),

k' < k — 1, und wahrend der gesamten Abarbeitung liegt Y1

ungelesen auf dem STACK.
Also gilt auch
k/
(gj. W, V) F (Gj1.e.8).

129
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Beweis ﬂ(“.

a V:={[qg X, pllpge Q, XeT}U{S}.
m S—[qy 5. q|firallege Q

® (9, X, qme1] — alay, Y1, Q2] ... [Gm. Y, Qs ]
fur alle Moglichkeiten go, . . ., gm+1 € Q,
falls (g1, Y1... Ym) € 6(q, a X).

Also gilt auch
k/
(g7, wj, Yj) F (g1, €.8).

Nach Induktionsvoraussetzung folgt daraus, dass [q;, Y}, gj+1] —+ w; in
G existiert. Damit erhalten wir, dass auch

[9. X, p] = algn, Y1, Q2)[G2. Y2, Q] - - [Gm, Yim, Q1] = awy ... Wi = w

in G existiert.
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Korollar
Die Klasse der von nichtdeterministischen Kellerautomaten akzeptier-
ten Sprachen ist gleich der Klasse der kontextfreien Sprachen.




Ubersicht Chomsky-2 AT

Sei L eine Sprache mit ¢ ¢ L.

’ 3 PDA der L durch akzeptierenden Endzustand akzeptiert ‘
Satz 5.26 Satz 5.25

’ 3 PDA, der L durch leeren Stack akzeptiert ‘
Satz 5.27

’ 3 Grammatik in Greibach Normalform fuer L ‘
Satz 5.23

nach Definition

’ 3 Chomsky-2 Grammatik fuer L

Satz 5.28
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Exkurs

Wofir braucht man eigentlich Grammatiken und Berechnungsmodelle
wie endliche Automaten oder Turingmaschinen?

m Die Chomsky-Hierarchie wurde von dem Linguisten Noam Chomsky
entworfen. Urspringlich war sie als Mittel zur Beschreibung
natdrlicher Sprachen gedacht (hat sich nicht erfillt).

m Grammatiken und Automaten sind fundamental fir die Beschreibung
von Progammiersprachen.

m XML basiert auf sogenannten Dokumenttypdefinitionen (DTD). Diese
sind kontextfreie Grammatiken.
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Zwischenfazit zu kontextfreien Grammatiken AT

m Es kann in polynomialer Laufzeit entschieden werden, ob zu einer
kontextfreien Grammatik G die Sprache L(G) leer bzw. endlich ist.

m Das Wortproblem fir kontextfreie Grammatiken ist in polynomialer
Laufzeit entscheidbar.

m Fir kontextfreie Grammatiken G, Gy und G» sind die Sprachen
a L(G)*,
m L(G)UL(Go) und
u L(Gy) L(Gp)

kontextfrei.
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Satz:
Das Problem fiir kontextfreie Grammatiken Gy und G» zu entscheiden,
ob L(Gy) N L(Gp) = @ ist, ist nicht entscheidbar.
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Satz:
Das Problem fiir kontextfreie Grammatiken Gy und G» zu entscheiden,
ob L(Gy) N L(Gp) = @ ist, ist nicht entscheidbar.

Beweisskizze:

m Wir beweisen, dass aus der Entscheidbarkeit von L(G1) N L(G,) = @
die Entscheidbarkeit des Post’schen Korrespondenzproblem (PKP)
folgt.

m Dies ist ein Widerspruch zur Nichtentscheidbarkeit des PKP.

m Wir geben fir jede PKP-Instanz K kontextfreie Grammatiken Gy und
Gy an, so dass es ein Wort w € L(Gy) N L(Gz) genau dann gibt,
wenn es eine Lsung fir K gibt.



Das Post’sche Korrespondenzproblem ﬂ(“‘

Post’'sches Korrespondenzproblems
Gegeben ist endliche Folge von Wortpaaren

K= (X1, 1) (0 7))

Uber einem endlichen Alphabet X. Es gilt X; # € und y; # e. Gefragt
ist, ob es eine endliche Folge von Indizes iy, ..., e {1,..., k} gibt,
$0 dass Xj, ... X;, = Yj, ---yj, 9ilt.
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Beweis ﬂ(".

Gegeben sei PKP-Instanz K = ((x1, 1), ..., (Xk, Yk))

EsseiX = {xi,..., X, Y1, -, Vi, 81, - -, ax}
mit neuen Symbolen ay, ..., ak.

Essei Gy = (X, Vi = {S1}, S1, Ry) mit Regeln

Si — ax;und Sy — a;S1x furalle 1 < < k;
a Essei Gg = (Z, V2 = {Sg}, 82, Rg) mit Regeln

Sg — ajyi und 82 — a,-Sgy,- firalle1 <i <k

Dann gilt
L(G1) = {a,-n---a,-1x,-1---x,-n|n€N,1§ij§k}
L(G2) = {aj,---ay, -y, neN 1<i<kj}.
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Beweis
K
L(Gy)
L(G2)
Es folgt

K hat Lésung

teee

(. y1)0 0, (XK Yi))

{aj,~--ayx, - x,| n€N, 1<i <k}
{ain"'ai1yi1"'yin|n€1N’ 1 Sljgk}
iy, ..., In Mit X, - - X;, = Y Yin,

Jiy, ..., Inmit ;- a, X, - X, = &, a,y

dw € L(G1) N L(Gz)
L(G)NL(G) # @

..yin
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Eine Grammatik G ist eindeutig, wenn es fir jedes w € L(G) genau
einen Syntaxbaum gibt.

Satz:
Das Problem, fir eine kontextfreie Grammatik G zu entscheiden, ob

sie eindeutig ist, ist nicht entscheidbar.
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Beweisskizze ﬂ(".

m Annahme: Es sei entscheidbar, ob eine kontextfreie Grammatik
eindeutig ist.

a Dann kénnten wir das PKP entscheiden.
m Dies ist ein Widerspruch.



Beweis ﬂ(".

m Gegeben sei PKP-Instanz K = ((x1, y1), ..., (X, Yk))-

m Seien Gy = (%, V4, 81, Ry) und Gp = (£, Vo, Sy, Ro) wie im letzten
Beweis.

m Wir konstruieren eine neue Grammatik G = (%, V, S, R), die
mehrdeutig ist, gdw, L(G1) N L(Gy) # @ :

V. = ViU WU{S} wobei S neues Startsymbol
R = Ry URgU{S—) S1|Sg}

a Da G; und G; eindeutig sind, existiert w € L(G;) N L(Gz) genau

dann, wenn es in G Ableitungen S — S; = wund S — S, = w gibt,
also G mehrdeutig ist.
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Sprache der korrekten Rechenwege ﬂ("‘

m SeiM=(QXT, U, qd,F)eine TM.
m Eine Berechnung von M kann durch die Folge der durchlaufenen
Konfigurationen agf mita, € I und g€ Q
beschrieben werden.

® aqp bedeutet, dass
a auf dem Band das Wort 8, umgeben von Blanksymbolen, steht,
m die Turingmaschine im Zustand q ist

m und der Lese-/Schreibkopf auf die Stelle des Bandes, an der das erste
Symbol von B steht, zeigt.

a Wenn wy, wo,..., wp, die Abfolge der Konfigurationen einer
Berechnung von M ist, so kann dieser Rechenweg durch das Wort
Wi H#Wo# ... #wp#, mit # ¢ T Trennsymbol, kodiert werden.



1M

Sprache der korrekten Rechenwege ﬂ("‘

m Allerdings lasst sich die Sprache aller Wérter, die in dieser Weise die
korrekten Rechenwege einer TM kodieren, nicht unbedingt durch
kontextfreie Grammatiken beschreiben.

m Daher wird ein ,Trick” angewendet und jede zweite Konfiguration
gespiegelt kodiert.
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Sprache der korrekten Rechenwege AT

Die Sprache B, der korrekten Rechenwege einer TM M besteht
aus allen Worten

wy #wl#ws#wl .. wi# falls n gerade und

wy # WS #wa#wl .. wh#, falls n ungerade,

wobei

m die w;, 1 < i < n, Konfigurationen von M sind,
m wy eine Anfangskonfiguration,

m wj, eine akzeptierende Konfiguration und

(]

for alle 1 <7 < n— 1 die Konfiguration w;, 1 die direkte
Nachfolgekonfiguration von w; bei einer korrekten Berechnung von
M

ist.
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Lemma

Fir alle Turingmaschinen M ist By, der Durchschnitt zweier Sprachen
a L= L(G1)

a L2 = L(Gg),

wobei G; und G> kontextfreie Grammatiken sind.
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Beweis ﬂ(".

Wir konstruieren Ly und L, aus den Sprachen

L {u#vR|v ist direkte Nachfolgekonfiguration von u fiir M}
L' := {vR#uluist direkte Nachfolgekonfiguration von v fiir M}

Falls L und L’ kontextfrei sind, so sind auch

Ly (L{#1)"({e} UTTFT™{4#})
Lo = {qo}Z {#}(L'{#})"({e} UT"FT"{#})

kontextfrei, wobei

a [ Bandalphabet,

m X Eingabealphabet,

m gy Anfangszustand und
m F Endzustandsmenge
von M.
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Beweis

Offensichtlich haben alle Wérter aus L1 die Form
W1#W§# - Wg,-_1#W§# oder

Wi WS A . Woi g HWGIH Woj 1 #
mit
® w; Konfiguration von M
m wy; direkte Nachfolgekonfiguration von wy;_1

far alle 1 < j < iund ws;, 1 akzeptierende Konfiguration, falls vorhanden.
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Beweis

Analog haben alle Wérter aus L, die Form
W1#W§# - Wg,-_1#W§# oder

Wi W H L WE_H Wi 7
mit
® w; Konfiguration von M
® w; Anfangskonfiguration
® wy; 4 direkte Nachfolgekonfiguration von wy;

far alle 1 <j < i—1 und ws; akzeptierende Konfiguration, falls
vorhanden.

Dann ist Byq = Ly N Ly.




Beweis A“(IT

Wir geben nun eine kontextfreie Grammatik G fir L an mit Startvariable S
und zusétzlicher Variable A.

G enthalte folgende Regeln:
alle Regeln S — aSa, ac I'\{U};
fiir alle Ubergénge 6(q. a) = (¢, b, R) von M die Regeln
S — qaAq'b;
fir alle Ubergange (g, a) = (¢', b, L) von M die Regeln
S — xgaAbxq', wobei x Symbol links von a beim Lesen von g im
Zustand g;
fiir alle Ubergénge 6(g. a) = (¢', b, N) von M die Regeln
S — qaAbq';
fir alle a € T die Regeln A — aAa;
die Regel A — #.
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Beweis ﬂ(".

m Analog kann eine kontextfreie Grammatik G’ fiir L' angegeben
werden.

m Esist leicht zu zeigen, dass L(G) = Lund L(G') = L' ist.
m Damit ist die Behauptung bewiesen.



Bemerkung ﬂ(“.
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Falls M in jeder Berechnung nur héchstens einen Rechenschritt aus-
fuhrt, ist By sogar selbst kontextfrei.




150

Lemma

Sei M eine TM, die auf jeder Eingabe mindestens zwei Rechenschrit-
te ausfihrt. Dann ist die Sprache By, genau dann kontextfrei, wenn

L(M) endlich ist.
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Beweis ﬂ(".

By ist kontextfrei < L(M) endlich ist
a Sei L(M) endlich

m Zu jeder Eingabe aus L(M) gibt es genau eine akzeptierende
Berechnung.

a Damit ist By, auch endlich,
m Jede endliche Sprache ist regulér, also auch kontextfrei.
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Beweis

By ist kontextfrei = L(M) endlich ist

Angenommen L(,M) sei unendlich und By, ware kontextfrei.

Da L(.M) unendlich ist, gibt es zu der Konstanten n aus Ogden’s
Lemma ein w € By mit w = wy#w5# ... und |[w§| > n.

Wenn alle Symbole aus #WzR# markiert werden, muss es eine
Zerlegung uvwxy von w geben, sodass vx mindestens einen und vwx
hdchstens n markierte Buchstaben enthalt und uviwx’y € By fir alle
i>0.

Da M mindestens zwei Berechnungsschritte ausflihrt, existieren die
Konfigurationen wy, wo und ws.

Entsprechend der Zerlegung von w enthalten #Wf# und vx

mindestens einen gemeinsamen Buchstaben, und nur eines der
Worte wy und ws hat ebenfalls gemeinsame Buchstaben mit vx.



Beweis A“(IT

By ist kontextfrei = L(M) endlich ist

m Da M mindestens zwei Berechnungsschritte ausflhrt, existieren die
Konfigurationen wy, wo und ws.

a Entsprechend der Zerlegung von w enthalten #Wf# und vx
mindestens einen gemeinsamen Buchstaben, und nur eines der
Worte wy und ws hat ebenfalls gemeinsame Buchstaben mit vx.

a Wenn wy keinen gemeinsamen Buchstaben mit vx hat, ist
uviwx?y ¢ B, da die Berechnung fiir die Anfangskonfiguration w;
eindeutig ist.

m Aus demselben Grund ist uv2wx?y ¢ B, falls wq# Préfix von uv? ist.

m Falls v ein Teilwort von wy ware, misste x ein Teilwort von Wf sein,
damit fiir groBes i das Wort uv/wx’y € B, ist, da zwei
aufeinanderfolgende Konfigurationen etwa gleich lang sind.

m Dann wére aber wj als Nachfolgekonfiguration zu kurz, uv/wx'y also
keine Kodierung eines korrekten Rechenweges von M.

m Dies ist ein Widerspruch.
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Lemma

Fur jede TM M ist das Komplement (B )€ von By, kontextfrei.




Beweisskizze

Wir geben Ly, L, und Lz kontextfrei an, dass (By)¢ = Ly U L, U Ls.
Wir nennen

_ wi#w# . wl#  fir gerades n
wy #wS# . wp#t  flr ungerades n

wohlgeformt, wobei w; Konfiguration fir alle i, 1 <7 < n, wy
Anfangskonfiguration und w, akzeptierende Konfiguration.

Ly := {w]|w nicht wohlgeformt}

w wohlgeformt und es gibt / ungerade, sodass w;# W,-’L
Ly := w | Teilwort von w, flr das w;. 1 nicht Nachfolgekonfiguration
von w; ist.

w wohlgeformt und es gibt / gerade, sodass W,.R#Wi+1
Ly:= w | Teilwort von w, flr das w;. 1 nicht Nachfolgekonfiguration
von w; ist.
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Beweisskizze

Ly := {w|w nicht wohlgeformt}

w wohlgeformt und es gibt / ungerade, sodass w;# W,-’L
Ly := w | Teilwort von w, flr das w;. 1 nicht Nachfolgekonfiguration
von w; ist.

w wohlgeformt und es gibt / gerade, sodass WI-R#W,-+1

Ly := w | Teilwort von w, flr das w;. 1 nicht Nachfolgekonfiguration
von w; ist.

Es bleibt zu zeigen, dass Ly, Ly und L3 kontextfrei sind.
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Beweisskizze

Ly := {w|w nicht wohlgeformt}

w wohlgeformt und es gibt / ungerade, sodass w;# W,-’L
Ly := w | Teilwort von w, flr das w;. 1 nicht Nachfolgekonfiguration
von w; ist.

w wohlgeformt und es gibt / gerade, sodass WI-R#W,-+1

Ly := w | Teilwort von w, flr das w;. 1 nicht Nachfolgekonfiguration
von w; ist.

L4 ist das Komplement des reguldren Ausdrucks
QoX#(T* QU #)* T FI*#

und ist damit sogar regulér.
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Beweisskizze

Ly := {w|w nicht wohlgeformt}

w wohlgeformt und es gibt / ungerade, sodass w;# W,-’L
Ly := w | Teilwort von w, flr das w;. 1 nicht Nachfolgekonfiguration
von w; ist.

w wohlgeformt und es gibt / gerade, sodass WI-R#W,-+1

Ly := w | Teilwort von w, flr das w;. 1 nicht Nachfolgekonfiguration
von w; ist.

Fir Ly und L, kdnnen kontextfreie Grammatiken angegeben werden,
wobei die Regeln ahnlich wie im Beweis zum vorletzten Lemma
hergeleitet werden.
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Satz:
Seien G, Gy, G»> kontextfreie Grammatiken Uber X. Es ist nicht ent-

scheidbar, ob
(L(G))¢ kontextfrei ist,
L(Gy)N L(Gg) kontextfrei ist,

L(G) =
L(G)Z( 2),
L(G1) € L(Ga).



Beweis A“(IT

(i) Es ist nicht entscheidbar, ob (L(G))€¢ kontextfrei ist.

Beweis:
Angenommen, es gabe eine TM M/, die fir G entscheidet, ob (L(G))°
kontextfrei ist. Wir zeigen, dass es dann auch eine TM M gabe, die

L:= {{M)|L(M) endlich}

entscheidet. Dies ware ein Widerspruch zum Satz von Rice.
a O.B.d.A. enthalte L nur (M), fir die M mindestens zwei
Rechenschritte ausfihrt.

a Die TM M” berechnet fir jede Eingabe (M) eine kontextfreie
Grammatik Gy fir (Bay)C.

m Dann simuliert M" die TM M’ auf der Eingabe G, und entscheidet
damit, ob By kontextfrei ist.

m Dies ist dquivalent dazu, dass L(,M) endlich ist.
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Beweis ﬂ(".

(i) Es ist nicht entscheidbar, ob L(G1) N L(Gy) kontextfrei ist.

Beweis:
m Angenommen, es gabe eine TM M’, die fir G; und G, entscheidet,
ob L(Gy) N L(Gy) kontextirei ist.

m Wir betrachten eine TM M", die auf Eingaben (M) kontextfreie
Grammatiken Gy x4 und G 1 berechnet mit
L(G1,m) N L(G2,m) = Bu-

m Dann simuliert M" die TM M’ auf den Eingaben G; ¢ und Gy 4 und
entscheidet damit, ob B kontextfrei ist, also wieder ob L(M) endlich
ist.

m Dies ist wie in (i) ein Widerspruch zum Satz von Rice.
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Beweis ﬂ(".

(i) Es ist nicht entscheidbar, ob L(G) = X*.

Beweis:

m Angenommen, es gabe eine TM M/, die fir G und T entscheidet, ob
L(G) = x* ist.

m Wir betrachten eine TM A", die fir (M) entscheidet, ob L(M) = @
ist.

m Dies ware wieder ein Widerspruch zum Satz von Rice.

M" berechnet fir (M )eine kontextfreie Grammatik G fir (Ba)C.

m Dann simuliert M" die TM M’ auf G, und entscheidet, ob
(Bpm)¢ = (TU{#}UuQ)* ist.

m Dies ist dquivalent dazu, dass By, = @ und damit L(M) = @ ist.
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Beweis

(iv) Es ist nicht entscheidbar, ob L(G1) = L(G>).
Beweis:

m Die Entscheidung, ob L(Gy) = X* ist, ist ein Spezialfall von
L(Gy) = L(Gp).
m Damitist L(Gy) = L(G,) ebenfalls unentscheidbar.
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Beweis

(v) Es ist nicht entscheidbar, ob L(Gy) C L(Gy).
Beweis:

m Die Entscheidung, ob * = L(Gy) ist, ist ein Spezialfall von
L(Gy) C L(Gy).

m Damitist auch L(Gy) C L(G2) unentscheidbar.
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Satz:
Die Sprache L = {a'b/ck|i = j oder j = k} ist inhdrent mehrdeutig.



Beweisskizze

Zunéchst stellen wir fest, dass
L={abck|i=joderj=k}
kontextfrei ist. Es gilt L = Ly U Lo, wobei
Ly :={ab'|i> 0} {c}*
Ly :={a}*-{b/c'|i > 0}.

Der Schnitt o
LinLly = {a’b’c’|i > 0}

ist jedoch nicht kontextfrei.
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Beweisskizze A“(IT

Zunéchst stellen wir fest, dass
L={abck|i=joderj=k}
kontextfrei ist. Es gilt L = Ly U Lo, wobei
Ly :={ab'|i> 0} {c}*
Ly :={a}*-{b/c'|i > 0}.

Der Schnitt o
LinLly = {a’b’c’|i > 0}

ist jedoch nicht kontextfrei.

Beweisidee Mehrdeutigkeit von L:
Zeige fur gewisse Worter w € Ly N Lp, dass jede beliebige kontextfreie
Grammatik G zu L zwei Syntaxbdaume fir w.
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Beweisskizze A“(IT

Zunéchst stellen wir fest, dass
L={abck|i=joderj=k}
kontextfrei ist. Es gilt L = Ly U Lo, wobei
Ly :={ab'|i> 0} {c}*
Ly :={a}*-{b/c'|i > 0}.

Der Schnitt o
LiNnL = {a’b’c’|i > 0}

ist jedoch nicht kontextfrei.

Ausgehend von a"b"¢"™ und @t b"¢" zeige mit Ogden’s Lemma,
dass es zu @™t "t M zwei Syntaxbdume gibt.
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