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Thema dieses Kapitels

Fragestellung bisher:

m Ist eine Sprache L entscheidbar oder nicht?

m Ist eine Funktion berechenbar oder nicht?

m Benutzung von deterministischen Turing-Maschinen.

In diesem Kapitel:
m Wie effizient kann ein Problem gel6st werden?
m Betrachtung von nichtdeterministischen Turing-Maschinen.

Frage (P vs. NP):

Gibt es einen wesentlichen Effizienzgewinn beim Ubergang der
deterministischen Turing-Maschine zur nichtdeterministischen
Turing-Maschine?




Kapitel

m Sprachen
m Probleme
m Zeitkomplexitat



Wie sieht ein Problem aus? A“(IT

Beispiel: Traveling Salesman Problem (TSP)

Gegeben sei ein vollstdndiger Graph G = (V, E, ¢), d.h.

m E={{uv}|uveV u#v}
mc E—7Zt.

Wir betrachten folgende Problemvarianten

a Optimierungsproblem:
Gesucht ist eine Tour (Rundreise), die alle Elemente aus V enthalt
und minimale Gesamtlange unter allen solchen Touren hat.

a Optimalwertproblem:
Gesucht ist die Ladnge einer minimalen Tour.

a Entscheidungsproblem:
Gegeben sei zusatzlich auch ein Parameter k € Z . Die Frage ist
nun: Gibt es eine Tour, deren Lange hichstens k ist?



Wie sieht ein Problem aus?

Wir betrachten folgende Problemvarianten

a Optimierungsproblem:
Gesucht ist eine Tour (Rundreise), die alle Elemente aus V enthalt
und minimale Gesamtldnge unter allen solchen Touren hat.

a Optimalwertproblem:
Gesucht ist die Lange einer minimalen Tour.

a Entscheidungsproblem:
Gegeben sei zusétzlich auch ein Parameter k ¢ Z*. Die Frage ist
nun: Gibt es eine Tour, deren Lange hbchstens k ist?

Bemerkung:

m Mit einer Losung des Optimierungsproblems kann man leicht auch
das Optimalwertproblem und das Entscheidungsproblem I6sen.

a Mit einer L&sung des Optimalwertproblems kann man leicht auch das
Entscheidungsproblem lésen.



Definition: Problem

Ein Problem IT ist gegeben durch:

m eine allgemeine Beschreibung aller vorkommenden Parameter;

m eine genaue Beschreibung der Eigenschaften, die die Lésung haben
soll.

Ein Problembeispiel / (Instanz) von I1 erhalten wir, indem wir die

Parameter von I1 festlegen.



Definition: Kodierungsschema ﬂ("'

m Wir interessieren uns fir die Laufzeit von Algorithmen.
m Diese wird in der GréBe des Problems gemessen.

Die Gr6Be eines Problems ist abh&ngig von der Beschreibung oder
Kodierung der Problembeispiele

m Ein Kodierungsschema s ordnet jedem Problembeispiel eines
Problems eine Zeichenkette oder Kodierung tber einem Alphabet &
Zu.

m Die Inputldnge eines Problembeispiels ist die Anzahl des Symbole
seiner Kodierung.



Kodierungsschema

Es gibt verschiedene Kodierungsschemata flir ein bestimmtes Problem.
Beispiel:
m Zahlen kdnnen dezimal, binar, unar, usw. kodiert werden.

m Die Inputldnge von 5127 betragt dann 4 fir dezimal, 13 fir binar und
5127 fir unar.

Wir werden uns auf verniinftige Schemata festlegen:

a Die Kodierung eines Problembeispiels sollte keine tberflissigen
Informationen enthalten.

m Zahlen sollen binar (oder k-ar fUr k # 1) kodiert sein.



Kodierungsschema ﬂ("'

Dies bedeutet, die Kodierungslange

m einer ganzen Zahl nist [logy |n| + 1]+ 1 =:(n)
(eine 1 bendtigt man fur das Vorzeichen);

m einer rationalen Zahl r = £ ist (r) = (p) +(q);

m eines Vektors X = (xy, ..., xn) ist (X) := Y7 4 (X;);

m einer Matrix A € Q™" ist (A) := Y4 YL (&)

m eines Graphen G = (V, E) kann zum Beispiel durch die Kodierung
seiner Adjazenzmatrix, die eines gewichteten Graphen durch die
Kodierung der Gewichtsmatrix beschrieben werden.



Aquivalenz von Kodierungsschemata AT

Zwei Kodierungsschemata sy, o heiBen dquivalent beziglich eines
Problems TI1, falls es Polynome py, p»> gibt, so dass gilt:

(Ist(N] = n=|s2(N)] < p2(n)) und ([s2(/)| = m = [s1 (/)] < p1(m))

far alle Problembeispiele / von T1.



Entscheidungsprobleme ﬂ("'

m Ein Entscheidungsproblem IT kénnen wir als Klasse von
Problembeispielen D auffassen.

m Eine Teilmenge dieser Klasse ist Ji1 C Dy, die Klasse der
Ja—Beispiele, d.h. die Problembeispiele deren Antwort Ja ist.

m Der Rest der Klasse N C Dy ist die Klasse der Nein—Beispiele.



Korrespondenz von Entscheidungsproblemen ﬂ(“'
und Sprachen

Ein Problem IT und ein Kodierungsschema s: Dy — X* zerlegen X~ in
drei Klassen:

m Worter aus X%, die nicht Kodierung eines Beispiels aus Dr sind,
m Worter aus ¥, die Kodierung eines Beispiels | € Np sind,
m Worter aus ~*, die Kodierung eines Beispiels / € Jit sind.

Die dritte Klasse ist die Sprache, die zu I'T im Kodierungsschema s
korrespondiert.

Die zu einem Problem IT und einem Kodierungsschema s zugehérige
Sprache ist

L[I1, §] := {X ex”

> ist das Alphabet zu s und x ist Kodierung
eines Ja—Beispiels / von [Tunter s,d.h. I € Jpg



m Wir betrachten im folgenden deterministische Turing-Maschinen mit
zwei Endzustanden qy, gy, wobei q; akzeptierender Endzustand ist.

a Dann wird die Sprache L4, akzeptiert von der Turing-Maschine M,
falls
Ly = {x € ¥ | M akzeptiert x} .

m Eine deterministische Turing-Maschine M l6st ein
Entscheidungsproblem IT unter einem Kodierungsschema s, falls M
bei jeder Eingabe Uber dem Eingabe-Alphabet in einem Endzustand
endet und Ly, = L[IT, s] ist.



Zeitkomplexitat A“(IT

Fir eine deterministische Turing-Maschine M, die fur alle Eingaben Uber
dem Eingabe-Alphabet X halt, ist die Zeitkomplexitatsfunktion
Ta: ZF — Z7T definiert durch

es gibt eine Eingabe x € X* mit |x| = n, so
dass die Berechnung von M bei Eingabe x
m Berechnungsschritte (Ubergénge) benétigt,
bis ein Endzustand erreicht wird

Ta(n) = maxq m



Die Klasse P AT

Die Klasse Pist die Menge aller Sprachen L (Probleme), fir die eine
deterministische Turing-Maschine existiert, deren
Zeitkomplexitatsfunktion polynomial ist, d.h. es existiert ein Polynom p mit

Tr(n) < p(n).



Schwierigkeit von Entscheidungs und AT
Optimierungsproblem

Satz:

Falls es einen Algorithmus A gibt, der das Entscheidungsproblem des
TSP in polynomialer Zeit 16st, so gibt es auch einen Algorithmus, der
das Optimierungsproblem in polynomialer Zeit 16st.



Schwierigkeit von Entscheidungs und AT
Optimierungsproblem

Satz:

Falls es einen Algorithmus A gibt, der das Entscheidungsproblem des
TSP in polynomialer Zeit 16st, so gibt es auch einen Algorithmus, der
das Optimierungsproblem in polynomialer Zeit 16st.

Beweis: Algorithmus, der das Optimierungsproblem [8st.

G=(V.E),cj=c({ij})furijeV:={1,.., n},
Algorithmus A
dij (1 <i,j < n), so dass alle bis auf n der d;-Werte den

Wert (max c,-j> + 1 haben. Die restlichen n dj-Werte
i

haben den Wert ¢; und geben genau die Kanten einer
optimalen Tour an.



Algorithmus OPT-TOUR (als Beweis) AT

® berechne m:= max Cyj;
1<ij<n

setze L(ow) := 0 und H(igh) := n- m;
solange H — L > 1 qilt, fihre aus:

falls A <n, o} [%(H + L)-D = nein ist,

setze L := [%(HJF Lﬂ 1
sonst
setze H := [%(HJF Lﬂ;

(* bindre Suche )

falls A(n, c, L) =,nein” ist,setze OPT := H; sonst setze OPT := L;
fari=1...nfuhre aus
firj =1...nflhre aus
setze R:=c¢j; ¢j:=m+1;
falls A(n, ¢, OPT) = nein ist, setze ¢; := R;
e setze dj; = ¢j;



Bemerkungen zum Algorithmus ﬂ("'

Die Schleife in Schritt 2 bricht ab, und danach ist die Differenz H — L
gleich 1 oder 0, denn:

m Solange H— L > 1, &ndert sich bei jedem Schleifendurchlauf einer
der Werte H, L:
» Fir H—L > 1gilt, dass L # [%(H—i— L)] +1und H # [%(H—i— L)-‘ ist.
m Die Differenz verkleinert sich also mit jedem Durchlauf
® Da Hund L ganzzahlig sind, tritt der Fall H — L < 1 ein.

m Nach Abbruch der Schleife gilt H — L > 0:

m Eine Differenz zwischen H und L von 0 kann genau durch Erhéhen von L
bei einer aktuellen Differenz von 2 bzw. 3 erreicht werden

m Eine Differenz zwischen H und L von 0 minimal ist (bei einer Differenz von
weniger als 2 wird die Schleife nicht mehr betreten).



Laufzeit des Algorithmus

In 2. wird A(n, ¢, k) etwa log(n - m)—mal aufgerufen
In 4. wird A(n, ¢, OPT) etwa n’—mal aufgerufen.

Die Inputlange ist O(n? - log(max ¢;j)).
Da A polynomial ist, ist dies also auch OPT-TOUR.

Es finden also O(n? + log(nm)) Aufrufe von A statt.



Kapitel ﬂ(".

a Nichtdeterministische Turingmaschinen
m Die Klasse NP



Die Nichtdeterministische Turingmaschine ﬂ("'

Bei der nichtdeterministischen Turing-Maschine wird die
Ubergangsfunktion ¢ zu einer Relation erweitert.

Dies ermdglicht Wahiméglichkeiten und e-Ubergange (vergleiche
endliche Automaten).

Wir betrachten ein dquivalentes Modell einer nichtdeterministischen
Turing-Maschine (NTM), die auf einem Orakel basiert

Dies kommt der Intuition naher.
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Die Nichtdeterministische Turingmaschine

Schreib- Lese-/Schreib-
kopf kopf

endliche Kontrolle
Orakel

Nichtdeterministische Turingmaschinen (NTM)

m werden analog zur DTM durch das Oktupel (Q, %, U, T, s,4, qy, qn)

beschrieben.
® haben zusatzlich zu der endlichen Kontrolle mit dem

Lese-/Schreibkopf ein Orakelmodul mit einem eigenen Schreibkopf
m NTMs haben genau zwei Endzustande ¢, und gy, wobei g, der

akzeptierende Endzustand ist.
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Die Nichtdeterministische Turingmaschine ﬂ("'
A TTTTITTITITT -

Schreib- Lese-/Schreib-
kopf kopf

endliche Kontrolle

Orakel

Berechnung bei einer nichtdeterministischen Turing-Maschine
a 1. Stufe:
m Das Orakelmodul weist seinen Schreibkopf an, Schritt fir Schritt entweder
ein Symbol zu schreiben und nach links zu gehen oder anzuhalten.

m Falls der Schreibkopf anhélt, wird das Orakelmodul inaktiv, und die
endliche Zustandskontrolle wird aktiv.

a 2. Stufe:

a Ab jetzt genau wie bei DTM.
m Das Orakelmodul und sein Schreibkopf sind nicht weiter beteiligt.



Die Nichtdeterministische Turingmaschine ﬂ("'
A TTTTITTITITT -

Schreib- Lese-/Schreib-
kopf kopf

endliche Kontrolle

Orakel

m Eine nichtdeterministische Turing-Maschine M akzeptiert ein Wort
Xx €X* genau dann, wenn es eine Berechnung gibt, die in g; endet.

@ M akzeptiert die Sprache L C ¥* genau dann, wenn sie gerade die
Worter aus L akzeptiert.

20
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Ubertragung auf Entscheidungsprobleme TI1 Aﬂ("‘

Die Eingabe ist ein Wort aus X*, zum Beispiel eine Kodierung eines
Problembeispiels / € Dry.

m 1. Stufe: Es wird ein Orakel aus I'* berechnet, zum Beispiel ein
Lésungsbeispiel fur /, also ein Indikator, ob / € Jr7 oder I € Ny gilt.

m 1. Stufe: Hier wird nun dieser Lésungsvorschlag Gberprift, d.h. es
wird geprift ob / € Jp.

Beispiel TSP

m 1. Stufe: Es wird zum Beispiel eine Permutation ¢ auf der
Knotenmenge V vorgeschlagen. D.h. (¢(1), ..., c(n),G=(V,E),c
und k bilden die Eingabe.

m 1. Stufe: Es wird nun Uberprift, ob o( V) eine Tour in G enthalt, deren
Lé&nge bezlglich ¢ nicht gréBer als k ist.
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Bemerkungen zur NTM ﬂ(“.

m Das Orakel kann ein beliebiges Wort aus I'* sein.

m Darum muss in der Uberpriifungsphase (2.Stufe) zunachst gepriift
werden, ob das Orakel ein zulassiges Lésungsbeispiel ist.

m st dies nicht der Fall, so kann die Berechnung zu diesem Zeitpunkt
mit der Antwort ,Nein“ beendet werden.

m Jede NTM M hat zu einer gegebenen Eingabe x eine unendliche
Anzahl méglicher Berechnungen, eine zu jedem Orakel aus I'*.

m Endet mindestens eine in gy, so wird x akzeptiert.



Zeitkomplexitat fir NTM AT

m Die Zeit, die eine nichtdeterministische Turing-Maschine M benétigt,
um ein Wort x € Ly zu akzeptieren, ist definiert als die minimale
Anzahl von Schritten, die M in den Zustand g, Uberfihrt.

m Die Zeitkomplexitatsfunktion T,,: Z* — Z™ einer
nichtdeterministischen Turing-Maschine M ist definiert durch

es gibt ein x € Ly mit |x| = n, so
dass die Zeit, die M ben6tigt,
um x zu akzeptieren, mist

Tr(n) := max ({1} U {m

23
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Zeitkomplexitat fir NTM

m Die Zeit, die eine nichtdeterministische Turing-Maschine M benétigt,
um ein Wort x € Ly zu akzeptieren, ist definiert als die minimale
Anzahl von Schritten, die M in den Zustand g, Uberfihrt.

m Die Zeitkomplexitatsfunktion T,,: Z* — Z™ einer
nichtdeterministischen Turing-Maschine M ist definiert durch

es gibt ein x € Ly mit |x| = n, so
Tp(n):=max [ {1} U m | dassdie Zeit, die M benétigt,
um x zu akzeptieren, mist

Bemerkung 1

m Zur Berechnung von Ty (n) wird fir jedes x € L, mit |x| = ndie
klrzeste akzeptierende Berechnung betrachtet.

a AnschlieBend wir von diesen kirzesten die lAngste bestimmit.
m Somit ergibt sich eine worst—case Abschatzung.



23

Zeitkomplexitat fir NTM AT

m Die Zeit, die eine nichtdeterministische Turing-Maschine M benétigt,
um ein Wort x € L), zu akzeptieren, ist definiert als die minimale
Anzahl von Schritten, die M in den Zustand g, Uberfihrt.

m Die Zeitkomplexitatsfunktion T,,: Z* — Z™ einer
nichtdeterministischen Turing-Maschine M ist definiert durch

es gibt ein x € Ly mit |x| = n, so
Tp(n):=max [ {1} U m | dassdie Zeit, die M benétigt,
um x zu akzeptieren, mist

Bemerkung 2

m Die Zeitkomplexitdt hangt nur von der Anzahl der Schritte ab, die bei
einer akzeptierenden Berechnung auftreten.

m Hierbei umfasst die Anzahl der Schritte auch die Schritte der
Orakelphase.

m Per Konvention ist T (n) = 1, falls es keine Eingabe x der Lange n
gibt, die von M akzeptiert wird.
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Die Klasse NP A“(IT

Die Klasse NP ist die Menge aller Sprachen L, fur die es eine
nichtdeterministische Turing-Maschine gibt, deren Zeitkomplexitats-
funktion polynomial beschrankt ist.

(NP steht fir nichtdeterministisch polynomial.)



24

Die Klasse NP A“(IT

Die Klasse NP ist die Menge aller Sprachen L, fur die es eine
nichtdeterministische Turing-Maschine gibt, deren Zeitkomplexitats-
funktion polynomial beschrankt ist.

(NP steht fir nichtdeterministisch polynomial.)

Bemerkungen
m Alle Sprachen in AP sind entscheidbar.

m Informell ausgedriickt: IT gehért zu NP, falls IT folgende Eigenschaft
hat: Ist die Antwort bei Eingabe eines Beispiels / von IT Ja, dann kann
die Korrektheit der Antwort in polynomialer Zeit Gberpriift werden.
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Die Klasse NP ﬂ(“.

Die Klasse NP ist die Menge aller Sprachen L, fur die es eine
nichtdeterministische Turing-Maschine gibt, deren Zeitkomplexitats-
funktion polynomial beschrankt ist.

(NP steht fir nichtdeterministisch polynomial.)

Beispiel: TSPc N'P:

Denn zu gegebenem G = (V, E), ¢, k und einer festen Permutation ¢ auf
V kann man in O(| V| - log C), wobei C die groBte vorkommende Zahl ist,
Uberprift werden, ob

_i o(i+ 1)} +el{o(n).o(1)}) < &

gilt.
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Kapitel

m NP-volistandige Probleme



GroBe Frage der Theoretischen Informatik AT

m Trivialerweise gilt: P C NP.
Frage: Gilt P c NP oder P = N'P?
m Die Vermutung ist, dass P # NP gilt.

m Dazu betrachten wir Probleme, die zu den schwersten Problemen in
NP gehoren.

m Dabei ist am schwersten im folgenden Sinne gemeint:

m Wenn ein solches Problem trotzdem in P liegt, so kann man folgern,
dass alle Probleme aus AP in P liegen, d.h. P = N'P.

m Diese Probleme sind also Kandidaten, um P und NP zu trennen.

m Es wird sich zeigen, dass alle diese schwersten Probleme im
wesentlichen gleich schwer sind.
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NP-Vollstindigkeit AT

Eine polynomiale Transformation einer Sprache L; C X7 in eine
Sprache Ly C X3 ist eine Funktion f: X — X5 mit den Eigenschaften:

m es existiert eine polynomiale deterministische Turing-Maschine,
die f berechnet;

m firalle x € I gilt: x € Ly & f(x) € L.

Wir schreiben dann Ly o« L, (L4 ist polynomial transformierbar in Ly).

Eine Sprache L heiBt A'P-vollsténdig , falls gilt:
a L€ NPund
m firalle ' e NP gilt L' o L.
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NP-Vollstindigkeit AT

Wir formulieren nun die Begriffe polynomial transformierbar und
N P-vollstandig fiir Entscheidungsprobleme.

Ein Entscheidungsproblem I1; ist polynomial transformierbar in das
Entscheidungsproblem Iy, wenn eine Funktion f: Dy, — Dy, exis-
tiert mit folgenden Eigenschaften:

m fist durch einen polynomialen Algorithmus berechenbar;
w V/e D, :ledn = f(l) € Jn,.
Wir schreiben dann Iy « ITo.

Ein Entscheidungsproblem IT heiBt A/P-vollstandig, falls gilt:
m [1e NPund
a furalle IT' € NP gilt TT' « IT.



Transitivitat der poly. Transformation

Eine polynomiale Transformation einer Sprache L; C X7 in eine
Sprache Ly C X3 ist eine Funktion f: X — X5 mit den Eigenschaften:

m es existiert eine polynomiale deterministische Turing-Maschine,
die f berechnet;

m firalle x € I gilt: x € Ly & f(x) € L.

Wir schreiben dann Ly o« L, (L4 ist polynomial transformierbar in Ly).

Lemma. « ist transitiv, d.h. aus Ly o« Lo und Ly o L3 folgt Ly o Lj.

Beweis. Die Hintereinanderausfihrung zweier polynomialer
Transformationen ist wieder eine polynomiale Transformation.

29
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Korollar ﬂ(".

Korollar. Falls Ly, Lo € NP, Ly « Lo und Ly N'P-vollstandig, dann ist
auch Ly, N'P-vollsténdig.

Bedeutung.

Um also zu zeigen, dass ein Entscheidungsproblem IT N P-vollstéandig
ist, gehen wir folgendermafBen vor. Wir beweisen:

malle NP
m fUr ein bekanntes N'P-vollstandiges Problem IT' gilt: IT o IT.

Problem.
m Wir wissen noch fiir kein einziges Problem, dass es A/ P-vollstandig
ist.

m Das erste N'P-vollstédndige Problem ist das Erfiillbarkeitsproblem SAT
(satisfiability).



Das Problem SAT (satisfiability) AT

SeiU={u,..., Um} eine Menge von booleschen Variablen

Es heiBen u;, U; Literale.

Eine Wahrheitsbelegung fur U ist eine Funktion t: U — {wahr, falsch}.
Eine Klausel ist ein Boole’scher Ausdruck der Form

Viv...Vys mit yie{uy, ..., untU{t, ..., Unpt U{wahr, falsch}

Literalmenge

Problem SAT

Gegeben: Menge U von Variablen, Menge C von Klauseln tGber U.
Frage: Existiert eine Wahrheitsbelegung von U, so dass C erfillt wird,
d.h. dass alle Klauseln aus C den Wahrheitswert wahr annehmen?

Beispiel: U = {uy, up} mit C = {uy VU, U7 V uo} ist Ja-Beispiel von
SAT. Mit der Wahrheitsbelegung t(u1) = t(uz) = wahr wird C erfillt.



32

Weitere Beispiele fir SAT-Instanzen ﬂ("‘

Losbar:

U={ab,cde},C={cvdavbvcvdVvecVvd}

Nicht Iosbar:

U={ab,c}, C={avbabVverc}
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Der Satz von Cook (Steven Cook, 1971)

SAT ist N'P-vollstandig.
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Der Satz von Cook (Steven Cook, 1971) ﬂ("‘

SAT ist N'P-vollstandig.

Beweis:

m SAT € NP ist erfilllt:
Fir ein Beispiel / von SAT (mit n Klauseln und m Variablen) und einer
Wahrheitsbelegung t kann in O(m - n) Gberprift werden, ob t alle
Klauseln erflllt, d.h. ob [ ein Ja—Beispiel ist.

m Wir missen zeigen, dass flir jede Sprache L € NP gilt: L o Lgar,
wobei Lsar = L[SAT, s] fir ein geeignetes Kodierungsschema s ist.
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Beweis ﬂ(".

Wir miissen zeigen, dass fir jede Sprache L € NP gilt: L « LgaT, wobei
Lsat = L[SAT, s] fur ein geeignetes Kodierungsschema s ist.

m Dazu muss fiir alle Sprachen L € NP eine polynomiale
Transformation f; angegeben werden, fir die gilt, dass fur alle x € X*
(X Alphabet zu L) gilt

X € L« f(x) € Lgar-

m Wir benutzen, dass es eine NDTM M zu L gibt, die L in polynomialer
Laufzeit erkennt.

m M seigegeben durch (Q, X, U, T, qo,d, qy, qn) und akzeptiere die
Sprache L = L, in der Laufzeit Ty; < p(n), wobei p ein Polynom ist.
O.B.d.A.gilt p(n) > n.
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Beweis ﬂ(".

m Sei x eine Instanz und n := |x|

m Bei einer akzeptierenden Berechnung von M fiir x € ¥* ist die Anzahl
der Berechnungsschritte. beschrankt durch p(n).

m An einer so beschrankten Berechnung kénnen hdchstens die Zellen
—p(n) bis p(n) + 1 des Bandes beteiligt sein.

Der Zustand der deterministischen Stufe ist zu jedem Zeitpunkt eindeutig
festgelegt durch:

m den jeweiligen Bandinhalt dieser —p(n) bis p(n) + 1 Platze,
m den Zustand der endlichen Kontrolle
m und der Position des Lese-/Schreibkopfs.

Im folgenden beschreiben wir eine Berechnung vollstdndig durch
Variablen
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Beweis: Konstruktion der Variablen ﬂ("'

Bezeichne

m die Zustdnde aus Qdurch gy, 91 = qQJ. 92 = gn. Q3. - - -, ar

a die Symbole aus I' durch sp = LI, s1, ..., semit |T| = ¢+ 1.

Es gibt drei Typen von Variablen in dem zugehdrigen Problem SAT
Variable Glltigkeitsbereich Bedeutung
Qli,k]  0<i<p(n) zum Zeitpunkt i der Uber—

0<k<r prifungsphase ist M in Zustand gy

H[i, j] 0<i<p(n) zum Zeitpunkt i der Uber—

—p(n) <j<p(n)+1 prifungsphase ist der Lese—/
Schreibkopf an Position j

des Bandes
Sli,j. k] 0<i<p(n) zum Zeitpunkt i der Uber—
—p(n) <j<p(n)+1 profungsphase ist der Bandinhalt
0<k</ an Position j das Symbol s



Beweis: Konstruktion der Variablen ﬂ("'

Variable Gultigkeitsbereich Bedeutung

Qli, K] 0<i<p(n zum Zeitpunkt i der Uber—
0<k<r prifungsphase ist M in Zustand g

H[i, j] 0<i<p(n) zum Zeitpunkt i der Uber—

—p(n) <j<p(n)+1 prifungsphase ist der Lese—/
Schreibkopf an Position j

des Bandes
Sli,j, k] 0<i<p(n) zum Zeitpunkt i der Uber—
—p(n) <j<p(n)+1 prifungsphase ist der Bandinhalt
0< k<Y an Position j das Symbol s,

m Eine Berechnung von M induziert in kanonischer Weise eine
Wahrheitsbelegung dieser Variablen.

u Wir benutzen folgende Konvention:

m Falls M vor dem Zeitpunkt p(n) stoppt, bleibt M in allen folgenden
»  Zustanden in demselben Zustand und der Bandinhalt unverandert.



Beweis: Konstruktion der Variablen ﬂ("'

Variable Gultigkeitsbereich Bedeutung

Qli, K] 0<i<p(n zum Zeitpunkt i der Uber—
0<k<r prifungsphase ist M in Zustand g

H[i, j] 0<i<p(n) zum Zeitpunkt i der Uber—

—p(n) <j<p(n)+1 prifungsphase ist der Lese—/
Schreibkopf an Position j

des Bandes
Sli,j, k] 0<i<p(n) zum Zeitpunkt i der Uber—
—p(n) <j<p(n)+1 prifungsphase ist der Bandinhalt
0< k<Y an Position j das Symbol s,

Der Bandinhalt zum Zeitpunkt 0 der Uberpriifungsphase sei
m Eingabe x auf Platz 1 bis n

m Orakel w auf Platz —1 bis —|w|

m ansonsten Blanks.
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Beweis ﬂ(".

m Eine beliebige Wahrheitsbelegung muss nicht notwendigerweise eine

Berechnung induzieren (zum Beispiel Q[i, k] = Q[i, ] fur k # £).
Also konstruiere Transformation f; die Klauseln einflihrt, so dass
aquivalent ist:

m Flr Eingabe x gibt es eine akzeptierende Berechnung, deren
Uberprifungsphase hdchstens p(n) Zeit benétigt, und deren Orakel
héchstens Lange p(n) hat.

m Es gibt eine erfiillende Belegung fur die SAT-Instanz f (x).



37

Beweis A“(IT

Also konstruiere Transformation f; die Klauseln einfiihrt, so dass
aquivalent ist:

m Flr Eingabe x gibt es eine akzeptierende Berechnung, deren
Uberprifungsphase hdchstens p(n) Zeit benétigt, und deren Orakel
héchstens Lange p(n) hat.

m Es gibt eine erfiillende Belegung fur die SAT-Instanz f (x).

Damit kbnnen wir dann schlieBBen:

x € L < es existiert eine akzeptierende Berechnung von M
bei Eingabe x
& es existiert eine akzeptierende Berechnung von M bei
Eingabe x mit héchstens p(n) Schritten in der Uberpriifungs-
phase und einem Orakel w der Lange |w| = p(n)
& es existiert eine erflllende Wahrheitsbelegung fir die
Klauselmenge f; (x)
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Beweis

Konvention:
m Die Bewegungsrichtung des Kopfes seid € {—1,0,1}.
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Beweis: Konstruktion der Klauseln - Obersicht [T

Klausel- Einschrankung / Bedeutung

gruppe

Gy Zum Zeitpunkt j ist M in genau einem Zustand.

Go Zum Zeitpunkt i hat der Lese-/Schreibkopf genau eine
Position.

Gs Zum Zeitpunkt i enthalt jede Bandstelle genau ein Symbol
ausT.

Gy Festlegung der Anfangskonfiguration zum Zeitpunkt O:

M ist im Zustand qq, der Lese-/Schreibkopf steht
an Position 1 des Bandes; in den Zellen 1 bis n
steht das Wort x = sk, ... s

n

Gs Bis zum Zeitpunkt p(n) hat M den Zustand q erreicht.

Gs Zu jedem Zeitpunkt i folgt die Konfiguration von M
zum Zeitpunkt i + 1 aus einer einzigen Anwendung von ¢
aus der Konfiguration von M zum Zeitpunkt /.
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Klauselgruppe 1: ﬂ(“.

Zum Zeitpunkt i ist M in genau einem Zustand.
Konstruktion:

m Zu jedem Zeitpunkt j ist M in mindestens einem Zustand
Q[i,0] V...V Q[i,r] fir0<i< p(n)

® Zu jedem Zeitpunkt i ist M in nicht mehr als einem Zustand

Qli. v Qli,j] firo<i<p(n), 0<j<j <r



4

Klauselgruppe 2: ﬂ(“.

Zum Zeitpunkt / hat der Lese-/Schreibkopf genau eine Position
Konstruktion:

® Zum Zeitpunkt i hat der Lese-/Schreibkopf mindestens eine Position
Hli, —p(n]V ...V H[i,p(n)+1] fir0 < i< p(n)

m Zum Zeitpunkt i hat der Lese-/Schreibkopf hdchstens eine Position

H[i. jIv Hli,j'] fir0 <i< p(njund—p(n) <j<j < p(n)+1
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Klauselgruppe 3: ﬂ(“.

Zum Zeitpunkt / enthélt jede Bandstelle genau ein Symbol
Konstruktion:

m Zum Zeitpunkt i enthalt jede Bandstelle mindestens ein Symbol

0<i<p(n

S[i,j,0] v Sli,j1]v...v S[ij.£] for {_p(n) <j<p(n)+1

m Zum Zeitpunkt i enthalt jede Bandstelle héchstens ein Symbol

0<i<p(n)
S[i.j, k] v S[i,j. k'] fur ¢ —p(n) <j<p(n)+1
0< k<k </
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Klauselgruppe 4: ﬂ(“.

Festlegung der Anfangskonfiguration zum Zeitpunkt 0
Konstruktion:

m M istim Zustand qq
Q[0, 0]

m der Lese-/Schreibkopf steht an Position 1 des Bandes
H[0, 1]

m in den Zellen 1 bis n steht das Wort x = sy, ... sg

n

S[0,0,0], S[0, 1, k4], ..., S[0.n kp] . flr Eingabe x = sy, ... s,
S[0,n+1,0],..., S[0,p(n) 4+ 1,0] ,alle anderen Positionen



a4

Klauselgruppe 5:

Bis zum Zeitpunkt p(n) hat M den Zustand g, erreicht.

Konstruktion:
Qlp(n), 1]
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Klauselgruppe 6: ﬂ(“.

Zu jedem Zeitpunkt / folgt die Konfiguration von M zum Zeitpunkt
i+ 1 aus einer einzigen Anwendung von J aus der Konfiguration von
M zum Zeitpunkt /.

Wir unterteilen Klauselgruppe Gg in zwei Teilgruppen Gg 1, Ge 2.

m Gg1: Falls M zum Zeitpunkt / an der Position j das Symbol s, hat und
der Lese-/Schreibkopf nicht an der Position j steht, dann hat M auch
zum Zeitpunkt i 4+ 1 an Position j das Symbol s fir 0 < i < p(n).

m Gg»: Der Wechsel von einer Konfiguration zur ndchsten entspricht
tatsachlich 4.
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Klauselgruppe 6,1: ﬂ(“.

Falls M zum Zeitpunkt / an der Position j das Symbol s, hat und der
Lese-/Schreibkopf nicht an der Position j steht, dann hat M auch
zum Zeitpunkt / + 1 an Position j das Symbol s, fiir 0 < i < p(n).

Konstruktion:
((S[i,j, K] A H[/,j]) — S[i+1,], k])
Dies ergibt die Klausel

(S[i,j, K|V HIi ]V S[i+ 1., k])
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Klauselgruppe 6,2: ﬂ(“.

Der Wechsel von einer Konfiguration zur néchsten entspricht
tatsachlich .

® Seid(gk. Sm) = (G« Sy, d).
m (E sei g, aus Q\{qy gn} sonst gilt gc = gk, Sy = Smund d = 0.
(H[i.j) A Qi K] A S[i.j,m]) = H[i+1,j+ d]
und (H[i,j] A Q[i, kK] A S[i,j,m]) = Qi+ 1,«]
und (H[i.j] A Q[i. K] A S[i,j,m]) = S[i+ 1., 1]

Dies ergibt folgende Klauseln

H[i,j]v Q[i, k] v S[i,j, m]V H[i +1,j + d]
H[i,jlv Qi k] Vv S[i,j,m|V Q[i +1,x]
HIi j1v Qi k] v S[i,j,m| vV S[i+1,j, 1]

fur0 <i<p(n), —p(n) <j<p(n)+1.0<k<r, 0<m<Y
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Konstruktion der Klauseln - Zwischenergebnis [T

m Durch f; wird nun ein Input (M, x) auf die Klauselmenge
G=Gi NGy AN ...\ Gg

abgebildet.
m Wenn x € L, dann ist G erfullbar.

m Eine erflllende Wahrheitsbelegung der Variablen aus G induziert eine
akzeptierende Berechnung von M fiir die Eingabe x € L.
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Polynomialitat der Transformation

Wir schatzen die Anzahl der Literale in den Klauselgruppen ab.
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Polynomialitat - Klauselgruppe 1:

Zum Zeitpunkt i/ ist M in genau einem Zustand.
Konstruktion:

® Zu jedem Zeitpunkt i ist M in mindestens einem Zustand
Q[i,0] V...V Q[i,r] fur0<i<p(n)

® Zu jedem Zeitpunkt i ist M in nicht mehr als einem Zustand

Ql.vQli,j] firo<i<p(n), 0<j<j<r

Abschitzung:

(p(n) +1)(r+ 1)+ (p(n) + 1) 5 (r(r+1))

N =
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Polynomialitit - Klauselgruppe 2: AT

Zum Zeitpunkt / hat der Lese-/Schreibkopf genau eine Position
Konstruktion:

@ Zum Zeitpunkt i hat der Lese-/Schreibkopf mindestens eine Position
H[i,—p(nm)] V...V H[i,p(n)+1] fur0 <i<p(n)

m Zum Zeitpunkt i hat der Lese-/Schreibkopf hdchstens eine Position

Hli IV HIi '] fur0 < i < p(njund — p(n) <j <[ < p(n)+1
Abschitzung:

(p(n) +1)(2p(n) + 1) + (p(n) +1)5(2p(n) - (2p(n) + 1))

N =



Polynomialitat - Klauselgruppe 3: ﬂ("'

Zum Zeitpunkt / enthélt jede Bandstelle genau ein Symbol
Konstruktion:

m Zum Zeitpunkt i enthalt jede Bandstelle mindestens ein Symbol

0<i<p(n

S[i,j,0] v S[i,j,A]v...v S[i,j, (] fir {_p(n> <j<p(n)+1

m Zum Zeitpunkt j enthalt jede Bandstelle hdchstens ein Symbol

0<i<p(n
STLJ K VST K] far § —p(n) <j < p(n) +1
0<k<k </

Abschitzung:

(p(n) +1)(2p(n) + 1) (£ + 1) + (p(n) + 1)(2p(n) + 1) 5 (€(C + 1))

N —
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Polynomialitit - Klauselgruppe 4: AT

Festlegung der Anfangskonfiguration zum Zeitpunkt 0

m M istim Zustand qq
Q[0, 0]

m der Lese-/Schreibkopf steht an Position 1 des Bandes
H[0, 1]

m in den Zellen 1 bis n steht das Wort x = sy, ... s

n

S[0,0,0], S[0, 1, k1], ..., S[0.n kp] . flr Eingabe x = sy, ... s,
S[0,n+1,0],..., S[0,p(n) 4+ 1,0] ,alle anderen Positionen

Abschitzung:

2+ (n+1)+(p(n)+2—(n+1)) =p(n) +4
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Polynomialitat - Klauselgruppe 5:

Bis zum Zeitpunkt p(n) hat M den Zustand g, erreicht.

Konstruktion:
Qlp(n), 1]

Abschitzung:
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Polynomialitat - Klauselgruppe 6,1: Q(IT

Falls M zum Zeitpunkt / an der Position j das Symbol s, hat und der
Lese-/Schreibkopf nicht an der Position j steht, dann hat M auch
zum Zeitpunkt / + 1 an Position j das Symbol s, fiir 0 < i < p(n).

Konstruktion:
((Sti.j. k] AHILTT) = Sli+1.j.K])
Dies ergibt die Klausel
(mv Hi. ]V S[i+1.], k])

Abschitzung:
p(n)(£+1)(2p(n) +2) -3
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Polynomialitat - Klauselgruppe 6,2: ﬂ("'

Der Wechsel von einer Konfiguration zur néchsten entspricht
tatsachlich 5.

® Seid(qgk. Sm) = (G« Sy, d).

m (E sei gk aus Q\{qy gn} sonst gilt gx = gk, Sy = Smund d = 0.
HIi ]V Qi k] V S[i.j,mV H[i+1,j + d]
H[i. j]v Q[i.kK] v S[i.j.m]v Qi+ 1,«]
Hi j1v Qi k] v S[i,j,ml v S[i+1,j, 4]

far0 <i<p(n), —p(n) <j<p(n)+1,0<k<r,0<m</{

Abschitzung:

p(n(p(n)+2)(r+1)({+1)-3-4



Polynomialitat der Transformation ﬂ(".

Wir schatzen die Anzahl der Literale in den Klauselgruppen ab.

® Gi: (p(n) +1)(r+1)+ (p(n) + 1) 5(r(r+ 1))

» Gg: (p(n) +1)(2p(n) +1) + (p(n) +1)3(2p(n) - (2p(n) + 1))

a :
gj(n)—}—1)(2p(n)—|—1)(€+1)—|—(p(n)+1)(2p(n)—|—1);(€(€+1))

m Gy 2+ (n+1)+(p(nN)+2—(n+1))=p(n)+4

a Gs: 1

w Gg: p(n)(£+1)(2p(n) +2) -3+ p(n)(p(n)+2)(r+1)((+1)-3-4

' '

Ge,1 Gs,2
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Polynomialitat der Transformation ﬂ(".

Wir schatzen die Anzahl der Literale in den Klauselgruppen ab.
® Gi: (p(n) +1)(r+1)+ (p(n) + 1) 5(r(r+ 1))
m Go: (p(n) +1)(2p(n) +1) + (p(n) +1)3(2p(n) - (2p(n) + 1))
a Gj:
(p(n) + 1)(2p(m) + 1)(€+ 1) + (P(n) + 1)(2p(m) + 1) H(E(L+ 1)
m Gy 2+ (n+1)+(p(nN)+2—(n+1))=p(n)+4
Gs: 1
w Gg: p(n)(£+1)(2p(n) +2) -3+ p(n)(p(n)+2)(r+1)((+1)-3-4

' '

Ge,1 Gs,2

m rund /¢ sind Konstanten, die durch M (und damit durch L) induziert
werden

p(n) ist ein Polynom in n



Polynomialitat der Transformation ﬂ(".

Wir schatzen die Anzahl der Literale in den Klauselgruppen ab.
Gy (p(n) +1)(r+1)+ (p(n) +1)5(r(r+ 1))
Gz: (p(n) +1)(2p(n) +1) + (p(n) + 1) 5(2p(n) - (2p(n) + 1))
a :
E;ps(n) +1)(2p(n)+1)(+1)+ (p(n)+1)(2p(n) + 1)%(£(€+ 1))
m Gy 2+ (n+1)+(p(nN)+2—(n+1))=p(n)+4
a Gs: 1
w Gg: p(n)(£+1)(2p(n) +2) -3+ p(n)(p(n)+2)(r+1)((+1)-3-4

' '

Ge,1 Gs,2

m Also sind alle GroBen polynomial in n.

m Die angegebene Funktion f; ist damit eine polynomiale
Transformation von L nach Lgag.
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Das Problem 3-SAT ﬂ(“'

Problem 3-SAT

Gegeben:

Frage:

Menge U von Variablen
Menge C von Klauseln Uber U
jede Klausel enthalt genau drei Literale

Existiert eine erfiillende Wahrheitsbelegung fiir C?
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Das Problem 3-SAT ﬂ(“'

Problem 3-SAT

Gegeben: Menge U von Variablen
Menge C von Klauseln Uber U
jede Klausel enthalt genau drei Literale

Frage: Existiert eine erflillende Wahrheitsbelegung fir C?

Satz:
Das Problem 3SAT ist A/P-vollstéandig.
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Beweis: NP-Vollstindigkeit von 3-SAT AT

3SATe NP:

m Fir eine feste Wahrheitsbelegung t kann in polynomialer Zeit O(|C|)
Uberpraft werden, ob t alle Klauseln aus C erflillt.
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Beweis: NP-Vollstindigkeit von 3-SAT AT

SAT o 3SAT:

m Wir geben eine polynomiale Transformation f von SAT zu 3SAT an.
m Gegeben sei eine SAT-Instanz /

Wir konstruieren eine 3SAT-Instanz (/) indem wir jede Klausel ¢ in /
einzeln auf Klausel(n) f(c) in f(/) abbilden:

m Besteht die Klausel ¢ = x aus einem Literal, so wird ¢ auf x V x V x
abgebildet.

m Besteht die Klausel ¢ = x V y aus zwei Literalen, so wird ¢ auf
xV yV x abgebildet.

m Besteht die Klausel ¢ aus drei Literalen, so wird ¢ auf sich selbst
abgebildet.
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Beweis: NP-Vollstindigkeit von 3-SAT AT

Wir konstruieren eine 3SAT-Instanz f(/) indem wir jede Klausel ¢ in /
einzeln auf Klausel(n) f(c) in f(/) abbilden:

m Besteht die Klausel ¢ = x1 V...V X aus k > 3 Literalen, bilde ¢ wie
folgt ab:

a Flhre k — 3 neue Variablen y. 1, ..., Yek—3 €in.
m Bilde ¢ auf die folgenden k — 2 Klauseln ab:

x4 VX2V oy
Ye1 VX3V Yeo

Yek—aV Xk—2 V Yok—3
Yek—3V Xk1 V Xk

m Diese Klauseln lassen sich in Zeit O(|C| - |U|) konstruieren.
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von 3-SAT

Noch zu zeigen:
m /ist erfillbar < f(/) ist erfUllbar
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von 3-SAT

list erfillbar = f(/) ist erfullbar

Sei die SAT-Instanz / erfillbar

Wir setzen eine erfiillende Wahrheitsbelegung von [ auf f(/) fort
Wir untersuchen jede Klausel ¢ = xy V...V xg in | einzeln

Es ist mindestens ein x; wahr

Fall kK < 3: Damit ist auch f(c) wahr.

Fall k > 3. Falls x; = wahr oder x> = wahr ist, setze

Ye,j = falsch

sonst setze, flr ein i > 2 mit x; = wahr,

_ Jwahr falls 1 <j<i—-2
Yei =\ talsch fallsi—1<j<k-—3

Diese Erweiterung erfiillt alle Klauseln in f(c)




Beweis: NP-Vollstindigkeit von 3-SAT AT

I ist erfiillbar <= (/) ist erfillbar

m Wir zeigen: / ist nicht erfillbar = f(/) ist nicht erfillbar.

m Sei also die SAT-Instanz I nicht erflllbar.

m Wir betrachten eine beliebige Belegung der Variablen von f(/)
]

Da I nicht erflllbar ist, gibt es eine Klausel ¢ = x1 V...V xi in I bei
der alle Literale x; auf falsch gesetzt sind.

¢ wird abgebildet auf X1V Xxo V Yot
Ye1V X3 V Ye2

Yek—aV Xk_2 V Yo k-3
Yek—3V Xk1 V Xy

m Um f(c) zu erfillen, miBten alle y, ; wahr sein
m Dann ist die letzte Klausel y¢, , V xk—1 V X, nicht erfallt.
< @ Also ist die 3SAT-Instanz f(/) nicht erfillbar.



64

Das Problem 2SAT AT

Problem 2SAT

Gegeben: Menge U von Variablen
Menge C von Klauseln Uber U
wobei jede Klausel genau zwei Literale enthalt

Frage: Existiert eine erflillende Wahrheitsbelegung fir C?

Das Problem 2SAT liegt in P.
Beweis: Ubung
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Das Problem MAX2SAT AT

Problem MAX2SAT

Gegeben: Menge U von Variablen
Menge C von Klauseln Uber U
wobei jede Klausel genau zwei Literale enthalt
Zahl K € N

Frage: Existiert eine Wahrheitsbelegung, die mindestens
K Klauseln erfllt?

Das Problem MAX2SAT ist A/P-vollstandig.
Beweis: Ubung
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Das Problem CLIQUE AT

Eine Clique in einem Graphen G = (V, E) ist eine Menge V' C V so,
dassfurallei,je V' i#j, git: {i.j} € E.

Problem CLIQUE

Gegeben: Graph G = (V, E) und ein Parameter K < |V/|
Frage: Gibt es in G eine Clique der GréBe mindestens K?
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von CLIQUE

Satz:
Das Problem CLIQUE ist A/P—vollstandig.

CLIQUE € N'P
Beweis: Ubung.
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Beweis: NP-Vollstindigkeit von CLIQUE AT

3SAT « CLIQUE
m SeiC={cy,..., cn} eine 3SAT-Instanz mit
ci = X1 V Xjo V Xj3 und Xjj € {ui,..., Un Uq, ..., Un}-

Wir transformieren C in eine CLIQUE-Instanz (G = (V, E), K)

m Venthélt 3n Knoten v;; fir1 </<n 1<;<3

® v; und vy, sind durch Kanten aus E verbunden genau dann, wenn:

mi#£k (Literale sind in verschiedenen Klauseln)
® X £ X (Literale sind gleichzeitig erflllbar)

m Wirsetzen K :=n



Beweis: NP-Vollstandigkeit von CLIQUE

m Venthélt 3n Knoten v;; fir1 </<n 1<;<3

® v; und vy, sind durch Kanten aus E verbunden genau dann, wenn:

ik (Literale sind in verschiedenen Klauseln)
® X £ X (Literale sind gleichzeitig erflllbar)

Beispiel: Sei C={uiVuVUs, u1VUzVuz, Ui VuVUz}.

Knotennummer ‘ V14 Vi Viz Vo4 Voo Vo3 V34 Vo V33
Literal v w Uz ouy U uz Uy U U

68



69

Beweis: NP-Vollstindigkeit von CLIQUE AT

m Die Transformation kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Noch zu zeigen:
m 3SAT-Instanz Cist erfiillbar < CLIQUE-Instanz (G, K) ist erfillbar
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Beweis: NP-Vollstindigkeit von CLIQUE AT

3SAT-Instanz C ist erflllbar = CLIQUE-Instanz (G, K) ist erflllbar
m Wahle eine beliebige erflllende Wahrheitsbelegung von C

m Wahle in jeder Klausel ein wahres Literal

m Die entsprechenden Knoten in G bilden eine Clique der GrdBe n

Beispiel: Sei C={uiVuVUs, u1VUzVuz, Ui VusVUz}.

Knotennummer ‘ V14 Vio Vigz Vo4 Voo Vo3 V34 V3o V33
Literal luy U Uz u Ty Uz Uy Up U
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Beweis: NP-Vollstindigkeit von CLIQUE AT

3SAT-Instanz C ist erflllbar < CLIQUE-Instanz (G, K) ist erflllbar
m Wahle eine Clique V' der Gr6Be nin G
a Die entsprechenden Literale sind

m gleichzeitig erfiillbar
m decken alle Klauseln ab

und induzieren deswegen eine erflillende Wahrheitsbelegung von C.

Beispiel: Sei C={u1VuVus, u1VUzVuz, Ui VusVUus}.

Knotennummer ‘ V14 Vi Viz  Voq Voo Vo3 V34 Vao V33

Literal ‘ Uy us Us Uy Us us U4 Uo us.
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Das Problem COLOR AT

Problem COLOR

Gegeben: Graph G = (V, E) und ein Parameter K € IN.

Frage: Gibt es eine Knotenfarbung von G mit héchstens
K Farben, so dass je zwei adjazente Knoten
verschiedene Farben besitzen?

3COLOR bezeichnet das Problem COLOR mit festem Parameter k = 3.

Satz:
Das Problem 3COLOR ist N"P-vollstandig.
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Beweis: NP-Vollstindigkeit von 3COLOR AT

3COLOR € NP

m Es kann in Zeit O(|E|) Oberprift werden, ob eine Farbung von Graph
G = (V, E) mit drei Farben zul&ssig ist.
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Beweis: NP-Vollstindigkeit von 3COLOR AT

3SAT o« 3COLOR

m Sei / eine 3SAT-Instanz mit Variablen U = {uy, ..., Um} und Klauseln
{c1,..., Cn}

@ Wir konstruieren in Polynomialzeit eine 3COLOR-Instanz G

m Es soll gelten: / ist erfiillbar & G ist 3-farbbar
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Der Graph G enthalt

m Ein ‘Hauptdreieck’ aus Knoten {t,f,a} und Kanten {{t,f}, {f,a}, {t,a}}
m Interpretation: t,f,a sind die drei Farben mit denen G gefarbt wird
a Interpretation: t: wahr.f: falsch

a




74

Der Graph G enthalt “
m Fir jede Variable u € U ein Dreieck D, mit Eckknoten u, 4, aA(IT
m Interpretation: Falls u mit t gefarbt ist, muss u mit f gefarbt sein

u uo
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Der Graph G enthalt
m flr jede Klausel ¢; = x V y V z eine Komponente C; wie folgt

a Cj besteht aus sechs Knoten: einem ,inneren Dreieck” und drei
LSatelliten”

m Jeder der drei Satelliten wird mit einem der Literale x, y, z verbunden
m Alle drei Satelliten werden mit dem Eckknoten ¢ in D verbunden.
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Polynomialitat der Reduktion

m Die Knotenanzahl von G liegtin O(n+ m).
m Deswegen ist die Transformation polynomial.
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Instanz | erfiillbar = Instanz G erfillbar

m Betrachte zuldssige Wahrheitsbelegung fir /
m Farbe wahre Literale mit t, falsche Literale mit f
m Im Klausel-Gadget:

m Farbe Satelliten zu einem beliebigen wahren Literal mit f
m Farbe die beiden anderen Satelliten mit a
m Inneres Dreieck kann dann zuldssig gefarbt werden

IT
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Instanz | erfiillbar < Instanz G erfiillbar AT

m Betrachte Dreifarbung von G

m Farbung von Literal-Knoten induziert eine glltige Wahrheitsbelegung
von /
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Das Problem EXACT COVER AT

Problem EXACT COVER

Gegeben: Eine endliche Menge X und eine Familie S von
Teilmengen von X.

Frage: Existiert eine Menge S’ C &, so dass jedes Element
aus X in genau einer Menge aus S’ liegt?
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Das Problem EXACT COVER AT

Problem EXACT COVER

Gegeben: Eine endliche Menge X und eine Familie S von
Teilmengen von X.

Frage: Existiert eine Menge S’ C &, so dass jedes Element
aus X in genau einer Menge aus S’ liegt?

Beispiel:

X = {1.2....7}
S = {{1.2,3},{1,2,4},{2,3,4},{1,3,4},{1,5},{3,5}, {1,3},
{5.6,7},{4,5,6},{4,5,7},{4,6,7},{5,6},{5,7}.{6.7}}

Ist (X, S) eine Ja-Instanz?
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Das Problem EXACT COVER

Problem EXACT COVER

Gegeben: Eine endliche Menge X und eine Familie S von

Frage:

Beispiel:

X =
S

!

S

Ja

Teilmengen von X.

Existiert eine Menge S’ C &, so dass jedes Element
aus X in genau einer Menge aus S’ liegt?

{1,2,....7}
{{1,2,3},{1,2,4},{2,3,4},{1.3,4},{1.5}.{3.5}. {1.3},
{5,6,7},{4,5,6},{4.5,7},{4,6,7},{5,6},{5,7},{6.7}}
{{1.5}.{2,3,4}.{6.7}}
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Das Problem EXACT COVER AT

Problem EXACT COVER

Gegeben: Eine endliche Menge X und eine Familie S von
Teilmengen von X.

Frage: Existiert eine Menge S’ C &, so dass jedes Element
aus X in genau einer Menge aus S’ liegt?

Problem EXACT COVER ist NP-vollstandig.
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Beweis: NP-Vollstindigkeit von EXACT COVER AT

EXACT COVER € NP

m Es kann in Polynomialzeit Gberprift werden, ob eine Teilmenge
S' C Saus disjunkten Mengen besteht und X Uberdeckt.
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Beweis: NP-Vollstindigkeit von EXACT COVER AT

3COLOR o EXACT COVER

a Sei G = (V, E) eine 3COLOR-Instanz
m Wir konstruieren in Polynomialzeit eine EXACT COVER-Instanz (X, S)
m Es soll gelten: G ist 3-farbbar < (X, §) ist erfullbar
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Konstruktion von (X,S) ﬂ(".

Sei C = {r(ot), b(lau), g(run)}

Sei N(v) := {u € V:{u,v} € E} die Nachbarschaft von v.

Fir jedes v € V enthalte X ein ,Element* v und jeweils 3 - [N(v)| + 3
zusatzliche Elemente.

Zu jedem v € V gebe es in S drei disjunkte Mengen S, S2, SY mit
jeweils [N(v)| 4 1 Elementen.

AuBerdem enthalte S fir jedes v drei zweielementige Mengen
{v.el}, {v,eb} und {v,el} mite], € S/, &b ¢ S2und &J ¢ SY.
Interpretation: S/, entspricht der ,Farbe” r, enthélt fir jeden Knoten
aus N(v) eine Kopie und einen zusétzlichen Knoten e,.

u
U2

us

Uy

Us



84

Konstruktion von (X,S) ﬂ(".

® AuBerdem enthilt S fiir jede Kante {u, v} € E und je zwei ¢, ¢ € C,
!
c # ¢, die zweielementigen Mengen {u¢, v¢ }, u¢ € SS Kopie® von v,
/ U
vi € S5 ,Kopie“von v.
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Konstruktion von (X,S)
m Die Konstruktion ist polynomial.

Noch zu zeigen:
m G ist 3-farbbar < (X, S) ist erfillbar
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G dreifirbbar = (X,S) hat exakte Uberdeckung [T

Sei x : V — C eine zulassige

Dreifarbung.

S’ enthalte fiir jedes v € V die

Mengen {v, e/} und S¢ mit e N

c ;é X(V) S\l; €5 )/ ee Sv oct
Diese Mengen Uberdecken alle u u u
Elemente exakt, auBer den IS U922 N\
Elementen der Form "), v(¥)

far {u, v} € E.

Daher enthalte S’ fir jede Kante s> N S
{u, v} € E die Menge
{uf,((v) fo(u)}. u o Shye] o e

Diese Menge existiert, da

x(u) # x(v), und damit
iberdeckt S’ jedes Element aus
X genau einmal.
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G dreifarbbar < (X,S) hat exakte Uberdeckung

. ! .
Sei also & eine exakte

Uberdeckung.
Jedes Element v muss von St &/ Sy o0
genau einer Menge der Form Z
{v, €} tberdeckt sein. a2
Dies induziert eine Farbung x
von G mit den Farben r, b und g.
Wir missen beweisen, dass

. - a . . J L [ [ ) °
diese Farbung zuléssig ist v >
Da fiur jedes v bereits S a N

u Sot*

{v.el"} € ', kann &< mit
¢ # x(v) nur durch die Menge
S¢ Uiberdeckt werden.
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G dreifarbbar < (X,S) hat exakte Uberdeckung

Da fur jedes v bereits

{v, eff(v)} e S, kann &S mit

¢ # x(v) nur durch die Menge
S¢ tiberdeckt werden.

Da die Mengen der Form

{v. e} und 8¢, ¢ # x(v), alle
Elemente auBer den uf,‘(v) mit
{u, v} € E Uberdecken, missen
auch die Mengen {uX"), v¥(¥}
fir {u,v} € Ein &' enthalten
sein.

Fir diese gilt per Konstruktion

x(v) # x(u).
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Das Problem SUBSET SUM AT

Problem SUBSET SUM

Gegeben: Eine endliche Menge M, eine Gewichtsfunktion
w: M — Ngund K € Ny

Frage: Existiert eine Teilmenge M C M mit © (a)=K?

acM L/

Problem SUBSET SUM ist A/P—vollstandig.
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NP-Vollstandigkeit von SUBSET SUM AT

SUBSET SUM € A/P.

m Es kann flUr eine gegebene Teilmenge M’ C M in Polynomialzeit der
Wert ), w(a) ausgerechnet und mit K verglichen werden.
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Beweis: NP-Vollstiandigkeit von SUBSET SUM

EXACT COVER « SUBSET SUM

m Sei(X={01,..., m—1},S) EXACT COVER-Instanz.

a Konstruiere SUBSET SUM Instanz (M, w, K)

M = S
#x = {YeS:xeVY}
p = mea)%(#x+1
X
w(Y) = Y p*
XeY
m—1
K = pr
x=0

m Die Konstruktion benétigt nur Polynomialzeit.
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Beweis: NP-Vollstindigkeit von SUBSET SUM  I{JIT

M =S
#x = {YeS:xeVY}
p = rpea)%( #X+1
w(Y) = ) p*

XeyY
m—1

K = 2 p*
x=0

Veranschaulichung:

m Wir stellen die Mengenzugehdérigkeiten als Zahlen zur Basis p dar.

m Kodiere w(Y) fir Y € S als String aus Nullen und Einsen der Lénge
m, wobei an i-ter Stelle eine 1 steht genau dann, wenn i € Y/

m entsprechend ist K ein String der Lange m aus Einsen
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Beweis: NP-Vollstindigkeit von SUBSET SUM  I{JIT

M =S
#x = {YeS:xeVY}
p = rpea)%( #X+1
w(Y) = ) p*

XeyY
m—1

K = 2 p*
x=0

Veranschaulichung:

m Komponentenweise Addition der zu Teilmenge Y, ..., Yovon S
gehorigen Strings w(Yy), ..., w(Yy) ergibt einen String der Lange m,
an dessen i-ter Stelle steht in wievielen der Y;(j =1,..., n) das

Element i vorkommt.
® Y, ¢ W(Y) = K bedeutet also, dass jedes x € X in genau einem
Y € &' vorkommt.
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Beweis: NP-Vollstiandigkeit von SUBSET SUM

M =S
#x = {YeS:xeVY}
p = rpea)%( #X+1
w(Y) = ) p*

XeyY
m—1

K = 2 p*
x=0

a (X,S) ldsbar = (M, w, K) I6sbar.
Sei S’ C S exakte Uberdeckung von (X, S). Dann gilt

Yo w ZZP—Z/O—

vyes' yes' xeY

da jedes x € X genau einmal Gberdeckt wird.
S’ erfiillt also die Bedingung fir SUBSET SUM.
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Beweis: NP-Vollstindigkeit von SUBSET SUM  AI{JIT

M =S
#x = {YeS:xeVY}
p = rpea)%( #X+1
w(Y) = ) p*

XeyY
m—1

K = 2 p*
x=0

a (X,S) ldsbar < (M, w, K) l6sbar.

IstS' C M =S eine geeignete Menge flir SUBSET SUM, so gilt
m—1

Y w(Y)=K=)_ p"
x=0

ves'

Also kommt jedes x € X in genau einem Y € S’ vor.
Damitist S eine exakte Uberdeckung.
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Das Problem PARTITION AT

Problem PARTITION

Gegeben: Eine endliche Menge M und eine Gewichtsfunktion
w:M— Np.

Frage: Existiert eine Teilmenge M C M mit
Laenwr W(8) = Loeppw W(a) ?

Problem PARTITION ist N’P-vollstéandig.
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Beweis: NP-Vollstindigkeit von PARTITION AT

PARTITION € A'P.

m Fir eine Menge M’ kdnnen in Polynomialzeit die Werte ), » w(a)
und Y ,c p it w(a) ausgerechnet und verglichen werden.



Beweis: NP-Vollstandigkeit von PARTITION

SUBSET SUM o PARTITION.

a Sei (M, w, K) eine SUBSET SUM-Instanz
m Konstruiere PARTITION-Instanz (M*, w*)

N = ) w(a)+1
acM
M* = MU{bc}

*

(a) = w(a) furaeM
*(b) := N-K
(c) = K+1

T ¥ I

m Die Konstruktion benétigt nur Polynomialzeit.

93
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Beweis: NP-Vollstindigkeit von PARTITION AT

SRR
S o

Y w(a)+1

acM

Mu{b, c}

w(a) firaeM
N—-—K

K+ 1

m (M, w, K) Ja-Instanz genau dann, wenn (M*, w*) Ja-Instanz:
MM mit Y wi@= Y wi(a)<IM CMmitwM)=K

acM

acM\M

m Es kdnnen b und ¢ nicht beide in M bzw. M*\M' enthalten sein

®m 0BdA. be M



Beweis: NP-Vollstindigkeit von PARTITION AT

N = Y w(a)+1
acMm
M* = MU{bc}
w*(a) = w(a) flraeM
w*(b) = N—K
w*(c) K+ 1

m (M, w, K) Ja-Instanz genau dann, wenn (M*, w*) Ja-Instanz:
MM mit Y wi@= Y wi(a)<IM CMmitwM)=K
acM acM\M
=
m Sei M, sodass Yoen Wi(a) = L acm\M w*(a)
m Dann gilt w(M') = N, da w(M*) = 2N
.» ® Damit erfiillt M := M\ {b} die Bedingung fiir SUBSET SUM.
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Beweis: NP-Vollstindigkeit von PARTITION AT

N = Y w(a)+1
acMm
M* = MU{bc}
w*(a) = w(a) flraeM
w*(b) = N—K
w*(c) K+ 1

m (M, w, K) Ja-Instanz genau dann, wenn (M*, w*) Ja-Instanz:

MM mit Y wi@= Y wi(a)<IM CMmitwM)=K
acM acM\M

=

m Sei M’ sodass w(M') = K

w Dann erfiillt M' := M" U {b} die Bedingung fiir PARTITION.
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Das Problem KNAPSACK AT

Problem KNAPSACK

Gegeben: Eine endliche Menge M,
eine Gewichtsfunktion w : M — N,
eine Kostenfunktion ¢ : M — Ny
W, C € Np.

Frage: Existiert eine Teilmenge M C M mit YoM w(a) < W
und Y,y c(a) > C?

Problem KNAPSACK ist A/P-vollstandig.
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Beweis: NP-Vollstiandigkeit von KNAPSACK AT

KNAPSACK € N'P.

m Fir eine Menge M’ kann in Polynomialzeit Gberpriift werden, ob
® ) w(@ < Wund
® ), wc@=>C
gilt.
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Beweis: NP-Vollstindigkeit von KNAPSACK AT

PARTITION o« KNAPSACK.
a Sei (M, w) eine PARTITION-Instanz
m Konstruiere KNAPSACK-Instanz (M, w', W, C)

!

w = 2w

c = 2w
W=C = ) w(a)

acM

m Die Konstruktion bendtigt nur Polynomialzeit.

m Esist (M, w) genau dann eine Ja-Instanz, wenn (M, w', W, C) eine
Ja-Instanz ist (ohne Beweis)
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Auswirkung auf die Frage P=\"P AT

m Wir haben gesehen, dass es fir je zwei N"P—vollstédndige Probleme

eine polynomiale Transformation von einem zum anderen Problem
gibt.

m Deshalb sind alle A/P—vollstandigen Probleme im wesentlichen gleich
schwer

m Dies hat Auswirkungen auf die Frage, ob P = NP ist.

Satz:
Sei L N'P-vollstandig, dann gilt:
mlLleP=P=NP

m L ¢ P = fir jede N'P-vollstandigen Sprache L' gilt L' ¢ P
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Auswirkung auf die Frage P=\"P AT

Beweis: L N'P-volistandig, Lc P — P = NP

Sei L € P und L N P-vollstandig.

Dann existiert eine polynomiale deterministische TM M fiir L.
Seil' e NP

Es gibt polynomiale Transformation L' o L

Hintereinanderausfiinrung von L' « L und M liefert deterministische
polynomielle TM-Berechnung flr L.

Damitist L' € P.
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Auswirkung auf die Frage P=\"P AT

Beweis: L \/P-vollstandig, L ¢ P
— fiir jede N'P-vollstandigen Sprache L' gilt L' ¢ P

m Seil ¢ P und L NP-vollstandig.

m Angenommen fiir eine N 'P-vollstandige Sprache L’ gilt: L' € P
m Dann folgt aus Teil 1 des Satzes P = NP.

m Dies ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung L ¢ P.
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Zusammenfassung

m Die Klasse P ist die Klasse aller Entscheidungsprobleme/Sprachen
die mit einer deterministischen Turingmaschine in polynomieller Zeit
geldst werden kénnen

m Die Klasse NP ist die Klasse aller Entscheidungsprobleme/Sprachen
die mit einer nicht-deterministischen Turingmaschine in
polynomieller Zeit geldst werden kdnnen

m Informell ausgedrickt: IT gehort zu NP, falls T1 folgende Eigenschaft
hat: Ist die Antwort bei Eingabe eines Beispiels / von IT Ja, dann kann
die Korrektheit der Antwort in polynomialer Zeit Gberpriift werden.
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Zusammenfassung ﬂ(".

m Eine polynomiale Transformation einer Sprache Ly C X7 in eine
Sprache Ly C X5 ist eine Funktion f: X — X5 mit den Eigenschaften:

m es existiert eine polynomiale deterministische Turing-Maschine, die f
berechnet;
m firalle x € Zj gilt: x € Ly & f(x) € Lo.

m Eine Sprache L heiBt N"P-volistandig, falls gilt:

m Le NPund
m firalle L' € NP gilt L' < L (N'P-Schwere).

m Bedeutung: Unter der Annahme P # AP gibt es kein polynomielles
Losungsverfahren fiir ein A/P-vollstidndges Problem.
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Zusammenfassung ﬂ(".

m Mit dem Satz von Cook haben wir direkt gezeigt, dass Problem SAT
NP-schwer ist

m Bei allen anderen Problemen haben wir polynomielle
Transformationen (Reduktionen) benutzt um die \NP-Schwere
nachzuweisen:

SAT o 3SAT ox 3COLOR o« EXACT COVER o SUBSET SUM «
PARTITION o« KNAPSACK



