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Kellerautomaten A\‘(IT

Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (NPDA bzw. PDA, Push-
down Automaton) besteht aus (Q, %, T, qo, Zy, 6, F), wobei

m Q@ endliche Zustandsmenge

Y. endliches Eingabealphabet

I' endliches STACK-Alphabet

go € Q Anfangszustand

Zy € T Initialisierung des STACK

§:Qx (ZU{e}) xT — 291" d.h,

®i(qaZ)C{(q7):9€Qyer}
®i(qe2)C{(gr):9€QyeT}

m F C Q Menge der akzeptierenden Endzusténde,
F = @ ist mdglich.



Kellerautomaten - Visualisierung
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Kellerautomaten - Arbeitsweise A\‘(IT

Eine Konfiguration eines PDA ist ein Tripel (g, w, «) mit
m geEQ,

m w € X" der Teil der Eingabe, der noch nicht gelesen wurde,
m « € ['* STACK-Inhalt.

Zu Konfiguration (g, wy ... wy, Z; ... Zpy) gibt es die Nachfolgekonfi-
gurationen:

(d wo...w,2Z...2[Z>...Z) furalle (¢, Z;...2)) € 5(q, wy,2Zy)
und

Q' wy...w,Z{...2lZ...Zm) fUralle (¢, Z{ ... Z)) € 5(q.¢, Z).



Kellerautomaten - Arbeitsweise A\‘(IT

Ein PDA akzeptiert ein w € X* durch leeren Stack, wenn es ei-
ne zulassige Folge von Konfigurationen aus der Anfangskonfiguration
(qo, w, Zp) in eine Konfiguration (g, ¢,¢), g € Q, gibt.

Ein PDA akzeptiert ein w € X* durch einen akzeptierenden Endzu-
stand, wenn es eine zulassige Folge von Konfigurationen aus der An-
fangskonfiguration (qg, w, Zy) in eine Konfiguration (q,¢,v) mit g € F
und y € '™ gibt.

Ein PDA ist deterministisch (DPDA), falls
6(9,a 2)| +|6(q.e, 2)| < 1

firallege Q ac %, ZeT.



Kellerautomaten - Beispiel

Ein DPDA fiir L = {w#wR|w € {0,1}*}. Informelle Beschreibung:
m Betrachte beliebiges Wort wy ... wa#w,...wy € L.

Phase 1
m Lies wy ... wp und schreibe jeweils w; auf den STACK bis # gelesen.

Phase 2

m Lies wy ... wy und vergleiche den jeweils gelesenen Buchstaben mit
dem jeweils obersten Buchstaben auf dem STACK.

m Gleichheit: Nimm obersten Buchstaben vom STACK
m Sonst: Stoppe in nichtakzeptierenden Zustand

Phase 3
m Ist nur noch Z; auf dem STACK

a Entferne £,
m Akzeptiere die Eingabe ,mit leerem STACK"



Kellerautomaten - Beispiel AT
Ein DPDA fir L = {w#wR|w € {0,1}*}.

(Q={q.q1. 9} Z={0.1.#}, T=2U{Z}). q. Z. 6. D)

5(q0.0.%) = (g1,0Z) Phase
5((]0,1,20) = (q-| 120)

6(q1,0,0) = (g:.00)

6(g1,0,1) = (q1,01)

5(g1,1,0) = (gy,10)

ol 1,1) = (g1, 11)

(g1, #.0) = (g.0) Trennzeichen gelesen = Zu Phase 2
oa.#.1) = (g 1)

5(q2,0,0) = (g2.¢) Phase 2
o(g.1.1) = (g2

0ap.e.Zy) = (qo.e) Phase 3



Beispiel - Berechnung fliir Eingabe 001#100
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Beispiel - Berechnung fiir Eingabe 001#100 AT

(90,0, 2y) = (g1,02) Zustand Eingabe  Stack
0(qo.1.2) = (q1.1%) o 0014100 Z
6(91,0,0) = (gy,00)
6(q1.0.1) = (gy,01)
6(q1,1,0) = (q1,10)
5(g1,1,1) = (g4, 11)
o(g1.#.0) = (q2,0)
o(qr.#.1) = (g2.1)
6(g2,0,0) = (Qu.¢)
6(g2,1,1) = (que)
0(Ge.e.Z) = (Qo.¢)



Beispiel - Berechnung fiir Eingabe 001#100 AT

(90,0, 2y) = (g1,02) Zustand Eingabe  Stack
0(qo.1.2) = (q1.1%) o 0014100 Z
5(671,0,0) _ (q1,00) Q1 01#100 02,
6(g1.0,1) = (qgy,01)
6(q1,1,0) = (q1,10)
5(g1,1,1) = (g4, 11)
o(g1.#.0) = (q2,0)
(g, #.1) = (1)
6(g2,0,0) = (Qu.¢)
0(g2,1.1) = (ge¢)
0(Ge.e.Z) = (Qo.¢)



Beispiel - Berechnung fiir Eingabe 001#100 AT

9(40.0,Z) = (1,02 Zustand Eingabe  Stack
(. 1.2) = (q.12%) % 001#100  Z
5(g4,0,0) = (g,00) o 01#100 07
0(g1,0,1) = (q1 01) g1 14100 007,
5(%,1,0) = (Q1, 10)

o(gr.1.1) = (a1 11)

é((ﬁ,#,O) = (g2, 0)

S(ar.#.1) = (g 1)

5(CI2,0,0) = (CIQ,E)

5(Q2,1,1) = (QQ,S)

g e, 2y) = (qo.e)



Beispiel - Berechnung fiir Eingabe 001#100 AT

(90,0, 2y) = (g1,02) Zustand Eingabe Stack

(g0 1. %) = (q1.1%) Qo 001#100 2
141 Z

5(g1,0,0) = (qg4,00) o 014#100 0%

5 - g4 1#100 004

0(gr.0.1) = (q1.01) ai #100 1002,

5(g1,1,0) = (g4,10)

o, 1.1) = (g1.11)

o(g1.#.0) = (02,0)

o(qr.#.1) = (g2.1)

9(g2,0,0) = (Qo.¢)

0(ge,1,1) = (g2.¢)

Mg e. L) = (Qoe)



Beispiel - Berechnung fiir Eingabe 001#100 AT

(90,0, 2y) = (g1,02) Zustand Eingabe Stack
(g0 1. %) = (q1.1%) Qo 001#100 2
014100 0Z
5(g1,0,0) = (qg4,00) o # 0
5 - g4 1#100 004
0((]1,0,1) = (q1,01)
5 _ g #100 1004,
5(g1,1,0) = (g4,10)
St 1) = (g 11) G 100 1002,
o T o 00 002,
o(g1.#.0) = (02,0)
o(qr.#.1) = (g2.1)
9(g2,0,0) = (Qo.¢)
0(ge,1,1) = (g2.¢)
Mg e. L) = (Qoe)



Beispiel - Berechnung fliir Eingabe 001#100
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Beispiel - Berechnung fiir Eingabe 001#100 AT

(90,0, 2y) = (g1,02) Zustand Eingabe Stack
(g0 1. %) = (q1.1%) Qo 001#100 2
141 Z
5(g1,0,0) = (qg4,00) o 017100 0%
5 - g4 1#100 004
0((]1,0,1) = (q1,01)
5 _ g #100 1004,
5(g1,1,0) = (g4,10)
S 1) = (g 11 G 100 1002,
T ' Qo 00 004,
o(g1.#.0) = (02,0) Q2 0 0%
o(qr.#.1) = (g2.1) Qo 2
0(g2,0,0) = (qo.¢)
0(ge,1,1) = (g2.¢)
0(qe.e,Z0) = (Q2.¢)



Beispiel - Berechnung fiir Eingabe 001#100 AT

(90,0, 2y) = (g1,02) Zustand Eingabe Stack
3(qo. 1. 2) (91,12%) % 001#100 V4
014100 0Z
5(g1,0,0) = (qg4,00) a # 0
’ 9 14100 002,
6(g1.0,1) = (qgy,01)
i a0 #100 1002,
6(g1,1,0) = (g1,10)
Sl o ) % 100 1002,
(. 1.1) = (a1, s 00 007,
o(g1.#.0) = (02,0) Q2 0 02y
ar, #.1) = (g2.1) Qo V4
3(g2,0,0) = (go.¢€) akzeptiert durch leeren Stack
6(g2,1,1) = (que)
0(Ge.e.Z) = (Qo.¢)



Kellerautomaten - Beispiel 2 ﬂ("'

Ein NPDA firr L = {ww”|w € {0,1}*}. Informelle Beschreibung:

m In diesem Fall fehlt das Trennzeichen.

m Der NPDA funktioniert wie der DPDA aus dem letzten Beispiel

m Der Ubergang in Phase 2 funktioniert allerdings nichtdeterministisch.

Bemerkung:

m Fir die Sprache L = {ww”|w € {0,1}*} gibt es keinen DPDA.
a NPDAs kdnnen also mehr als DPDAs.



Kellerautomaten - Beispiel 2 AT
Ein NPDA fir L = {wwf|w € {0,1}*}.

(Q={q.q1. 9} Z={01.#}, T=2U{Z}). q. Z. 6. @)
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Satz:

Zu einem PDA, der eine Sprache L durch einen akzeptierenden End-
zustand akzeptiert, kann ein PDA konstruiert werden, der L mit leerem
STACK akzeptiert.



Beweis - Beschreibung

Sei A1 = (4,%,T4,61,94, Z1, F1) PDA, der L durch Ubergang in
einen Zustand aus Fq akzeptiert.

Wir konstruieren dazu einen PDA Ay = (Qo, X,T2, 62, g3, Z2), der L
durch leeren STACK akzeptiert.

Sei gg ein neuer Zustand
Sei ZZ ein neues Stack-Symbol

Idee der Konstruktion von A..

Lege zu Beginn Z2 vor Z] auf den Stack, so dass der Stack nicht
wversehentlich® geleert werden kann.

Dann Verfahre wie in Aj;.

® Wenn Zustand in F4 erreicht wird: Gehe zu gg und leere den Stack



Beweis - Konstruktion ﬂ("'

Ay = (Q1,%,T1,61,9¢, Z3, F1) akzeptiert durch Endzustand
Ax = (Q, %, T2, 62, g3, Z2), akzeptiert durch leeren Stack
Sei gg ein neuer Zustand

Sei 202 ein neues Stack-Symbol

Q = QU{dh.qge}
I, = F1U{ZO2}
02(G5.¢.25) = {(ad %)}
d0(g,a2) = di1(qaZ)furqe Qy, a#e ZeTy
ge Q1\Fy, a=¢ Z€Ty4

02(qe,2) = 01(q.e,2)U{(qe.e)}firqec Fy, Z€ Ty

52(qE,8,Z) = {(qE,e)}f[]rZGF2
o(-) = O sonst



Satz:

Zu einem PDA, der eine Sprache L mit leerem STACK akzeptiert, kann
ein PDA konstruiert werden, der L durch einen akzeptierenden Endzu-
stand akzeptiert.



Beweis - Beschreibung ﬂ("'

Sei Ay = (Q1,%,T1,61,q). Z}), ein PDA der w € L mit leerem STACK
akzeptiert

Wir konstruieren dazu einen PDA A, = (Qa, 2, T, 02, qg, 202, F>), der
genau die w € L durch Ubergang in einen Zustand g € F» akzeptiert.
Sei 202 ein neues Stack-Symbol

Sei gr ein neuer (End-)Zustand

Sei g5 ein neuer (Anfangs-)Zustand

Idee der Konstruktion von A..

Lege zu Beginn Z2 vor Z] auf den Stack, und Ische Z2 nur, wenn die

Abarbeitung von A4 durch leeren Stack akzeptiert hatte.

Gehe in Endzustand gf, wenn .44 durch leeren Stack akzeptiert hitte.



Beweis - Konstruktion ﬂ("'

w Ay =(Q1,%,Ty,61, 4}, Z], Fr) akzeptiert durch leeren Stack
w Ay = (Qp,%,T2, 60, G5, Z5), akzeptiert durch Endzustand

® g3 neuer Anfangszustand

® gr neuer (End-)Zustand

® ZZ ein neues Stack-Symbol

Q = O U {q g}
{ar}
I, = TI'1u {ZOZ}

1
I

Z3z2} fallsa=eund X = Z2
%(05.2.X) = { {6 : sonst
0(g.aZ) = di(gq.aZ2) falsge Q,ac ZU{e}und Z €T}

02(9.6.25) = {(gr.e)}firge Q.



Satz:
Fir eine Grammatik G in Greibach-Normalform kann ein PDA konstru-
iert werden, der L(G) mit leerem STACK akzeptiert.
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Beweis ﬂ(".

m Sei G = (%,V, S R) eine Grammatik in Greibach Normalform
m Konstruiere gewlinschten Automaten A = (Q, %, T, 4, o, Z)

Q = {q}
r =YV
Zy, = S
6(qo.a A) = {(qo.a)|(A— an) € R}

Per Induktion Uber die L&dnge i einer Ableitung beweisen wir:

a S5 wy...WA...An < Akann beim Lesen von wy ... w; den
STACK-Inhalt A; ... An erzeugen. Méglicherweise ist A ... Ap = €.

Daraus folgt:
m A erkennt wy ... w, mit leerem STACK & S 5 wy ... w, in G



Beweis ﬂ(".

Q = {q} TI''=V Z:=S8
o(qo.aA) = {(q.a)|(A— arn) € R}

Induktionsanfang ist mit / = O trivialerweise erfiillt.
Induktionsschritt:

Seii > 1und ,,i>“ stehe flr eine Ableitung der Lange j. Dann gilt

' JA eV,re{t,..., m} mit
SHwi.. WA An = SN wy Wi AAL . A
— Wy ...W,'A1 L Am.
Mit Induktionsvoraussetzung ist dies aquivalent zu
JA eV,re{l, ..., m} so, dass

w A das Wort wy ... w;_4 lesen und dabei STACK-Inhalt AA, ... An
erzeugen kann, und

m A — WA, ... A_q Regelvon Gist.



Beweis

Q = {q} TI''=V Z:=S8
o(qo.aA) = {(q.a)|(A— arn) € R}

Induktionsanfang ist mit / = O trivialerweise erfiillt.
Induktionsschritt:

Seii > 1und ,,i>“ stehe flr eine Ableitung der Lange j.
Mit Induktionsvoraussetzung ist dies aquivalent zu

JA eV,re{l, ..., m} so, dass

w A das Wort wy ... w;_4 lesen und dabei STACK-Inhalt AA, ... Amn

erzeugen kann, und
m A — WA, ... A_q Regelvon Gist.

Dies ist genau dann erflllt, wenn .4 das Wort w; ... w; lesen und dabei

den STACK-Inhalt Ay ... Am erzeugen kann.



Satz:
Jede durch einen PDA (mit leerem STACK oder durch akzeptierende
Endzustande) akzeptierte Sprache ist kontextfrei.




