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Der Satz von Cook (Steven Cook, 1971)

1

SAT ist NP-vollständig.

Beweis:

SAT 2 NP ist erfüllt:
Für ein Beispiel I von SAT (mit n Klauseln und m Variablen) und einer
Wahrheitsbelegung t kann in O(m � n) überprüft werden, ob t alle
Klauseln erfüllt, d.h. ob I ein Ja�Beispiel ist.

Wir müssen zeigen, dass für jede Sprache L 2 NP gilt: L µ LSAT,
wobei LSAT = L[SAT, s] für ein geeignetes Kodierungsschema s ist.



Beweis

2

Wir müssen zeigen, dass für jede Sprache L 2 NP gilt: L µ LSAT, wobei
LSAT = L[SAT, s] für ein geeignetes Kodierungsschema s ist.

Dazu muss für alle Sprachen L 2 NP eine polynomiale
Transformation fL angegeben werden, für die gilt, dass für alle x 2 S

�

(S Alphabet zu L) gilt

x 2 L() fL(x) 2 LSAT.

Wir benutzen, dass es eine NDTMM zu L gibt, die L in polynomialer
Laufzeit erkennt.

M sei gegeben durch (Q,S,t, G,q0, d,qJ ,qN) und akzeptiere die
Sprache L = LM in der Laufzeit TM � p(n), wobei p ein Polynom ist.
O.B.d.A. gilt p(n) � n.
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Sei x eine Instanz und n := jx j

Bei einer akzeptierenden Berechnung vonM für x 2 S
� ist die Anzahl

der Berechnungsschritte. beschränkt durch p(n).

An einer so beschränkten Berechnung können höchstens die Zellen
�p(n) bis p(n) + 1 des Bandes beteiligt sein.

Der Zustand der deterministischen Stufe ist zu jedem Zeitpunkt eindeutig
festgelegt durch:

den jeweiligen Bandinhalt dieser �p(n) bis p(n) + 1 Plätze,

den Zustand der endlichen Kontrolle

und der Position des Lese-/Schreibkopfs.

Im folgenden beschreiben wir eine Berechnung vollständig durch
Variablen
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Bezeichne

die Zustände aus Q durch q0,q1 = qJ ,q2 = qN ,q3, . . . ,qr

die Symbole aus G durch s0 = t, s1, . . . , s` mit jGj = `+ 1.

Es gibt drei Typen von Variablen in dem zugehörigen Problem SAT
Variable Gültigkeitsbereich Bedeutung

Q[i, k ] 0 � i � p(n) zum Zeitpunkt i der Über�
0 � k � r prüfungsphase istM in Zustand qk

H[i, j ] 0 � i � p(n) zum Zeitpunkt i der Über�
�p(n) � j � p(n) + 1 prüfungsphase ist der Lese�/

Schreibkopf an Position j

des Bandes

S[i, j , k ] 0 � i � p(n) zum Zeitpunkt i der Über�
�p(n) � j � p(n) + 1 prüfungsphase ist der Bandinhalt
0 � k � ` an Position j das Symbol sk
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Variable Gültigkeitsbereich Bedeutung

Q[i, k ] 0 � i � p(n) zum Zeitpunkt i der Über�
0 � k � r prüfungsphase istM in Zustand qk

H[i, j ] 0 � i � p(n) zum Zeitpunkt i der Über�
�p(n) � j � p(n) + 1 prüfungsphase ist der Lese�/

Schreibkopf an Position j

des Bandes

S[i, j , k ] 0 � i � p(n) zum Zeitpunkt i der Über�
�p(n) � j � p(n) + 1 prüfungsphase ist der Bandinhalt
0 � k � ` an Position j das Symbol sk

Eine Berechnung vonM induziert in kanonischer Weise eine
Wahrheitsbelegung dieser Variablen.

Wir benutzen folgende Konvention:

FallsM vor dem Zeitpunkt p(n) stoppt, bleibtM in allen folgenden
Zuständen in demselben Zustand und der Bandinhalt unverändert.
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Variable Gültigkeitsbereich Bedeutung

Q[i, k ] 0 � i � p(n) zum Zeitpunkt i der Über�
0 � k � r prüfungsphase istM in Zustand qk

H[i, j ] 0 � i � p(n) zum Zeitpunkt i der Über�
�p(n) � j � p(n) + 1 prüfungsphase ist der Lese�/

Schreibkopf an Position j

des Bandes

S[i, j , k ] 0 � i � p(n) zum Zeitpunkt i der Über�
�p(n) � j � p(n) + 1 prüfungsphase ist der Bandinhalt
0 � k � ` an Position j das Symbol sk

Der Bandinhalt zum Zeitpunkt 0 der Überprüfungsphase sei

Eingabe x auf Platz 1 bis n

Orakel w auf Platz �1 bis �jw j

ansonsten Blanks.
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Eine beliebige Wahrheitsbelegung muss nicht notwendigerweise eine
Berechnung induzieren (zum Beispiel Q[i, k ] = Q[i, `] für k 6= `).

Also konstruiere Transformation fL die Klauseln einführt, so dass
äquivalent ist:

Für Eingabe x gibt es eine akzeptierende Berechnung, deren
Überprüfungsphase höchstens p(n) Zeit benötigt, und deren Orakel
höchstens Länge p(n) hat.

Es gibt eine erfüllende Belegung für die SAT-Instanz fL(x).
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Also konstruiere Transformation fL die Klauseln einführt, so dass
äquivalent ist:

Für Eingabe x gibt es eine akzeptierende Berechnung, deren
Überprüfungsphase höchstens p(n) Zeit benötigt, und deren Orakel
höchstens Länge p(n) hat.

Es gibt eine erfüllende Belegung für die SAT-Instanz fL(x).

Damit können wir dann schließen:

x 2 L, es existiert eine akzeptierende Berechnung vonM

bei Eingabe x

, es existiert eine akzeptierende Berechnung vonM bei

Eingabe x mit höchstens p(n) Schritten in der Überprüfungs-

phase und einem Orakel w der Länge jw j = p(n)

, es existiert eine erfüllende Wahrheitsbelegung für die

Klauselmenge fL(x)
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Konvention:

Die Bewegungsrichtung des Kopfes sei d 2 f�1,0,1g.
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Klausel- Einschränkung / Bedeutung
gruppe

G1 Zum Zeitpunkt i istM in genau einem Zustand.

G2 Zum Zeitpunkt i hat der Lese-/Schreibkopf genau eine
Position.

G3 Zum Zeitpunkt i enthält jede Bandstelle genau ein Symbol
aus G.

G4 Festlegung der Anfangskon�guration zum Zeitpunkt 0:
M ist im Zustand q0, der Lese-/Schreibkopf steht
an Position 1 des Bandes; in den Zellen 1 bis n
steht das Wort x = sk1 . . . skn

G5 Bis zum Zeitpunkt p(n) hatM den Zustand qJ erreicht.

G6 Zu jedem Zeitpunkt i folgt die Kon�guration vonM
zum Zeitpunkt i + 1 aus einer einzigen Anwendung von d
aus der Kon�guration vonM zum Zeitpunkt i.
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Zum Zeitpunkt i istM in genau einem Zustand.

Konstruktion:

Zu jedem Zeitpunkt i istM in mindestens einem Zustand

Q[i,0] _ . . . _Q[i, r ] für 0 � i � p(n)

Zu jedem Zeitpunkt i istM in nicht mehr als einem Zustand

Q[i, j ] _Q[i, j 0] für 0 � i � p(n), 0 � j < j 0 � r

,
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Zum Zeitpunkt i hat der Lese-/Schreibkopf genau eine Position

Konstruktion:

Zum Zeitpunkt i hat der Lese-/Schreibkopf mindestens eine Position

H[i,�p(n)] _ . . . _H[i,p(n) + 1] für 0 � i � p(n)

Zum Zeitpunkt i hat der Lese-/Schreibkopf höchstens eine Position

H[i, j ] _H[i, j 0] für 0 � i � p(n)und � p(n) � j < j 0 � p(n) + 1
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Zum Zeitpunkt i enthält jede Bandstelle genau ein Symbol

Konstruktion:

Zum Zeitpunkt i enthält jede Bandstelle mindestens ein Symbol

S[i, j ,0] _ S[i, j ,1] _ . . . _ S[i, j , `] für

(
0 � i � p(n)

�p(n) � j � p(n) + 1

Zum Zeitpunkt i enthält jede Bandstelle höchstens ein Symbol

S[i, j , k ] _ S[i, j , k 0] für

8><
>:
0 � i � p(n)

�p(n) � j � p(n) + 1

0 � k < k 0 � `
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Festlegung der Anfangskon�guration zum Zeitpunkt 0

Konstruktion:

M ist im Zustand q0
Q[0,0]

der Lese-/Schreibkopf steht an Position 1 des Bandes

H[0,1]

in den Zellen 1 bis n steht das Wort x = sk1 . . . skn(
S[0,0,0],S[0,1, k1], . . . ,S[0,n, kn] , für Eingabe x = sk1 . . . skn
S[0,n+ 1,0], . . . ,S[0,p(n) + 1,0] ,alle anderen Positionen
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Bis zum Zeitpunkt p(n) hatM den Zustand qJ erreicht.

Konstruktion:
Q[p(n),1]



Klauselgruppe 6:
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Zu jedem Zeitpunkt i folgt die Kon�guration vonM zum Zeitpunkt
i + 1 aus einer einzigen Anwendung von d aus der Kon�guration von
M zum Zeitpunkt i.

Wir unterteilen Klauselgruppe G6 in zwei Teilgruppen G6,1, G6,2.

G6,1: FallsM zum Zeitpunkt i an der Position j das Symbol sk hat und
der Lese-/Schreibkopf nicht an der Position j steht, dann hatM auch
zum Zeitpunkt i + 1 an Position j das Symbol sk für 0 � i < p(n).

G6,2: Der Wechsel von einer Kon�guration zur nächsten entspricht
tatsächlich d.
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FallsM zum Zeitpunkt i an der Position j das Symbol sk hat und der
Lese-/Schreibkopf nicht an der Position j steht, dann hatM auch
zum Zeitpunkt i + 1 an Position j das Symbol sk für 0 � i < p(n).

Konstruktion: ��
S[i, j , k ] ^H[i, j ]

�
=) S[i + 1, j , k ]

�
Dies ergibt die Klausel�

S[i, j , k ] _H[i, j ] _ S[i + 1, j , k ]
�
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Der Wechsel von einer Kon�guration zur nächsten entspricht
tatsächlich d.

Sei d(qk , sm) = (qk, sm,d).

� sei qk aus QnfqJ ,qNg sonst gilt qk = qk , sm = sm und d = 0.

(H[i, j ] ^Q[i, k ] ^ S[i, j ,m])) H[i + 1, j + d ]

und (H[i, j ] ^Q[i, k ] ^ S[i, j ,m])) Q[i + 1, k]

und (H[i, j ] ^Q[i, k ] ^ S[i, j ,m])) S[i + 1, j , m]

Dies ergibt folgende Klauseln

H[i, j ] _Q[i, k ] _ S[i, j ,m] _H[i + 1, j + d ]

H[i, j ] _Q[i, k ] _ S[i, j ,m] _Q[i + 1, k]

H[i, j ] _Q[i, k ] _ S[i, j ,m] _ S[i + 1, j , m]

für 0 � i < p(n), �p(n) � j � p(n) + 1, 0 � k � r , 0 � m � `



Konstruktion der Klauseln - Zwischenergebnis
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Durch fL wird nun ein Input (M, x) auf die Klauselmenge

G := G1 ^ G2 ^ . . . ^ G6

abgebildet.

Wenn x 2 L, dann ist G erfüllbar.

Eine erfüllende Wahrheitsbelegung der Variablen aus G induziert eine
akzeptierende Berechnung vonM für die Eingabe x 2 L.



Polynomialität der Transformation
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Wir schätzen die Anzahl der Literale in den Klauselgruppen ab.



Polynomialität - Klauselgruppe 1:
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Zum Zeitpunkt i istM in genau einem Zustand.

Konstruktion:

Zu jedem Zeitpunkt i istM in mindestens einem Zustand

Q[i,0] _ . . . _Q[i, r ] für 0 � i � p(n)

Zu jedem Zeitpunkt i istM in nicht mehr als einem Zustand

Q[i, j ] _Q[i, j 0] für 0 � i � p(n), 0 � j < j 0 � r

,

Abschätzung:

(p(n) + 1)(r + 1) + (p(n) + 1)
1
2
(r(r + 1))
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Zum Zeitpunkt i hat der Lese-/Schreibkopf genau eine Position

Konstruktion:

Zum Zeitpunkt i hat der Lese-/Schreibkopf mindestens eine Position

H[i,�p(n)] _ . . . _H[i,p(n) + 1] für 0 � i � p(n)

Zum Zeitpunkt i hat der Lese-/Schreibkopf höchstens eine Position

H[i, j ] _H[i, j 0] für 0 � i � p(n)und � p(n) � j < j 0 � p(n) + 1

Abschätzung:

(p(n) + 1)(2p(n) + 1) + (p(n) + 1)
1
2
(2p(n) � (2p(n) + 1))
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Zum Zeitpunkt i enthält jede Bandstelle genau ein Symbol

Konstruktion:

Zum Zeitpunkt i enthält jede Bandstelle mindestens ein Symbol

S[i, j ,0] _ S[i, j ,1] _ . . . _ S[i, j , `] für

(
0 � i � p(n)

�p(n) � j � p(n) + 1

Zum Zeitpunkt i enthält jede Bandstelle höchstens ein Symbol

S[i, j , k ] _ S[i, j , k 0] für

8><
>:
0 � i � p(n)

�p(n) � j � p(n) + 1

0 � k < k 0 � `

Abschätzung:

(p(n) + 1)(2p(n) + 1)(`+ 1) + (p(n) + 1)(2p(n) + 1)
1
2
(`(`+ 1))
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Festlegung der Anfangskon�guration zum Zeitpunkt 0

M ist im Zustand q0
Q[0,0]

der Lese-/Schreibkopf steht an Position 1 des Bandes

H[0,1]

in den Zellen 1 bis n steht das Wort x = sk1 . . . skn(
S[0,0,0],S[0,1, k1], . . . ,S[0,n, kn] , für Eingabe x = sk1 . . . skn
S[0,n+ 1,0], . . . ,S[0,p(n) + 1,0] ,alle anderen Positionen

Abschätzung:

2+ (n+ 1) + (p(n) + 2� (n+ 1)) = p(n) + 4
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Bis zum Zeitpunkt p(n) hatM den Zustand qJ erreicht.

Konstruktion:
Q[p(n),1]

Abschätzung:
1



Polynomialität - Klauselgruppe 6,1:
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FallsM zum Zeitpunkt i an der Position j das Symbol sk hat und der
Lese-/Schreibkopf nicht an der Position j steht, dann hatM auch
zum Zeitpunkt i + 1 an Position j das Symbol sk für 0 � i < p(n).

Konstruktion: ��
S[i, j , k ] ^H[i, j ]

�
=) S[i + 1, j , k ]

�
Dies ergibt die Klausel�

S[i, j , k ] _H[i, j ] _ S[i + 1, j , k ]
�

Abschätzung:
p(n)(`+ 1)(2p(n) + 2) � 3
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Der Wechsel von einer Kon�guration zur nächsten entspricht
tatsächlich d.

Sei d(qk , sm) = (qk, sm,d).

� sei qk aus QnfqJ ,qNg sonst gilt qk = qk , sm = sm und d = 0.

H[i, j ] _Q[i, k ] _ S[i, j ,m] _H[i + 1, j + d ]

H[i, j ] _Q[i, k ] _ S[i, j ,m] _Q[i + 1, k]

H[i, j ] _Q[i, k ] _ S[i, j ,m] _ S[i + 1, j , m]

für 0 � i < p(n), �p(n) � j � p(n) + 1, 0 � k � r , 0 � m � `

Abschätzung:

p(n)(p(n) + 2)(r + 1)(`+ 1) � 3 � 4
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Wir schätzen die Anzahl der Literale in den Klauselgruppen ab.

G1 : (p(n) + 1)(r + 1) + (p(n) + 1) 1
2
(r(r + 1))

G2 : (p(n) + 1)(2p(n) + 1) + (p(n) + 1) 1
2
(2p(n) � (2p(n) + 1))

G3 :

(p(n) + 1)(2p(n) + 1)(`+ 1) + (p(n) + 1)(2p(n) + 1) 1
2
(`(`+ 1))

G4 : 2+ (n+ 1) + (p(n) + 2� (n+ 1)) = p(n) + 4

G5 : 1

G6 : p(n)(`+ 1)(2p(n) + 2) � 3| {z }
G6,1

+ p(n)(p(n) + 2)(r + 1)(`+ 1) � 3 � 4| {z }
G6,2



Polynomialität der Transformation

25

Wir schätzen die Anzahl der Literale in den Klauselgruppen ab.

G1 : (p(n) + 1)(r + 1) + (p(n) + 1) 1
2
(r(r + 1))

G2 : (p(n) + 1)(2p(n) + 1) + (p(n) + 1) 1
2
(2p(n) � (2p(n) + 1))

G3 :

(p(n) + 1)(2p(n) + 1)(`+ 1) + (p(n) + 1)(2p(n) + 1) 1
2
(`(`+ 1))

G4 : 2+ (n+ 1) + (p(n) + 2� (n+ 1)) = p(n) + 4

G5 : 1

G6 : p(n)(`+ 1)(2p(n) + 2) � 3| {z }
G6,1

+ p(n)(p(n) + 2)(r + 1)(`+ 1) � 3 � 4| {z }
G6,2

r und ` sind Konstanten, die durchM (und damit durch L) induziert
werden

p(n) ist ein Polynom in n
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Wir schätzen die Anzahl der Literale in den Klauselgruppen ab.

G1 : (p(n) + 1)(r + 1) + (p(n) + 1) 1
2
(r(r + 1))

G2 : (p(n) + 1)(2p(n) + 1) + (p(n) + 1) 1
2
(2p(n) � (2p(n) + 1))

G3 :

(p(n) + 1)(2p(n) + 1)(`+ 1) + (p(n) + 1)(2p(n) + 1) 1
2
(`(`+ 1))

G4 : 2+ (n+ 1) + (p(n) + 2� (n+ 1)) = p(n) + 4

G5 : 1

G6 : p(n)(`+ 1)(2p(n) + 2) � 3| {z }
G6,1

+ p(n)(p(n) + 2)(r + 1)(`+ 1) � 3 � 4| {z }
G6,2

Also sind alle Größen polynomial in n.

Die angegebene Funktion fL ist damit eine polynomiale
Transformation von L nach LSAT.


