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Nutzlose Variablen

Sei G eine kontextfreie Grammatik. Eine Variable A heiB3t nutzlos, falls
es keine Ableitung S = w gibt, w € =*, in der A vorkommt.

Satz:
Fir eine kontextfreie Grammatik kann die Menge der nutzlosen Varia-
blen (in polynomialer Zeit) berechnet werden.

Beweis:
m Wir benutzen ein zweistufiges Verfahren.



Schritt 1

Bestimme alle Variablen, die ein Wort erzeugen kénnen
Formal: Berechne V' = {Ac V |3IweZ*: A5 w}

ma Initialisiere eine leere Queue Q.

m Flgealle Ac VmitA— wflreinw e Z*in Qund V' ein.

m Entferne der Reihe nach jedes Element A aus Q
m Ersetze jede Regel
B — aABmita, p e (VUL
durch die Regeln
B — awp, wobei w € 2* und A — w Regel.
m Wenn dabei eine Regel der Form
B—w, w ex,
entsteht und B ¢ V', flige B in Q und V' ein.

m Das Verfahren endet, wenn Q leer ist.



Schritt 1 AT

Bemerkung 1

m Falls S ¢ V/, breche das Verfahren ab.
m G erzeugt dann die leere Sprache und alle Variablen sind nutzlos.

Bemerkung 2

® Fir jede Variable Amit A =5 w fiir ein w € X* gilt:

m Per Induktion Uber die Lange der kiirzesten Ableitungsregel der Form
A S w kann firr A gezeigt werden, dass A€ V',



Beispiel: Schritt 1

Grammatik G = (%, V, S, R) mit Produktionen R gegeben durch

mooOw>n
Ll

!

Aa|B|Cab
bclA
Bd|Cd
aBc

Ab

SD



Beispiel: Schritt 1 AT

Flige alle Ac Vmit A— wflrein w € Z* in Qund V’ ein.

S — Aa|B|Cab S — Aa|B|Cab
A — bclA A — bclA

B — Bd|Cd B — Bd|Cd
C — abBc C — abBc

D — Ab D — Ab

E — SD E — 8D

Vi = @ Vi o= {A}

Q = © Q = {A



Beispiel: Schritt 1 AT

Entferne der Reihe nach jedes Element A aus Q

m Ersetze jede Regel B — ¢ AB mita, p € (VUX)*
durch die Regeln B — awp, wobei w € £* und A — w Regel.

m Wenn dabei eine Regel der Form B — w/, w' € T* entsteht und
B ¢ V' fige Bin Qund V' ein.

S — Aa|B|Cab S — bcalB|Cab
A — bclA A — bclA

B — Bd|Cd B — Bd|Cd

C — aBc C — aBc

D — Ab D — bcb

E — SD E — SD

Vi o= {A} V' = {A S D}

Q = {A} Q = {S.D}



Beispiel: Schritt 1

Entferne der Reihe nach jedes Element A aus Q

m Ersetze jede Regel B — ¢ AB mita, p € (VUX)*
durch die Regeln B — awp, wobei w € £* und A — w Regel.

m Wenn dabei eine Regel der Form B — w/, w' € T* entsteht und
B ¢ V' fige Bin Qund V' ein.

S

moo w>>

L il

bca|B|Cab
bc|A
Bd|Cd
aBc

beb

SD

mMmOoOOm>™>0n

{A, S, D} V!
{S, D} Q

Ll

bca|B|Cab
bc|A
Bd|Cd
aBc

beb

bcaD

{A, S, D}
{D}



Beispiel: Schritt 1 AT

Entferne der Reihe nach jedes Element A aus Q

m Ersetze jede Regel B — ¢ AB mita, p € (VUX)*
durch die Regeln B — awp, wobei w € £* und A — w Regel.

m Wenn dabei eine Regel der Form B — w/, w' € T* entsteht und
B ¢ V' fige Bin Qund V' ein.

S — bca|B|Cab S — bca|B|Cab
A — bclA A — bclA

B — Bd|Cd B — Bd|Cd

C — aBc C — aBc

D — bcb D — bcb

E — bcaD E — bcabcb
V' = {AS D} v = {A S DE}

Q = {D} Q = {E}



Beispiel: Schritt 1 AT

Entferne der Reihe nach jedes Element A aus Q

m Ersetze jede Regel B — ¢ AB mita, p € (VUX)*
durch die Regeln B — awp, wobei w € £* und A — w Regel.

m Wenn dabei eine Regel der Form B — w/, w' € T* entsteht und
B ¢ V' fige Bin Qund V' ein.

S — bca|B|Cab S — bca|B|Cab
A — bclA A — bclA

B — Bd|Cd B — Bd|Cd

C — aBc C — aBc

D — bcb D — bcb

E — bcabcb E — bcabcb

V' = {A S DE} v = {A S DE}

Q = {E} Q = {}



Schritt 2 AT

Bestimme alle Variablen in '/, die vom Startsymbol aus ,.erreicht*

werden kdénnen.

Formal: Berechne {A € V' | S= Aoder 3o, 8 € (V' UZ)*: S 5 wAB}

m Starte mit V' = {S}

m Fige zu allen Regeln A — aBB mite, p € (VVUZ)* Aec V', Be V'
die Variable Bin V" ein.

m Wiederhole den letzen Schritt, bis sich V"' nicht mehr adndert.

Per Induktion Uber die Lédnge der kirzesten Ableitungsregel der Form
S — aAB, «, p € (V' UZ)*, kann dann wieder die Korrektheit bewiesen
werden.

Fazit: Nach Ende von Schritt 2 ist V" die Menge aller niitzlichen
Variablen.



Beispiel: Schritt 2

Starte mit V"' = {S}

MmO O >0

Ll Ll

Aa|B|Cab
bc|A
Bd|Cd
aBc

Ab

SD

{A,S,D E}
{

moTO >0

Vl/

Ll Ll

Aa|B|Cab
bc|A
Bd|Cd
aBc

Ab

SD

{A,S,D E}
{5}



Beispiel: Schritt 2

Fiige zu allen Regeln A — aB mita, p € (V' UZ)* Ac V', Be V'

die Variable B in V" ein.

S — Aa|B|Cab S — Aa|B|Cab
A — bclA A — bclA

B — Bd|Cd B — Bd|Cd

C — abBc C — abBc

D — Ab D — Ab

E — SD E — SD

V' = {A S DE} V' = {A S DE}
v {S} v {S, A}



Beispiel: Schritt 2 AT

Wiederhole den letzen Schritt, bis sich V" nicht mehr dndert.

S — Aa|B|Cab S — Aa|B|Cab
A — bclA A — bclA

B — Bd|Cd B — Bd|Cd

C — aBc C — aBc

D — Ab D — Ab

E —- SD E —- SD

V' = {ASDE} V' = {ASDE}

V' = {S A} V' = {S A}



Korollar ﬂ(“.

Korollar
Fir eine kontextfreie Grammatik G kann (in polynomialer Zeit) ent-
schieden werden, ob L(G) = @ ist.

Beweis:
m L(G) = @ genau dann, wenn S nutzlos.



Satz:
Fir eine kontextfreie Grammatik G = (X%, V, S, R) kann (in polynomia-
ler Zeit) entschieden werden, ob L(G) endlich ist.

Beweis:

m Entferne alle nutzlosen Variablen
m Uberfilhre G in eine &quivalente Grammatik in Chomsky-Normalform.
m Betrachte den gerichteten Graphen (V, E) mit
a Knotenmenge V ist gleich der Variablenmenge von G
m Kantenmenge E ={(A,B) |3Ce V:A—-BCec RVA— CBe R}
m Mit Tiefensuche kann entschieden werden, ob dieser Graph einen
Kreis enthalt.

m Man kann sich leicht Uberlegen, dass L(G) genau dann endlich ist,
wenn der entsprechende Graph keinen Kreis enthélt.



Beispielgraph

nm O 0O
T OO0 oo o

TTT T T
m<@<@o



Satz:
Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist abgeschlossen bzgl. Verei-
nigung, Konkatenation und Kleenschem Abschluss.

Beweis:

m Seien Ly kontextfreie Sprache mit Grammatik Gy = (%, V4, Sy, Ry)
m Seien L, kontextfreie Sprache mit Grammatik G> = (X, Vo, So, Ro)
m 0.B.dA. seiVinV, =0Q.

Vereinigung: Die Grammatik

V = VjuWwu {S}
S neues Startsymbol
R = R1UR2U{S—>S1,S—>SQ}

. erzeugt Ly U Lo.



Satz:
Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist abgeschlossen bzgl. Verei-
nigung, Konkatenation und Kleenschem Abschluss.

Beweis:

m Seien Ly kontextfreie Sprache mit Grammatik Gy = (%, V4, Sy, Ry)
m Seien L, kontextfreie Sprache mit Grammatik G> = (X, Vo, So, Ro)
m 0.B.dA. seiVinV, =0Q.

Konkatenation: Die Grammatik

V = VjuWwu {S}
S neues Startsymbol
R = R1UR2U{S—>S182}

Lerzeugt Ly - Lop.



Satz:
Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist abgeschlossen bzgl. Verei-
nigung, Konkatenation und Kleenschem Abschluss.

Beweis:

m Seien Ly kontextfreie Sprache mit Grammatik Gy = (%, V4, Sy, Ry)
m Seien L, kontextfreie Sprache mit Grammatik G> = (X, Vo, So, Ro)
m 0.B.dA. seiVinV, =0Q.

Kleenscher Abschluss: Die Grammatik

Vv = Vyu{S}
S neues Startsymbol
R = RiU{S—¢S—S8SS— S5}

*
, €rzeugt Lj.



Satz:
Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist nicht abgeschlossen bzgl.
Komplementbildung und Durchschnitt.

Beweis Schnitt: Betrachte die kontextfreien Sprachen
Ly = {a”b”|n > 1} Lo = {C}*
Ly ={a}” Ly ={b"c"In>1}

Nach dem letzen Satz sind dann auch L; - L und L3 - L4 kontextfrei.
Es ist dann
L:=LiloNLgly = {a”b”c”\n > 1} .

Diese Sprache ist nicht kontextfrei.



Satz:

Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist nicht abgeschlossen bzgl.
Komplementbildung und Durchschnitt.

Beweis Komplementbildung:

® Angenommen, die Klasse der kontextfreien Sprachen wére bzgl.
Komplementbildung abgeschlossen.

m Dann wirde far beliebige kontextfreie Sprachen L4, L, gelten
(LS U L)C = Ly N L ist wieder kontextfrei.

m Dies ist ein Widerspruch zur ersten Aussage des Satzes.



Greibach Normalform ﬂ("'

Greibach Normalform
Eine kontextfreie Grammatik ist in Greibach-Normalform, wenn alle
Ableitungsregeln von der Form

A—saxmitAe V,acXunda € V*

sind.

Satz:

Fir jede kontextfreie Grammatik G, fiir die L(G) das leere Wort nicht
enthalt, kann eine (aquivalente) kontextfreie Grammatik G’ mit L(G) =
L(G') in Greibach-Normalform konstruiert werden.



Beweis - Ersetzung (i) ﬂ(".

Folgende Ersetzungen andern nichts an der erzeugten Sprache:

Ersetzung (i). Eine Regel
A— 01 B(Xg

wobei
B— By, B—=B2, ..., B—pr

alle Regeln sind, deren linke Seite B ist, kann durch die Regeln
A— 061‘51062
A— 01 ,320(2
A— 0(1,3,»062

ersetzt werden.



Beweis - Ersetzung (ii) ﬂ(“.

Folgende Ersetzungen andern nichts an der erzeugten Sprache:

Ersetzung (ii). Seien

alle Regeln, deren linke Seite A ist, wobei B; nicht mit A beginnen. Dann
kdnnen die Regeln

durch die Regeln

« ersetzt werden. Dabei sei B eine neu eingeflhrte Variable.



Beweis - Definitionen ﬂ(".

Annahme G ist in Chomsky-Normalform mit

und damit ausschlieBlich Regeln der Form

A,’ — A/Ak
A,‘ — & .

Die Grammatik in Greibach-Normalform wird zuséatzlich die Variablen
{Bj,..., B} benutzen. Sei



Beweis: Invarianten

V/::{A1,...,Am,B1,...,Bm} 2:{31,,8,7}

zu Beginn mit Regeln der Form
A,' — AjAk
A,' — aj .

Wahrend der Umformung sind folgende Invarianten erfillt.

1.Invariante
Die rechte Seite einer Regel, deren rechte Seite mit einer Variablen
beginnt, besteht nur aus Variablen.




Beweis: Invarianten

zu Beginn mit Regeln der Form

A,' — AjAk
A,' — aj .

Wahrend der Umformung sind folgende Invarianten erfillt.

2.Invariante

Die rechte Seite einer Regel, deren rechte Seite mit einer Variablen
beginnt, beginnt mit einer Variablen aus V = {A;, ..., Am}.



Beweis: Invarianten

V/::{A1,...,Am,B1,...,Bm} 22{81,,8,7}
zu Beginn mit Regeln der Form
A,' — AjAk
A,' — aj .

Wahrend der Umformung sind folgende Invarianten erfillt.

3.Invariante
Symbole aus £ kommen nur als erstes Zeichen der rechten Seite einer

Regel vor.



Beweis: Invarianten

V/::{A1,...,Am,B1,...,Bm} 2:{31,,8,7}
zu Beginn mit Regeln der Form
A,' — AjAk
A,' — aj .
Wahrend der Umformung sind folgende Invarianten erfillt.

4.Invariante

Die rechte Seite einer Regel, deren linke Seite aus V = {A;, ..., Am} ist
und deren rechte Seite mit einer Variablen aus V beginnt, beginnt sogar
mit zwei Variablen aus V.



Beweis: Invarianten

zu Beginn mit Regeln der Form
A,' — AjAk
A,' — aj .

Wahrend der Umformung sind folgende Invarianten erfillt.

5.Invariante
Die rechte Seite einer Regel, deren linke Seite aus V'\V = {B;
ist, besteht nur aus Variablen aus V'.



Beweis: Invarianten

V/::{A1,...,Am,B1,...,Bm} 2:{31,,8,7}
zu Beginn mit Regeln der Form
A,' — AjAk

A,-—>aj.

Wir formen G zunachst so um, dass auBer Invarianten 1-5 noch die
nachste Invariante gilt:

6.Invariante
Falls A; — A;ja Regel ist, so gilt j > /.




Beweis - Ubersicht Invarianten

1.Invariante Die rechte Seite einer Regel, deren rechte Seite mit einer
Variablen beginnt, besteht nur aus Variablen.

2.Invariante Die rechte Seite einer Regel, deren rechte Seite mit einer
Variablen beginnt, beginnt mit einer Variablen aus V = {A¢,..., Am}.

3.Invariante Symbole aus ¥ kommen nur als erstes Zeichen der rechten
Seite einer Regel vor.

4.Invariante Die rechte Seite einer Regel, deren linke Seite aus
V={A ..., Am} ist und deren rechte Seite mit einer Variablen aus V
beginnt, beginnt sogar mit zwei Variablen aus V.

5.Invariante Die rechte Seite einer Regel, deren linke Seite aus
VI\V ={B;,..., Bn} ist, besteht nur aus Variablen aus V'.

6.Invariante Falls A; — A;x Regel ist, so gilt j > /.



Beweis: Beispielgrammatik

v {Ar, Ao, As}
> = {01}

S = A

R = {A = AAs,

A2 —}A3A1, Ag — 1,
A3 —)A1A2, A3 — 0}



Beweis - Verfahren - Schritt 1 ﬂ("'

Vorher: Grammatik in Chomsky-Normalform
Nachher: 6. Invariante halt: Falls A; — A;ax Regel ist, so giltj > /.

Aktion: Dabei wenden wir (in dieser Reihenfolge)

Ersetzung (ii) zur Ersetzung aller Regeln Ay — Aq«
Ersetzung (i)  zur Ersetzung aller Regeln A, — A«
Ersetzung (ii) zur Ersetzung aller Regeln Ay — Ao
Ersetzung (i)  zur Ersetzung aller Regeln A3 — A«
Ersetzung (i)  zur Ersetzung aller Regeln A3 — Ao
Ersetzung (ii) zur Ersetzung aller Regeln Az — Az«



Beweis - Schritt 1 - Beispiel

Ersetzung (i)

A — 0613062

B — ﬁ1‘,32x~-‘,3r
V. = {A1 A A3}
>~ = {01}

S = A

R {A] — AzAs,

A2—>A3A1, Ag—) 1,
A3 —>A1A2, A3 —)0}

20

>
1

o}
i

T n M<

0(1ﬂ10€2‘0€1ﬂ20€2‘ . ‘0(1ﬁr062

B1lB2, ... |Br

{A1, Az, Az}

{0.1}

Aq

{A1 = AzAs,
Ag — A3A1, A2 — 1,
A3 — A2A3A2, A3 — 0}
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Beweis - Schritt 1 - Beispiel

Ersetzung (i)

A — lX1Bng

B — ,31’ﬂ2,...’,3r
V = {A As Az}
Y = {01}

S = A

R {A; = ArAs,

Ag —)A3A1, A2 — 1,
A3 — A2A3A2, A3 — 0}

™ >
i

T nM<

3

0(1ﬂ10€2‘0€1ﬂ20€2‘ . ‘0(1ﬁr062

B1lB2, ... |Br

{A1, Az, Az}

{0.1}

Aq

{A1 = AxAs,
Ag — A3A1, A2 — 1,
Az — AzA1AzAz|1AsAz,
A3 — 0}
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Beweis - Schritt 1 - Beispiel

Ersetzung (ii)

A
A

a on M<

—
—

{A1, Az, Az}

{0.1}

Aq

{A1 = A2Ag,
Ag —>A3A1, A2 — 1,
Az — AzA1AzAz,
Az — 0[1A3Az}

> W w >
L4l

a on M<

81, .nn, B — ar,
x1B, ..., B — arB
B1,---, A— Bs
{A1, Az, Az}
{0.1}

Ay

{A1 = AgAg,

Ag —>A3A1, A2 — 1,

A3 — OBs“AgAzBs,

Bs — A1A3Ao| A1 Az Az By
Az — 0[1A3Az}
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Beweis - Verfahren - Schritt 2 ﬂ(“'

Vorher: Alle Regeln sind von der Form

A — ax
A — amitae (V),aeX

wobei es keine e-Regeln oder Kettenregeln mit linker Seite A € V gibt.
Wegen Invariante 6

m gibt es keine Regel A, — «
® beginnen alle A,,_1 — a-Regeln mit Ap,.

Aktion: Ersetze mit absteigenden k alle Regeln der Form
A = amita € (V)*
mittels Ersetzung (i).

Nachher: Regeln mit linker Seite in V in Form Ay — ax,a€ Z,a € (V')*.
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Beweis - Schritt 2 - Beispiel

Ersetzung (i)

A
B

T n M<

—
ﬁ

X4 Ble
BilB2. ... |Br
{A1, A2, As}
{0.1}

At

{A1 = AxAs,
Az — AzAy,
A2 — 1,

A3 — 083|1A3AQB3,
A3 — 0|1A3A2}
BS — A1 A3A2|A1 A3A283

W >
1

T nM<

4

wyBrap|aq fons| ... a1 fras

BilBz.---|Br

{A1, A2, A}
{0.1}
A1
{A1 = AxAs,
Ag — 083/41 ’1A3A233A1
A2 — 0A1 |1A3A2A1
Ay — 1,
Az — 0B3|1A3A2Bs3,
A; — 0|1Az3Az}
Bg — A1 A3A2|A1 A3AZB3
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Beweis - Schritt 2 - Beispiel ﬂ("'

Ersetzung (i)

V = {A; As As} V = {A1.Ax A3}
Y = {01} Y = {0,1}
S = A S = Aq
R = {A; — AsAs, R {A; — 0B3A A3
Ao — 0B3A¢|1A3A2B3A; A1 = 1A3A2B3A1 As,
As — 0A1|1A3A2A1 |1 Ay — 0A1A3|1A3A2A1 A3| 143,
A3 — 083|1A3A233, A2 — OBBA1 ’1A3AZB3A1
Az — O|1A3A5} Az — 0A1[1A3A2A4]1
Bg — A4 A3A2‘A1 A3A283 A3 — 083‘1A3A283,

A3 — 0|1A3A2}
BS — A1 A3A2|A1 A3A283
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Beweis - Verfahren - Schritt 3 ﬂ(“'

Vorher: Rechte Seiten von Regeln, deren linke Seite aus

VAV ={B,..., Bn} ist, beginnen mit einer Variablen aus {Aq, ..., Am}
(wegen Invarianten 2 und 5).

Aktion: Ersetze Regeln B; — Aja, a € (ZU V")* mit Ersetzung (i).

Nachher: G ist in Greibach-Normalform.



Beweis - Schritt 3 - Beispiel ﬂ("'

Ersetzung (i)

A1 — 033A1 A3 A1 — 033A1 A3

A — 1A3A283A1 A3, A — 1A3A283A1 A3,

Ar — 0A;As|1A3AsAr Ag|1Az A1 — 0A1Ag|1AsAsA 1 As|1As,
A — 0B3A;|1A3A2B3A1  Ap — 0BsA;|1A3AsB5A

A2 — 0A1 |1A3A2A1 |1 A2 — 0A1 |1A3A2A1 |1
A3 — 053|1A3A283, A3 — 053|1A3A283,
A3 — O|1A3A2} A3 — O|1A3A2}

83 — A1A3A2’A1A3A233 83 — 1A3A3A2’033A1A3A3A2
83 — 1A3A2A1A3A3A2‘0A1A3A3A2
By — 1A3AsB3A1 A3 AsAs|1 A3 As Ao By
By — 0B3A; AgAgAsBs|1A3 Az Ay As As Ao By
Bs — 0A;A3A3A>Bs
Bg — 1A3AQB3A1 A3A3A283



Kellerautomaten A\‘(IT

Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (NPDA bzw. PDA, Push-
down Automaton) besteht aus (Q, %, T, qo, Zy, 6, F), wobei

m Q@ endliche Zustandsmenge

Y. endliches Eingabealphabet

I' endliches STACK-Alphabet

go € Q Anfangszustand

Zy € T Initialisierung des STACK

§:Qx (ZU{e}) xT — 291" d.h,

®i(qaZ)C{(q7):9€Qyer}
®i(qe2)C{(gr):9€QyeT}

m F C Q Menge der akzeptierenden Endzusténde,
F = @ ist mdglich.
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Kellerautomaten - Visualisierung

Eingabeband

E

i 'n g a b

Kellerautomat

Q| wW|»

#
Keller
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Kellerautomaten - Arbeitsweise A\‘(IT

Eine Konfiguration eines PDA ist ein Tripel (g, w, «) mit
m geEQ,

m w € X" der Teil der Eingabe, der noch nicht gelesen wurde,
m « € ['* STACK-Inhalt.

Zu Konfiguration (g, wy ... wy, Z; ... Zpy) gibt es die Nachfolgekonfi-
gurationen:

(d wo...w,2Z...2[Z>...Z) furalle (¢, Z;...2)) € 5(q, wy,2Zy)
und

Q' wy...w,Z{...2lZ...Zm) fUralle (¢, Z{ ... Z)) € 5(q.¢, Z).
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Kellerautomaten - Arbeitsweise A\‘(IT

Ein PDA akzeptiert ein w € X* durch leeren Stack, wenn es ei-
ne zulassige Folge von Konfigurationen aus der Anfangskonfiguration
(qo, w, Zp) in eine Konfiguration (g, ¢,¢), g € Q, gibt.

Ein PDA akzeptiert ein w € X* durch einen akzeptierenden Endzu-
stand, wenn es eine zulassige Folge von Konfigurationen aus der An-
fangskonfiguration (qg, w, Zy) in eine Konfiguration (q,¢,v) mit g € F
und y € '™ gibt.

Ein PDA ist deterministisch (DPDA), falls
6(9,a 2)| +|6(q.e, 2)| < 1

firallege Q ac %, ZeT.



