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Entfernen von e-Ubergingen AT

Satz:
Zu jedem NEA A mit e-Ubergangen gibt es einen NEA A ohne e-Uber-
gange, der dieselbe Sprache akzeptiert und nicht mehr Zustéande hat.




Entfernen von e-Ubergingen AT

Satz:
Zu jedem NEA A mit e-Ubergangen gibt es einen NEA A ohne e-Uber-
gange, der dieselbe Sprache akzeptiert und nicht mehr Zustéande hat.

Beweis: Sei A := (Q, ¥ 4,s, F) ein NEA mit e~Ubergéngen.
Wir konstruieren A := (Q, %, 6, s, F) wie folgt:
m Q:=(Q\F)UF

S:=s

~ ) {a} fallsa=-¢
5(q.a) = {(5(E(q),a) sonst

w Fi={q| E(q)NF # 0}
Damit akzeptiert A dieselbe Sprache wie A, und |Q| < | Q).



EA — Regularitat ﬂ("'

Satz:
Jede Sprache, die von einem endlichen Automaten erkannt wird, ist
regular.




Beweis: EA — Regularitat ﬂ("'

m SeiDEA A= (Q L%, J, s F) gegeben.
m Esist zu zeigen, dass L(.A) regulér ist.

Es gilt:

L ={w e X* | A endet nach Abarbeitung von w in einem Zustand aus F}

m Die Abarbeitung eines Wortes w = ay ... ax bewirkt das Durchlaufen
einer Folge von Zustanden s, g1, ..., gk, wobei nicht notwendig

q; # q; fur i # j gilt.
m Wir suchen die Worter, so dass der letzte Zustand in F ist.

m Betrachte fiir jeden Zustand f € F getrennt die Wérter, deren
Abarbeitung in f endet.



Beweis: EA — Regularitat ﬂ("'

m SeiDEA A= (Q L%, J, s F) gegeben.
m Esist zu zeigen, dass L(.A) regulér ist.

Es gilt:
L ={w e X* | A endet nach Abarbeitung von w in einem Zustand aus F}
Zu f € F definiere:

Ly :={w € £* | A endet nach Abarbeitung von w in f}
={w € X" | w Oberflhrt sin f (im Automaten A)}

ma Damitist L = UfEF [_f.

® Wenn wir zeigen kdnnen, dass fur alle f € F die Sprache L; regular
ist, so ist auch L regular.



Beweis: EA — Regularitat ﬂ("'

Ly :={w € X* | w Gberflhrt sin f (im Automaten A)}

Ab jetzt sei Q = {qy, ..., gn}.
Wir definieren zu

qr.qt € Q: Lg,.q, := {w € X* | w Uberflhrt g, in g¢} .

Insbesondere gilt also: Ly = L ;. Unterteile Lgq, g, :

Abarbeitung von w aus g, nach g; hat nur }

Lania = {W cx Zwischenzustande {qy, ..., g}

(also w bewirkt: g — ......... — qr.)

e{q1,.q}
Damit gilt Lg,,q; = Lg,,n,q;-



Beweis: EA — Regularitat ﬂ("'

Abarbeitung von w aus g, nach g; hat nur
Zwischenzustande {qy, ..., g}

—— *
Leri,CIt = {W e X

Wir zeigen, dass Lg, j g, fUr gr, gt € Qund 1 < i < nregular sind:
® Zunéchst betrachten wir direkte Uberfiihrungen, also i = 0:

! S e Abarbeitung von w flhrt von g, nach g;
ar.0.qr == ohne Zwischenzustand

Falls r = t und somit g, = q; ist, ist
Lg 00 ={a€X|d(qra) =qi}U{e}.

Andernfalls betrachten wir alle w mit g, LS g:, ohne
Zwischenzustéande, also

Lgo0q ={acX|d(gra)=aqai} .

Diese Sprachen sind jeweils regular.



Beweis: EA — Regularitat ﬂ("'

m Betrachte nuni=1:

Lqr,tq: = {W ex”

w Uberfuhrt g, in g; entweder direkt oder
unter Benutzung nur von g4
Es gilt dann:

Lo 1,00 = Lgr0,: Y (Lqr,o,cn L4 0.0, 'LQMOth)

Also ist Lg, 1,4, @auch wieder regular.
m Es qilt allgemein:

*
LQr,i-HVQt = LQr,int U (Lq,,i,q,-+1 (Lq/'+1,",q/'+1) Lq/'+1,/v<7t)



Beweis: EA — Regularitat ﬂ("'

® Eswurden fir L. ;4. nur die Sprachen L. ;. und U, -, * verwendet.

a Damit ist gezeigt (per Induktion), dass L. ;. 1 . regular ist fir beliebiges
i (1 <i+1 < n)und alle Zustandspaare aus Q.

m Damit ist gezeigt, dass insbesondere Ly = Lg , s regular ist fir jedes
feF.



Beispiel ﬂ(“'
Sei (Q,X,6,s8,F) mit Q:={qy:=5,g2:=q},Z:={0,1}, F := {s}
H @

Gesucht: L(Q,X,6,s, F). Esqilt L= Lg, 2.4,



Beispiel 0,1 ﬂ(".

H O

Gesucht: L(Q,X,6,s, F). Esqilt L= Lg, 2.4,

Dann ist
Lnyqui =é
Laoq = (U firije{1,2},i#]
*
LQ1,1,Q1 = Lq1,0,q1 U LCI1,0,CI1 (LQ1,0,Q1) LQ1,O,Q1 =
Loy t.g2 = Lgy0.0: U Lgy 0.0 (Lay0.0,) Lgy0,ge = (0UT) Uee*(0UT) =0U 1
Loptg = (0UT)UOU1)ee=0U1
Loyt =€U(OUT)E(OUT) =eU(0U1)(OUT)

L="Lg2q ="Lg1,aY(lete(lete) Lea)
=euU(QuUt)((OUt)(OU1)*(OU1)=((0U1)(OU1))*



Satz von Kleene ﬂ("'

m Wir haben gezeigt, dass die von endlichen Automaten akzeptierten
Sprachen genau die regularen Sprachen sind.

a Dies wird auch als der Satz von Kleene bezeichnet.

Satz (Satz von Kleene):

Die von endlichen Automaten akzeptierten Sprachen sind genau die
regularen Sprachen.




Frage: Was kénnen endliche Automaten nicht? ﬂ("‘



Frage: Was kénnen endliche Automaten nicht? [T

Beispiel:
Die Sprache L der korrekten Klammerausdriicke Uber 2 = {(,)}.
Etwa

(00). (()()(o)) €L ((0). (ODO(E L



Frage: Was kénnen endliche Automaten nicht? [T

Beispiel:
Die Sprache L der korrekten Klammerausdriicke Uber 2 = {(,)}.
Etwa

(00). (()()(o)) €L ((0). (ODO(E L

m Die Klammerung ist genau dann korrekt, wenn w gleich viele 6ffnende
wie schlieBende Klammern enthélt, und wenn man w von links nach
rechts liest, so gibt es nie mehr ,)“ als ,,(“ bis dahin.

a Ein Automat, der L erkennen kann, muss in der Lage sein, sich fir ein
beliebiges Wort w € L die Anzahl von ( gegeniber ) zu merken.

m Dies kann aber beliebig groB werden, und der Automat musste Uber
unendliche viele Zustande verfligen.

a Die Sprache der Klammerausdricke ist also zwar simpel, aber wohl
nicht regular.



Pumping-Lemma fiir regulére Sprachen AT

Satz:
Sei L eine regulare Sprache. Dann existiert eine Zahl n € N, so dass
fur jedes Wort w € L mit |w| > n eine Darstellung

w=uvxmit|uv| <n,v#e,

existiert, bei der auch uv/x € L ist fir alle i € Ny.




Pumping-Lemma fiir regulére Sprachen AT

Satz:
Sei L eine regulare Sprache. Dann existiert eine Zahl n € N, so dass
fur jedes Wort w € L mit |w| > n eine Darstellung

w=uvxmit|uv| <n,v#e,

existiert, bei der auch uv/x € L ist fir alle i € Ny.

Beweis:

m Sei L eine regulére Sprache.

m Dann existiert ein endlicher Automat, der L akzeptiert.

m Sei Q dessen Zustandsmenge und n := |Q)|.

m Seiwe lLmit|w| >netwaw=aj...ap...ampmitm> n.



Pumping-Lemma fiir reguldre Sprachen AT

Beweis:

m Sei L eine regulare Sprache.

m Dann existiert ein endlicher Automat, der L akzeptiert.

m Sei Q dessen Zustandsmenge und n := |Q)|.

m SeiwelLmit|w| >netwaw=aj...ap...ampmitm> n.

Bei der Abarbeitung von w werden dann die Zustande qy, . . ., am
durchlaufen mit g, € F.
Dann gibtes /,jmit0 </,j < nund i # j, sodass q; = g;. (E gelte / < /.

®
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Pumping-Lemma fir regulare Sprachen

Satz:
Sei L eine regulare Sprache. Dann existiert eine Zahl n € N, so dass
fur jedes Wort w € L mit |w| > n eine Darstellung

w=uvxmit|uv| <n,v#e,

existiert, bei der auch uv/x € L ist fir alle i € Ny.

Dann kann der Zykel gj, gj+1, - ., g; = g; auch gar nicht oder beliebig oft
bei der Abarbeitung eines Wortes aus L durchlaufen werden so dass der
Zustand gm € F erreicht wird.



Pumping-Lemma fiir regulare Sprachen AT

Satz:
Sei L eine regulare Sprache. Dann existiert eine Zahl n € N, so dass
fur jedes Wort w € L mit |w| > n eine Darstellung

w=uvxmit|uv| <n,v#e,

existiert, bei der auch uv/x € L ist fir alle i € Ny.

Also gibt es eine Zerlegung w = (a1 ...a) - (@j41..-a;) - (aj+1---am)
N, e’

u v X
mit [uv| < nund v # ¢, so dass auch uv/x € L fur alle i € N,.

7



Bemerkung ﬂ(".

m Das Pumping-Lemma liefert nur eine notwendige, aber nicht
hinreichende Bedingung fir die Regularitéat von Sprachen.



Beispiel (1) zum PL ﬂ(".

Satz:

Sei L eine regulare Sprache. Dann existiert eine Zahl n € N, so dass
fir jedes Wort w € L mit |w| > n eine Darstellung

w = uvx mit juv| < n, v #¢,

existiert, bei der auch uvix € List fur alle i € Np.

Gegeben sei
ma X={01}
m L= {w e X*| wenthdlt 10 nicht als Teilwort } = 0*1*
Betrachte
an=1, W = uvx, u=ce
Dann
m entspricht v also dem ersten Buchstaben von w
» m kann uvix auch 10 nicht als Teilwort besitzen.



Beispiel (2) zum PL ﬂ(".

Satz:

Sei L eine regulare Sprache. Dann existiert eine Zahl n € N, so dass
fir jedes Wort w € L mit |w| > n eine Darstellung

w = uvx mit juv| < n, v #¢,

existiert, bei der auch uvix € List fur alle i € Np.

Sei £ ={0,1} und L = {01’ | i > 0}. Wir zeigen: L ist nicht regular.

m Firein nwéahle w = 01"
m Dannist |w| > n

m FUr jede Darstellung w = uvx mit |uv| < nund v # ¢ ist aber

ulx=01"¢ L (I < n)



Beispiel (3) zum PL ﬂ(".
Seix ={0,1} und

L:{wez*

w=1% (k> 0) oder w = 0/1¥ (j>1, k>0) }.

Dann erfullt L die Darstellung des PL:

m Sein=1undw e L mit|w|>1.

m w habe eine Darstellung w = uvx mit |uv| < nund v # e.

Setze u = e und |v| = 1 das erste Symbol von w.

m Falls w = 1k soist auch uv/x vom Typ 1¢ € L.

m Falls w = 0/1K°, so ist auch uvOx € L (fir j = 1 ist uv®x = x = 1%%).
Far i > 1 gilt uv/x = 0/+H1K* ¢ L.

Trotzdem ist L nicht regular. Dies lasst sich mit dem verallgemeinertem
Pumping Lemma zeigen.



Verallgemeinertes PL fiir regulare Sprachen ﬂ("‘

Satz:

Sei L eine regulare Sprache. Dann existiert eine Zahl n € N, so dass
fir jedes Wort w € L mit |[w| > n und jede Darstellung w = tyx mit
ly| = ngilt:

Flr das Teilwort y existiert eine Darstellung y = uvz mit v # ¢ bei der
auch tuv'zx € List fur alle i € Ny.




Zusammenfassung ﬂ(".

® Zu jedem NEA A mit e-Ubergéngen gibt es einen NEA A ohne
e-Ubergénge, der dieselbe Sprache akzeptiert und nicht mehr
Zustande hat.

m Jede Sprache, die von einem endlichen Automaten erkannt wird, ist
regular.

m Zusammen mit den Resultaten aus der letzten Vorlesung: Die von
endlichen Automaten akzeptierten Sprachen sind genau die reguléren
Sprachen (Satz von Kleene)

a Mit dem Pumping-Lemma wurde eine notwendige, aber nicht
hinreichende Bedingung firr die Regularitat von Sprachen gezeigt

m Das Pumping-Lemma kann benutzt werden, um fiir manche Sprachen
zu zeigen, dass diese nicht regulér sind



