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Organisatorisches ﬂ(".

Abgabe der Ubungsblatter (Nachtrag):

m Zweierabgaben sind erlaubt, aber nur, wenn beide fir das gleiche
Tutorium eingeteilt sind

u Kopf des Blattes:

Name(n)

m Vorname(n)

m Matrikelnummer(n)

a Tutoriumsnummer

m Name des Tutors

m Keine losen Blatter, bitte zusammenheften

m Ubungsblatter miissen handschriftlich sein, also nicht gedruckt oder
kopiert



Wiederholung: Endliche Automaten AT
Ein (deterministischer) endlicher Automat DEA (Q, %, 4, s, F) besteht aus:

m Q, einer endlichen Menge von Zustdnden

m X, einer endlichen Menge von Eingabesymbolen
m J: Q x X — Q, einer Ubergangsfunktion

m s € Q, einem Startzustand,

m F C Q, einer Menge von Endzusténden.




Wiederholung: Regulire Sprachen AT

Eine Sprache L C X* heiBt reguldr, wenn fir sie einer der folgenden
Punkte gilt:

m Verankerung:
u L = {a} mitac X oder
nl=0
® Induktion: Seien Ly, L regulare Sprachen

m L=1Ly-Lyoder
m L=LyUL>oder
mL=1L]



Endliche Automaten und Regulare Sprachen ﬂ("‘

m Beispiel: Sprache aller Wérter Uber {0, 1}, deren vorletztes Zeichen
eine 0 ist:

L:=(0U1)*00uUl)

m Gibt es zu jeder regulédren Sprache einen endlichen Automaten, der
diese erkennt?

m Falls ja: Wie kann man diesen konstruieren?

m Welche Sprachen werden durch endliche Automaten erkannt?



Endliche Automaten und Regulare Sprachen ﬂ("‘

m Beispiel: Sprache aller Wérter Uber {0, 1}, deren vorletztes Zeichen
eine 0 ist:

L:=(0U1)*00uUl)

m Gibt es zu jeder regularen Sprache einen endlichen Automaten, der
diese erkennt? =- heute

m Falls ja: Wie kann man diesen konstruieren? = heute

m Welche Sprachen werden durch endliche Automaten erkannt?



Satz:
Jede regulare Sprache wird von einem (deterministischen)
endlichen Automaten (DEA) akzeptiert.

m L := [(«) regulare Sprache uber X, die durch a beschreibbar ist
@ Induktion Uber n =Anzahl der U, - und *-Zeichen in «
a Induktionsanfang n =0 :
1
L=90
a Induktionsannahme: Fir alle L, die durch regulére Ausdriicke mit

weniger als n Operationen beschreibbar sind, existiert akzeptierender
DEA



Satz:
Jede regulare Sprache wird von einem (deterministischen)
endlichen Automaten (DEA) akzeptiert.

@ Induktionsschluss:
n>0=L=L;ULyoderL=Lq-LyoderL =L}

Fall1: L=Li ULy

Sei A; DEA, der Ly akzeptiert und A, DEA, der L, akzeptiert
Idee: ,Baue” aus Ay und A, Automaten, der L akzeptiert

1. Versuch:

A
270
- g




Satz:
Jede regulare Sprache wird von einem (deterministischen)
endlichen Automaten (DEA) akzeptiert.

® Induktionsschluss:

wan>0=L=LyULyoderL=Ly-LyoderL=Lj
m Fall1: L=Li UL,
m Sei Ay DEA, der L akzeptiert und A, DEA, der L, akzeptiert
m ldee: ,Baue” aus Ay und A, Automaten, der L akzeptiert
m 1. Versuch:
Ay .
\~@ @ m Brauche Ubergang ohne
()Fl Lesen eines Zeichens mit
Wahlmdglichkeit
ZE O m DEA’s erlauben das nicht
@ m Rest des Beweises: spéter!




Nichtdeterministische endliche Automaten AT

a Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA) besteht aus:

m Q, einer endlichen Zustandsmenge;

m %, einem endlichen Alphabet;

= 4, einer Ubergangsfunktion 6: Q x (XU {e}) — 29

m s, einem Startzustand;

a F, einer Menge von Endzusténden;

m Interpretation von ¢:

m Bei Abarbeitung eines Symbols kann der Automat sich
—nichtdeterministisch— aussuchen, in welchen Zustand einer Teilmenge
aus Q er Ubergeht

m Auch méglich: Springe spontan ohne Lesen eines Zeichens aus X in neuen
Zustand (e-Ubergang)

m Ein nichtdeterministischer endlicher Automat akzeptiert eine Wort
w € X*, wenn es eine Folge von Ubergéngen gibt, so dass er bei
Eingabe von w in einen Endzustand gelangt, d.h. bei Eingabe von w
ein Endzustand erreichbar ist.



Beispiele fiir NEA’s AT

Beispiel 1:

0,1

e
e )

Beispiel 2:




Beispiele fiir NEA’s AT

Beispiel 1:

(s,0) = {s.q}
w = 10 wird nicht akzeptiert
w = 01 wird akzeptiert

Sprache aller Worter Gber
{0, 1}, deren vorletztes
Zeichen 0 ist

@)
O

Beispiel 2:

Ay
~5)

A
w8

e




Erweiterung von ¢ ﬂ(“.

Definition:
Fir einen Zustand g € Q ist der e~Abschluss E(q) wie folgt
definiert:
E(q) := {p € Q| pist von g durch e-Ubergénge erreichbar}
Beachte, dass gilt:

m E(q)CQ E(q) c29
m g€ E(qg)

E((h)

()i}l ——(D)



Erweiterung von ¢ ﬂ(".

Idee: Beriicksichtige e-Ubergange bei der Ubergangsfunktion

m Beim Lesen eines einzelnen Zeichens

5:Qx (Zu{e}) —29

E(q) fallsa=¢
daa) =93 ( U E(r)> firae %
pPEE(q) \red(p.a)
5(q17a)

(@)@ ")



Erweiterung von ¢ ﬂ(".

Idee: Beriicksichtige e-Ubergange bei der Ubergangsfunktion

a Erweiterung auf Mengen von Zusténden :

5:29% (ZU{e}) —» 29
U E(p) fallsa=c¢
5(P a)={PF

U d(p,a) firaex
peP

5({‘5* (h}? CL)

()i}l —(D)



Erweiterung von ¢ ﬂ(".

Idee: Beriicksichtige e-Ubergange bei der Ubergangsfunktion

a Induktive Erweiterung auf Wérter:

5:Qx - 29

E(q) fallsw=¢
5(q, w) = 5(q.w) falsw=acXx
U d(pa) falsw=va acZ |v|>0
ped(q.v)

0(s,w = aa)

m Esgilt we L(A) < d(ssw)NF#D!



Erweiterung von ¢ ﬂ(".

Idee: Beriicksichtige e-Ubergange bei der Ubergangsfunktion

a Analog fir Mengen von Zustanden:
5:29%xxr 2@

S5(P,w)={J é(p.w)
peP

5({s.q1},w = aa)

(a1 ——>(D)



Aquivalenz von NEA’s und DEA’s

Definition:
Zwei endliche Automaten, die dieselbe Sprache akzeptieren, hei-
Ben dquivalent.

Satz:
Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten gibt es
einen &quivalenten deterministischen endlichen Automaten.




Satz:
Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten gibt es
einen &quivalenten deterministischen endlichen Automaten.

Beweisidee:
m Sei A NEA

m Falls A w akzeptiert, so gibt es eine Abarbeitung, die in einem
Endzustand endet

m Falls ein Zustand q bei der Eingabe von w erreichbar ist, so sind das
auch alle Zustande in E(q)

m ,Simuliere“ A durch einen DEA
Zustande des DEA sind Mengen von Zustanden von A

m Endzustédnde des DEA sind alle Mengen, die Endzustande von A
enthalten



Satz:
Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten gibt es
einen &quivalenten deterministischen endlichen Automaten.

Beispiel: Mdgliche Abarbeitungen von w = ab in einem NEA mit ab €
L,a ¢ L und aquivalenter DEA




Satz:
Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten gibt es
einen &quivalenten deterministischen endlichen Automaten.

Potenzmengenkonstruktion: Gegeben sei ein NEA A := (Q,£,4,s, F).
Wir konstruieren daraus einen DEA A := (Q,%,6, s, F):

m Q=29 d.h. die Zustande des DEA sind Mengen von Zustanden des
NEA.

®mJ5:QxT— Qmité(g,a) =4(g a)firae . Esistalso g C Qund
jeder Zustand wird mit seinem e—Abschluss im NEA identifiziert.
m s:= E(s)

wm F:={qecQ|gnF +0}



Satz:
Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten gibt es
einen &quivalenten deterministischen endlichen Automaten.

m Zeige per Induktion Uber n = |w

, dass fir alle w € X* gilt:
5(3, w) =d(s w)
a Dann gilt:

wel(A) e dEw) eFséEwNF#Q
Si(sWNF£Q & welL(A)

@ Induktionsanfang n =0, d.h. w = ¢:

0(8.€) = 6(E(s),€) = Uper(s) E(p) = E(s) = d(s. )



Satz:
Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten gibt es
einen &quivalenten deterministischen endlichen Automaten.

a Induktionsannahme: Fir alle Worter w’ mit |w’| < n gilt:
(3 w) =6d(s w)

a Induktionsschluss |w| = n+ 1:
Sei w = w/amit [w/| = nund a € £. Dann gilt:

SEw) = 0GB w)a)



Beispiel Potenzmengenkonstruktion:

m L=(0Ut1)*0(0U1)
a NEA A akzeptiert L
a Konstruiere DEA fir L:

w s=E(s) = {s}

» 5({s},0) = {s,q}
o({s}. 1) = {s}
5({s.q},0) = {s,q.f}
0({s.q}.1) ={s.f}
5({s.q.1},0) = {s,q.f}
0({s.q.f}, 1) ={s f}
5({s.f},0) = {s.q}
({s,f},1) = {s}

Alle anderen Zustande
kénnen gestrichen werden

L 1) ) ) ) ) )
BB

>,




Satz:
Jede regulare Sprache wird von einem (deterministischen)
endlichen Automaten (DEA) akzeptiert.

Beweis (Fortsetzung):

a Erinnerung:

m L:= L(«) regulare Sprache Uber X, die durch a beschreibbar ist

Beweis per Induktion Uber n =Anzahl der U, - und *-Zeichen in a

Induktionsanfang bereits gezeigt

noch zu zeigen: Induktionsschritt fiir regulare Sprachen L = L4 U Ly,

L=1Ly-Lpund L=1L}

m Seien Ly und L, regulére Sprachen, die von Ay = (Q4,%, 1, 51, F1)
und Ao = (o, %, 82, Sp, Fo) erkannt werden

m Baue aus A; und A NEA's, die Ly U Lp, Ly - Ly und L erkennen

m Aus diesen kdénnen &quivalente DEA’s konstruiert werden



Satz:

Jede regulare Sprache wird von einem (deterministischen)

endlichen Automaten (DEA) akzeptiert.

Beweis (Fortsetzung):

m Fall1:L=L{ULp
m NEA A:=(Q %,6,s F),der Ly ULy

erkennt:
" Q:=QUQU{s}(s¢ Q)
.F:F1UF2
mo:
{0i(g.a)} ,qe @, acx
) ,g€ Q\{s}, a=¢
4(q, a) =
(@.2) {s1,82} ,q=s a=¢

) ,Qq=S5 a#ce




Satz:

Jede regulare Sprache wird von einem (deterministischen)

endlichen Automaten (DEA) akzeptiert.

Beweis (Fortsetzung):

w Fall2:L=L; Lo
w NEA A:= (Q.X,6 s F),der Ly Ly

erkennt:
a Q= 01 UQ2,S::S1, F:= F2
m S:= 54
mF:= F2
m I

{6i(g,a)} ,q€Q, acx
(5(q,a):: @ ,QEQ\F1,a=£
{s2} LqEF, a=¢

(2)m—




Satz:
Jede regulare Sprache wird von einem (deterministischen)
endlichen Automaten (DEA) akzeptiert.

Beweis (Fortsetzung):

w Fall 3:L=L;
a NEA A:=(Q,%,4,s, F),der L] erkennt:

ma Q:=QU{sf}
m sineu
® F:= {f} neuer Zustand

" {61(g.a)} ,ge @, aeXx
@ ,q€O1\F1,a:s
5(q,a) :== < {f} ,qe FiU{s}, a=¢
@ ,q€e{sf}, ate

{s1} ,qge{sf} a=e



Zusammenfassung ﬂ(".

Es wurde gezeigt: Zu jeder regularen Sprache gibt es einen endlichen
Automaten, der diese erkennt

Dazu eingefiihrt: Konzept des nichtdeterministischen endlichen
Automaten (NEA)

Aquivalenz von NEA's und DEA’s gezeigt

Beweis dazu liefert Konstruktionsvorschrift, um NEA's in DEA’s
umzuwandeln (Potenzmengenkonstruktion)

N&chste Vorlesung:

m Mehr zu endlichen Automaten
m Beweis, dass jede Sprache, die von einem endlichen Automaten erkannt
wird, regular ist



