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Beachten Sie:

� Bringen Sie den Aufkleber mit Ihrem Namen und Ihrer Matrikelnummer auf diesem Deckblatt an
und beschriften Sie jedes Aufgabenblatt mit Ihrem Namen und Ihrer Matrikelnummer.

� Schreiben Sie die L�osungen auf die Aufgabenbl�atter und R�uckseiten. Zus�atzliches Papier erhalten
Sie bei Bedarf von der Aufsicht.

� Zum Bestehen der Klausur sind 20 der m�oglichen 60 Punkte hinreichend.

� Es sind keine Hilfsmittel zugelassen.

Aufgabe M�ogliche Punkte Erreichte Punkte

a b c � a b c �

1 4 - - 4 - -

2 4 - - 4 - -

3 3 - - 3 - -

4 4 - - 4 - -

5 3 4 - 7 -

6 6 - - 6 - -

7 4 2 - 6 -

8 1 2 3 6

9 3 - - 3 - -

10 2 5 - 7 -

11 10x1 10

� 60
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Aufgabe 1: (4 Punkte)

Beweisen Sie, dass die Sprache L = fw1w2 j w1 2 fa; bgk; w2 = cj ; k < j; k; j 2 N>0g �uber dem
Alphabet � = fa; b; cg nicht regul�ar ist.

L�osung:
Annahme: L ist regul�ar. Sei dann n wie im Pumping-Lemma gefordert, d.h., so dass f�ur jedes Wort w 2 L
mit jwj > n eine Darstellung w = uvx mit juvj � n, v 6= �, existiert, bei der auch uvix 2 L ist f�ur alle
i 2 N0. Betrachte das Wort w = ancn+1 2 L. F�ur jede Zerlegung w = uvx mit juvj � n, v 6= � ist
uv2x = an+`cn+1 62 L weil ` > 0. Dies ist ein Widerspruch zum Pumping-Lemma.

Aufgabe 2: (4 Punkte)

Gegeben sei das Alphabet � = fa; b; c; dg.
De�nitionen:

� Es sei L die Sprache aller W�orter �uber � in denen a nie neben b, b nie neben c und c nie neben d
steht, wobei gilt:

� In einem Wort w = w1 : : : wn steht Zeichen x neben Zeichen y, wenn es ein i 2 f1; : : : ; n� 1g gibt,
so dass x = wi und y = wi+1 oder y = wi und x = wi+1.

Entwerfen Sie eine Grammatik, die die Sprache L erzeugt.

L�osung:
Die Grammatik G = (�; V; S;R) mit V = fS;A;B;C;Dg und Regeln

S ! AjBjCjDj�

A ! ajaAjaCjaD

B ! bjbBjbD

C ! cjcAjcC

D ! djdAjdBjdD
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Aufgabe 3: (3 Punkte)

Gegeben sei die Grammatik G = (�; V; S;R) mit Terminalalphabet � = f0; 1g, Variablen V = fS;A;Bg
und Produktionen

R = f S ! 0Bj1A;

A! 0j0Sj1AA

B ! 1j1Sj0BB g :

Welche Sprache erzeugt G?

L�osung:
Die Sprache aller W�orter �uber dem Alphabet f0; 1g der L�ange mindestens 1, die genauso h�au�g 1 wie 0
enthalten.
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Aufgabe 4: (4 Punkte)

Konstruieren Sie zu folgendem NEA �uber dem Alphabet � = fa; b; cg einen DEA, der dieselbe Sprache
akzeptiert und zeichnen Sie das entsprechende Zustands�ubergangsdiagramm.

a

a, b c

a, b

a

a

q1

q2

q3

q4

L�osung:

a

b
c

a

a
1

2

2, 3

4

3, 4

a

b, c b
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Aufgabe 5: (3+4 Punkte)

Gegeben ist folgender endlicher Automat A �uber dem Alphabet � = fa; bg.

q1

q2

q3 q5

q4

q6

q7

q8

a a

a
a

a
a

b

b

b

b

a
b

b

b

a, b

(a) Geben Sie einen regul�aren Ausdruck f�ur die Sprache an, die A akzeptiert. Hinweis: Hier ist nicht
verlangt, dass sie das Verfahren aus der Vorlesung benutzen.

L�osung:

�
a(ba)�(a [ bb) [ b(ab)�(b [ aa)

��
bb�a [ a

��
a [ b

��

(b) Konstruieren Sie den Minimalautomaten zu A. Sie d�urfen benutzen, dass der Minimalautomat aus
5 Zust�anden besteht.

L�osung:

fq1; : : : q8g

� trennt fq1; : : : q7g; fq8g

a trennt fq1; : : : q5g; fq6; q7g; fq8g

b trennt nichts

aa trennt fq2; q5g; fq1; q3; q4g; fq6; q7g; fq8g

ba trennt fq1g; fq2; q5g; fq3; q4g; fq6; q7g; fq8g

Das sind bereits 5 Zust�ande.

q1 q6 q8

a

b b

a b
a, b

q7

q2
q5

q3
q4

aa b
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Aufgabe 6: (6 Punkte)

Problem SUBSET 3-INTERVALL (S-3INT)

Gegeben: Endliche Menge M , Gewichtsfunktion w :M ! N>0, Zahl k 2 N>0.
Frage: Gibt es eine Teilmenge M 0 �M , so dass

P
m2M 0

w(m) 2 [k; k + 3] gilt?

Zeigen Sie, dass das Problem SUBSET 3-Intervall NP-vollst�andig ist. Benutzen Sie dazu, dass das
Problem SUBSET SUM NP-vollst�andig ist:
Problem SUBSET SUM (S-SUM)

Gegeben: Endliche Menge M , Gewichtsfunktion w :M ! N>0, Zahl k 2 N>0.
Frage: Gibt es eine Teilmenge M 0 �M , so dass

P
m2M 0

w(m) = k gilt?

L�osung:
Problem S-3INT liegt in NP, denn f�ur eine gegebene Menge M 0 l�asst sich in Polynomialzeit

P
m2M 0

w(m)

ausrechnen und �uberpr�ufen, ob
P

m2M 0

w(m) 2 [k; k + 3] gilt.

Um zu zeigen, dass S-3INT NP-schwer ist, zeigen wir S-SUM / S-3INT. Gegeben sei eine S-SUM Instanz
(M;w; k). Wir konstruieren die S-3INT-Instanz (M;w0; 4k) mit w0(m) = 4w(m) f�ur jedes m 2M .
Dann gilt (M;w; k) l�osbar , (M;w0; 4k) l�osbar.

� ). SeiM 0 eine L�osung von S-SUM Instanz (M;w; k). Dann istM 0 eine L�osung von S-3INT Instanz
(M;w0; 4k).

� (. Sei M 0 eine L�osung von S-3INT Instanz (M;w0; 4k). Dann gilt

X

m2M 0

w0(m) =
X

m2M 0

4w(m) 2 [4k; 4k + 3] :

Daraus folgt X

m2M 0

w(m) 2 [k; k + 3=4] = fkg ;

da
P

m2M 0

w(m) 2 N. Die Transformation ist polynomial.
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Aufgabe 7: (4+2 Punkte)

(a) Sei L eine nicht entscheidbare Sprache �uber dem Alphabet � = f0; 1g und sei (01)k 62 L f�ur jedes
k 2 N>0. Zeigen Sie: Die Sprache

L0 = fw1#w2 j (w1 2 L ^ w2 62 L) oder (w1 62 L ^ w2 2 L)g

�uber dem Alphabet �0 = f0; 1;#g ist nicht entscheidbar.

L�osung:
Annahme: L0 sei entscheidbar. SeiM 0 eine TM die L0 entscheidet. F�ur ein Wort w 2 �� konstruiere
das Wort w0 = w#01. Dann gilt w0 2 L0 , w 2 L. Damit kann man L wie folgt entscheiden, im
Widerspruch zur Nichtentscheidbarkeit von L:

F�ur w 2 �� konstruiere w0 = w#01. Simuliere dann die TM M 0 auf Eingabe w0 und entscheide
w 2 L gdw M 0 w0 2 L0 entscheidet.

(b) Sei A = (Q = fs; fg;� = fa; bg;� = fY;Zg; �; s; Z; ffg) der Kellerautomat mit Zustandsmenge Q,
Eingabealphabet �, STACK-Alphabet �, Anfangszustand s, Stack-Initialisierung Z, akzeptieren-
dem Endzustand F und der folgenden �Ubergangsrelation �:

(s; a; Z) 7! (s; Y Z)

(s; a; Y ) 7! (s; Y Y )

(s; b; Y ) 7! (s; �)

(s; �; Z) 7! (f; Z)

Sei L die Sprache, die A durch akzeptierenden Endzustand erkennt. Formen Sie A in einen Keller-
automaten A0 um, der L durch leeren Stack erkennt.

L�osung:
Erg�anze � um (s; �; Z) 7! (s; �).
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Aufgabe 8: (1+2+3 Punkte)

Gegeben sei die folgende Turingmaschine M mit Eingabealphabet f0; 1g und Bandalphabet f0; 1;t; Xg
wobei t das Blanksymbol ist.

q1

q2

q3 q5

q4

q7

q6

q8

0|X,R

1|X,R

t|t, L

t|t, L

0|0, R

0|0, R

1|1, R

1|1, R

0|0, L

1|0, L

1|1, L

0|1, L

0|0, L
1|1, L

0|0, L
1|1, L

X|1, N

X|0, N

0|0, N
1|1, N

(a) Ist die Turingmaschine M deterministisch? L�osung:

Ja.

(b) Rechnen Sie das Verhalten der Turingmaschine M bei Eingabe des Wortes 0101 durch. Geben Sie
dazu alle auftretenden Kon�gurationen an. L�osung:

(q1) 0101

X (q2) 101

X1 (q2) 01

X10 (q2) 1

X101 (q2) t

X10 (q4) 1

X1 (q7) 00

X (q7) 100

(q7) X100

(q8) 1100

(c) Was berechnet die Turingmaschine M f�ur eine Eingabe der L�ange mindestens 2? L�osung:

M vertauscht erstes und letztes Zeichen, d.h. f�ur Eingabewort w1 : : : wn wird wnw2 : : : wn�1w1

berechnet.
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Aufgabe 9: (3 Punkte)

Gegeben sei die Grammatik G = (�; V; S;R) mit Terminalen � = fa; b; c; d; x; fg, Nichtterminalen V =
fS;A;B;Cg und Produktionen

R = f S ! ABxjBCdjA

A! AAf jajCC

B ! b

C ! c g :

Berechnen Sie durch ein systematisches Verfahren eine Grammatik G0 in Chomsky-Normalform, die die
gleiche Sprache wie G erzeugt.

L�osung:
Schritt 1: Rechte Seite nur Terminale oder nur Variablen

R = f S ! ABXjBCDjA

A! AAF jajCC

B ! b

C ! c

X ! x

D ! d

F ! f g

mit neuen Variablen X;D;F .
Schritt 2: Rechte Seite hat L�ange h�ochstens 2

R = f S ! AY1jBY2jA

A! AY3jajCC

B ! b

C ! c

X ! x

D ! d

F ! f

Y1 ! BX

Y2 ! CD

Y3 ! AF g

mit neuen Variablen Y1; Y2; Y3.
Schritt 3: Kettenregeln beseitigen
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R = f S ! AY1jBY2jAY3jajCC

A! AY3jajCC

B ! b

C ! c

X ! x

D ! d

F ! f

Y1 ! BX

Y2 ! CD

Y3 ! AF g
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Aufgabe 10: (2+5 Punkte)

Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V;E).

� Zwei Kanten e1; e2 2 E sind adjazent, wenn sie einen gleichen Endknoten haben.

� Ein Matching E0 � E von G ist eine Menge von Kanten die paarweise nicht adjazent sind.

� Ein kardinalit�atsmaximales Matching E� f�ur G ist ein Matching mit maximal vielen Kanten,
d.h. mit maximalem jE�j.

� Ein inklusionsmaximales Matching E�� f�ur G ist ein Matching, das nicht echte Teilmenge eines
anderen Matchings ist, d.h. f�ur das es kein Matching E00 f�ur G gibt mit E�� ( E00.

(a) Zeichnen Sie in

� Graphen (i) ein kardinalit�atsmaximales Matching

� Graphen (ii) ein inklusionsmaximales Matching, das nicht kardinalit�atsmaximal ist,

ein.

(i) kardinalitätsmaximales
Matching

(ii) inklusionsmaximales,
nicht kardinalitätsmaximales

Matching

L�osung:

(i) kardinalitätsmaximales
Matching

(ii) inklusionsmaximales,
nicht kardinalitätsmaximales

Matching

(b) Sei das folgende Maximierungsproblem MAXIMUM MATCHING gegeben:

Problem MAXIMUM MATCHING

Gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V;E), der mindestens eine Kante enth�alt.
Gesucht: Ein Matching E0 m�oglichst gro�er Kardinalit�at in G, d.h. wir haben ein Maximie-

rungsproblem mit Zielfunktion jE0j und der Bedingung, dass E0 ein Matching in
G ist.

SeiA ein Algorithmus, der f�ur einen EingabegraphenG ein beliebiges inklusionsmaximales Matching
zur�uckliefert. Zeigen Sie: A ist 1-approximativ f�ur ProblemMAXIMUM MATCHING (d.h. A hat
eine relative G�utegarantie von 1 + 1 = 2).

L�osung:
Sei M 0 ein beliebiges inklusionsmaximales Matching. Sei M� ein beliebiges kardinalit�atsmaximales
Matching.
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Jede Kante e 2M� ist adjazent zu mindestens einer Kante inM 0 sonst w�areM 0[feg ein Matching
mit Widerspruch zur Inklusionsmaximalit�at von M 0.

Sei f : M� ! M 0 eine Abbildung, die jeder Kante e� 2 M� eine zu e� adjazente Kante e0 2 M 0

zuordnet.

F�ur jedes e0 2M 0 gilt
jfe� 2M� j f(e�) = e0gj � 2 :

Damit ist
jM�j � 2jM 0j :

Dies ist �aquivalent zu
jM j�

jM 0j
� 2 :

Das war zu zeigen.
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Aufgabe 11: (10 Punkte)

Kreuzen Sie f�ur folgende Aussagen an, ob diese wahr oder falsch sind.
Hinweis: F�ur jede richtige Antwort gibt es einen Punkt, f�ur jede falsche Antwort wird ein Punkt abge-
zogen. Es wird keine negative Gesamtpunktzahl f�ur diese Aufgabe geben.
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Die Sprache L = f(xyz)i(abc)i j i 2 N>0; i < 27g ist regul�ar.
Wahr Falsch

L�osung: Wahr, denn L ist endlich.
F�ur jeden Kellerautomaten K gilt: Die Sprache, die K durch akzeptie-
renden Endzustand erkennt, ist gleich der Sprache, die K durch leeren
Stack erkennt. Wahr Falsch

L�osung: Falsch

Seien L1, L2 Sprachen vom Chomsky-Typ 2. Dann ist L1 \ L2 vom
Chomsky Typ 2.

Wahr Falsch

L�osung: Falsch
Sei K ein Kellerautomat, der nie ein Zeichen vom Stack l�oscht oder auf
den Stack schreibt und durch Endzustand akzeptiert. Dann gibt es einen
NEA, der die gleiche Sprache akzeptiert wie K. Wahr Falsch

L�osung: Wahr

Wenn es f�ur jedes Wort w 2 L einer Sprache L einen DEA Aw gibt, der
w akzeptiert, dann ist L regul�ar.

Wahr Falsch

L�osung: Falsch, das gilt f�ur jede Sprache, es gibt aber nichtregul�are Sprachen.

Es gibt ein Entscheidungsproblem � 2 NP , f�ur das es keine polynomiale
Transformation � / SAT gibt.

Wahr Falsch

L�osung: Falsch, folgt aus De�nition von NP.

Jede Sprache, die von einer Grammatik erzeugt wird, ist entscheidbar.
Wahr Falsch

L�osung: Falsch. Aus Vorlesung bekannt: Chomsky-0 ist gleich der Klasse der semi-entscheidbaren Sprachen.
Sei � ein Optimalwertproblem und A ein 4-Approximationsalgorithmus
f�ur �. Dann liefert A mit Wahrscheinlichkeit 1=4 die richtige L�osung f�ur
�. Wahr Falsch

L�osung: Falsch

Das Problem 2-SAT liegt in NP.
Wahr Falsch

L�osung: Wahr.
Sei L eine Sprache, die von einer nichtdeterministischen Turingmaschine
M in Polynomialzeit akzeptiert wird. Dann folgt daraus, dass es eine
deterministische Turing-Maschine gibt, die L entscheidet. Wahr Falsch

L�osung: Wahr.


