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Losung!

Beachten Sie:

e Bringen Sie Thren Aufkleber auf diesem Deckblatt an, und beschriften Sie jedes weitere Blatt mit
Threm Namen und Threr Matrikelnummer.

e Schreiben Sie Thre Losungen auf die Aufgabenblétter und Riickseiten. Zusétzliches Papier erhalten
Sie bei Bedarf von der Aufsicht.

e Zum Bestehen der Klausur sind 20 der moglichen 60 Punkte hinreichend.

e Es sind keine Hilfsmittel zugelassen.
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Aufgabe 1: (3+3+3+3=12 Punkte)

(a)

Geben Sie einen endlichen Automaten {iber dem Alphabet {I,V, X} mit nicht mehr als sieben
Zustdinden an (Ubergangsdiagramm geniigt), der genau die rémischen Zahlen zwischen 1 und 10
erkennt, also die Menge

{[,LII,III,IV,V,VI,VII,VIII,IX, X}.

Hinweis: Fiir jeden weiteren benttigten Zustand verringert sich die Anzahl der fiir diese Teilaufgabe
erreichbaren Punkte um 1.

Lésung:

Bemerkung: Zustande g3 und ¢4 lassen sich sogar noch ,zusammenlegen’.

Minimieren Sie den durch nachfolgendes Diagramm gegebenen Automaten durch eine systemati-
sche Konstruktion, und geben Sie den daraus resultierenden minimalen DEA (Ubergangsdiagramm
geniigt) an.
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Lésung:

€:
a:
b:
aa:
ab:
ba:
bb:

{CIo7 q1,93, %7(16}7 {Q2,Q4}
{90,901,43,45, a6}, {q2}, {qa}

{QO, q1,43, (16}, {Q5}7 {92}7 {Q4}
{90, 01,93, 96}, {q5},{q2}, {aa}
{90, a3}, {1, 96}, {5}, {a2}, {aa}
{0, a3}, {q1, a6}, {a5}, {a2}, {aa}
{CIo7 Q3}, {Qh %}n {%}7 {Q2}, {Q4}

Worter der Lénge 3 trennen keine Zustédnde mehr.

(c) Zeigen Sie fiir die Sprache L; = {01%0'1: k,1 > 0} explizit, dass die im Pumping-Lemma formulierte
notwendige Bedingung fiir Regularitéit erfiillt ist. (Geben Sie also eine konkrete ,Belegung’ fiir die
existenzquantifizierten Ausdriicke an, und begriinden Sie.)

Lésung: Sei n := 3. Alle Worter w = 01%0'1 € Ly der Linge grofier oder gleich n (sei 0. B. d. A.
k > 0) kénnen in wvz mit u = 0, v = 1 und z = 1¥710'1 zerlegt werden (|uv| < n und v # ¢ sind
so erfiillt), womit fiir alle i € Ny gilt, dass uvix € L.

(d) Sei Ly die regulire Sprache (0 U 1)T00. Geben Sie fiir Ly die Aquivalenzklassen beziiglich der

Neroderelation (in ,Mengenschreibweise‘) an sowie fiir jede Klasse einen Repréisentanten.

Liosung: ¥* zerféllt tiber Ry, in folgende Aquivalenzklassen:

[
[
[
[

el ={e}

1] ={w € ¥* : w =0 oder w endet auf 1}
10] = {w € ¥* : w = 00 oder w endet auf 10}
100] = {w € * : |w| > 2 und w endet auf 00}
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Aufgabe 2: (2+3+3+4=12 Punkte)

Betrachten Sie die Turingmaschine M mit Zustandsmenge Q = {s, f,p, q,r}, Eingabealphabet ¥ = {a,b},
Bandalphabet T' = ¥ U {U}, Startzustand s, Endzustandsmenge F' = {f} und folgender Ubergangsfunk-
tion §:

(a)

6(s,a) — (p,b,R) 6(p,a) — (r,U,R) 6(g,a) — (p,b,R)
5(s,b) — (r,u,R) d(p,b) — (g,a,R) 5(q,b) — (r,U,R)
6(s,1) — (f,a,N) é(p,1) — (r,U,R) 6(q.1) — (f,b,R)
é(r,a) — (r,u,R) o(f,a) = (f,a,N)
6(r,b) — (r,U,R) 6(f,b) — (f,b,N)
§(r,1) — (r,u,N) 5(f,L) — (f,U,N)

Geben Sie die von M durchlaufenen Konfigurationen bei Abarbeitung der Worter ba beziehungs-
weise ababab an.

Lésung: U(s)ba,U(r)a, U(r)U
LI(s)ababab, b(p)babab, ba(q)abab, bab(p)bab, baba(q)ab, babab(p)b, bababa(q), bababab( f)U

Geben Sie die von M akzeptierte Sprache L(M) an.
Sei g die durch M realisierte Funktion. Geben Sie g, eingeschrinkt auf L(M), explizit an.
Wie sieht g(aab) aus?

Lésung: Per Induktion 148t sich zeigen, dass L(M) = {(ab)™ : n > 0}. Bei der Abarbeitung des lee-
ren Wortes (nur U auf dem Band), wird ein a geschrieben und in den Endzustand f iibergegangen,
da §(s,U) = (f,a, N). Bei einen nicht leeren Wort der Form (ab)™ (mit n > 0) folgt per Induktion,
dass die Buchstaben a und b jeweils vertauscht werden (4(p,b) = (¢,a, R) und §(q,a) = (p,b, R)).
Durch das Lesen des letzten bs wird in den Zustand ¢ gewechselt und anschlieflend ein U gele-
sen. Da §(¢q,U) = (f,b, R), wird noch ein b geschrieben und in den akzeptierenden Endzustand
gewechselt. Bei anderen Wortern wird nie ein akzeptierender Endzustand erreicht. Damit gilt:

(ba)"b , fallsn >0

a , sonst

g: (ab)™ — {

und g(aab) =b

Sei L eine nichtleere Sprache iiber einem Alphabet . Zeigen Sie: Falls es eine total berechenbare
Funktion h : N — ¥* mit h(N) = L gibt, dann ist L semientscheidbar.

Lésung: Um zu zeigen, dass L semientscheidbar ist, konstruieren wir eine Turingmaschine M, die
bei einer Eingabe w € L in einem akzeptierenden Enzustand hé&lt und alle anderen Worte nicht
akzeptiert. Die TM M erhilt als Eingabe ein Wort w und wird folgendes abarbeiten:

(i) counter «— 1

(ii) while (h(counter)! = w) do

e counter < counter + 1
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(iii) akzeptiere das Eingabewort w

Falls das Eingabewort w in L enthalten ist, dann gibt es ein ¢ mit A(i) = w und somit wird w
akzeptiert. Anderenfalls ist der Test h(counter)! = w stets wahr und somit terminiert die TM nie,
insbesondere wird w nicht akzeptiert.

Sei G die Menge aller kontextfreien Grammatiken, die mindestens ein Palindrom erzeugen, und
Lp = {code(G) | G € G},

wobei code(G) eine geeignete Kodierung von G iiber einem festen Alphabet bezeichne.
Zeigen Sie, dass Lp nicht entscheidbar ist.

Hinweis: Zu einer PKP-Instanz I kann eine kontextfreie Grammatik konstruiert werden, deren
Sprache genau dann ein Palindrom enth#lt, wenn [ eine Losung hat.

Lésung: Sei PKP-Instanz I = ((x1,¥1),- -, (@n,yn)) iiber einem Alphabet ¥ gegeben. Konstruieren
dazu Grammatik G; = (¥ U {z},{S}, S, R) mit

R={S — x;Syl* | zizyP 11 <i <n},

wobei w das Spiegelwort des Wortes w bezeichne.

Dann existiert eine Losung fiir I genau dann, wenn sich durch Gj ein Palindrom erzeugen lésst.
(Die Giiltigkeit der Riickrichtung wird durch die Benutzung des ,Trennsymbols‘ z gesichert; dies
verhindert, dass ein Palindrom durch Konkatenation unterschiedlich langer Teilwoérter links bzw.
rechts von S¢ zustande kommt.)

Das Problem der Entscheidbarkeit von Lp kann also auf die Unentscheidbarkeit des PKP reduziert
werden, d. h. falls Lp entschieden werden konnte, so wire auch das PKP entscheidbar:

Annahme Lp ist entscheidbar, d.h. es gibt eine Turingmaschine M, die die Eingabe w € Lp
akzeptiert und bei allen anderen Eingabe hilt (aber nicht akzeptiert). Damit konstruieren wir eine
Turingmaschine M’, die PKP entscheidet. Die TM M’ berechnet zuerst code(Gy), wobei G; wie
oben aufgebaut ist, und simuliert anschlieflend das Verhalten von M bei Eingabe code(G ). Falls M
die Eingabe akzeptiert, akzeptiert auch M’ ihre Eingabe (und hélt), ansonsten hilt M’ in einem
nicht-akzeptierenden Zustand. Da M nach Voraussetzung nur endlich viele Operationen durchfiihrt,
kann M’ zur Entscheidung des PKP-Problems benutzt werden (da JA-Instanzen von PKP genau
auf Worter in L p und NEIN-Instanzen von PKP genau auf Worter nicht in Lp abgebildet werden).
Dies ist ein Widerspruch, da PKP nicht entscheidbar ist.
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Aufgabe 3: (3+3+3+3=12 Punkte)

(a) Problem 4TA-SAT

Gegeben: Variablenmenge U, Menge C von Klauseln iiber U.
Frage: Gibt es vier verschiedene erfiillende Belegungen von U?

Zeigen Sie die N'P-Vollstéindigkeit von 4TA-SAT.

Lésung:

o JTA-SAT € N'P:

Fiir vier Belegungen der Variablen aus U mit Wahrheitswerten kann mit Aufwand O(6 - |U| +
4 - Tgar) iberpriift werden, ob alle vier Belegungen voneinander verschieden sind und die
Klauseln aus C erfiillen, wobei Tsat den entsprechenden Aufwand fiir das Uberpriifen einer
SAT-Instanz bezeichne. Der Aufwand ist somit polynomiell in der Eingabelénge.

4TA-SAT ist N'P-schwer:

Transformieren eine SAT-Instanz I = (U,C) in eine Instanz I’ = (U’,C’) von 4TA-SAT
wie folgt: Seien yp,ys zwei Variablen nicht aus U. Definieren dann U’ := U U {y;,y2} und
C':=CU{y1 VL, y2 V 72}

Diese Transformation ist offensichtlich in polynomieller Zeit (geméB der Eingabelinge von
I) durchfiihrbar, da lediglich zwei in U nicht vorkommende Variablen sowie zwei sich direkt
daraus ergebende Klauseln zu I hinzugefiigt werden miissen.

Bleibt zu zeigen, dass I genau dann eine Losung hat, wenn I’ eine besitzt:

Da die Klauseln y; V3; (i € {1,2}) fiir die Belegung von y; sowohl mit wahr als auch falsch
erfiillt sind, koénnen zu einer Lésung von [ vier Losungen von I’ angegeben werden, indem
die Belegung von U nacheinander mit allen Kombinationen von Belegungen fiir y; und ys
verbunden werden. Fiir die Riickrichtung geniigt eine Belegung aus der Losung fiir I’; diese
induziert unmittelbar eine Losung fiir 1.

(b) Problem CLIQUE COLORING

Gegeben:  Graph G mit 2n Knoten (n € N), wobei G aus isolierten (untereinander nicht verbun-

denen) Cliquen besteht.

Frage: Ist fur alle moglichen Farbungen der Cliquen mit den Farben rot und griin (so, dass

alle Knoten einer Clique dieselbe Farbe besitzen) die Anzahl der roten Knoten in G
ungleich n?

Zeigen Sie, dass CLIQUE COLORING in co-NP liegt.

Losung: CLIQUE COLORING ist das Koproblem zu PARTITION:

Die Frage bei PARTITION besteht darin, ob es zu gegebenen Objekten mit spezifischen Gewichten
eine Aufteilung der Objekte in zwei Mengen derart gibt, dass das Gesamtgewicht in beiden Mengen
iibereinstimmt.

Bei CLIQUE COLORING entspricht die Anzahl der Knoten einer Clique jeweils einem Objektge-
wicht. Die Fragestellung bei diesem Problem, ob die Gesamtzahlen in der durch die Knotenférbung
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induzierten beiden Mengen von Cliquen nicht tibereinstimmen, ist offensichtlich komplementér zu
der bei PARTITION.

(c) Integer Linear Program (ILP)

Ein ILP besteht allgemein aus einem System von m Ungleichungen in n Variablen der Form
n
Zaijxjgbi (1§Z§m),
j=1
wobei alle a;j, b;, z; ganzzahlig sind.

Problem INDEPENDENT SET
Gegeben: Graph G = (V, E), Parameter K < |V].
Frage: Gibt es eine Teilmenge V' C V mit |[V’| > K so, dass fiir alle u,v € V/ mit u # v gilt,
dass {u,v} ¢ E.

Geben Sie ein ILP fiir INDEPENDENT SET an.

Lésung: Sei I = ((V ={v1,...,v,},E ={e1,...,e}), K) eine Instanz von INDEPENDENT SET.

Die Variablen z1,...,z, modgen anzeigen, ob die zugehérigen Knoten vy, ...,v, jeweils in |V’
enthalten sind, also

1 fallsv; € V’
T = .
/ 0 sonst

Definieren weiterhin fiir jede Kante e; (1 < ¢ < l) einen n-dimensionalen Vektor a;, der in einer
Komponente genau dann eine 1 besitzt, falls der entsprechende Knoten inzident zu e; ist:

. 1 fallsv; € ¢
a; = (a1, ..., Qn) mit a;; == { J v

0 sonst
Damit kann zu I folgendes ILP formuliert werden:
n
-2z < K
j=1
n
Zaijxj < 1 (1 <1< l)
j=1
zj <1 (1<j<n)
—z; < 0 (1<j<n)

(d) Zeigen Sie: SAT € DT APE(n), wobei n die Eingabelénge einer SAT-Instanz bezeichne.
Losung: Idee: Aufzéhlen aller Wahrheitsbelegungen.
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Sei I = (U, C) ein beliebige Instanz von SAT mit U = {uy,...,ux} und

yj(»i) € UUU U {wahr, falsch}, }

C=1qy v vy
{y1 Ysi ' I<i<tund s; > 1fir1<i<d

Auf linearem Platz kann ein beliebiger k-Vektor w iiber {0, 1} dargestellt werden, wobei w € {0, 1}*
einer Wahrheitbelegung entsprechend soll:

w(i)=1 <= wu; =wahr

Die Verifikation, ob w fiir I eine erfiillende Wahrheitsbelegung ist, kann ohne Band-Speicherplatz
durchgefiihrt werden (Hilfsvariablen und deren Zustéinde konnen direkt in die TM eincodiert wer-
den):

e initialisiere w mit (0,0,...,0)

e iiberpriife alle Klauseln, ob sie wahr sind, d.h. jede Klausel scannen, ob mindestens ein wahr
enthalten ist

falls ja, dann ist w eine erfiillende Wahrsheitsbelegung fiir I (und I ist hat eine Losung)

falls nein, erhhe w um eins (als Bitvektor) und teste die Klauseln erneut

falls alle Bitvektoren keine erfiillenden Wahrheitsbelegungen sind, dann hat I keine Losung

Es nun leicht einzusehen, dass diese Verfahren I richtig entscheidet. Falls es eine erfiillende Wahr-
heitsbelegung gibt, dann wird sie irgendwann durch w dargestellt. Anderenfalls kann keine der
Belegungen, die durch w darstellbar sind, erfiillend sein.
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Aufgabe 4:

(3+3+3+3=12 Punkte)

Die Grammatiken G bzw. G’ seien gegeben durch das Alphabet {a,b,c}, die Variablenmenge {S, T}, das
Startsymbol S und die folgenden Regeln R bzw. R’:

R={S —aSc|T| ac,

T — aTb | ab},

R' = RU{T — aTc}.

(a) Geben Sie einen Kellerautomaten an, der genau die Sprache L(G) akzeptiert (ohne Begriindung).

Lésung: Q = {qa, 4, s}, Startzustand q,, Stack-Alphabet {Zy, A}, Stack-Init Z

(b) Bringen Sie G’ durch eine systematische Konstruktion auf Chomsky-Normalform.

Lésung:

(i) R" ={S — aSc| T | ac,

(ii) Terminalersetzung:

(iii) Léngenbegrenzung:

(iv) transitive Reduktion:

(c) Zeigen Sie mit Hilfe des CYK-Algorithmus, dass das Wort aabe in L(G') enthalten ist.

Ry ={S =Y, SY.|T|Y,Y,,

Ry={ 8§

T
Gy
Cs
Cs
Yo

0(qa,a, X ) = (qa,AX)
6(qaab7A - (qbv € )
6(qasc, A) = (g, € )
0(gp,b,A) — (qb, € )
o(qp.c, A) = (ge, € )
6(qv,€:Z0) — (g1, € )
0(ge,c, A) = (ge, € )
§(q6757Z0 - ((]J7 £ )

T — aTb | ab|aTc}

T — Y, TY; | V.Y, | YJTY,,

fir X € {Zo,A}

Yacl ‘ YaYc | YaCQ | YaYb | YaC?,,

{ S — Y,(1|T|Y.Y,,
T - YaC2 | YaYE) ‘ Ya037
Cl - SY;;

Co — TV,
Cs — TY,
Y, — «xfirze{a,bc}}

N

- YaC2 ‘ YaYE) | YaCSa

— SY,

— TYb,

- Tch

—  z fir z € {a,b,c}}

Y, — « fir x € {a,b,c}}
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Lésung:
a a b ¢
Y, Y, Y, Yo
0 {s, 7}y 0
U {C4,Cs5}
{5.1}

Das Wort aabc ist damit in der Sprache enthalten, da .S in der letzten Menge enthalten ist.

Zeigen Sie, dass die Sprache L = {a?b%c"d® : p=q+1r = s; p,q,7, 8 € Ng} nicht kontextfrei ist.
Lésung: Annahme L ist kontextfrei, dann existiert ein n € N, so dass es fiir alle z € L mit |z| > n
eine Zerlegung z = wvwaxy gibt mit:
o Jox| > 1,
o |vwz| < n und
o Vie Ny: wiwaly € L.
Betrachte dann das Wort z = a"t1p"T1d"+l. Fiir jede Zerlegung z = wvwzy mit |vz| > 1
und |vwz| < n gilt dann genau einer der folgende Bedingungen:
(i) |vzle > 0 und |vz|p = |vz|q =0
(i) |vzle > 0, |vz|p > 0 und |vz|q =0
(iii) |vz|p > 0 und |vz|e = vzl =0
(iv) |vz|p > 0, |vz|q > 0 und |vz|, =0
(v) |vz|g > 0und |vz|, = vzl =0

In jedem der Fille kommt mindestens ein Buchstabe nicht vor. Da allerdings mindestens ein Buch-
stabe vorkommen musB, gilt 2’ := uv?wz?y # z und 2’ kann nicht gleich viele as, bs und ds enthalten.
Da 2’ auch keine cs enthilt (da z keine cs enthilt), folgt 2’ ¢ L, was ein Widerspruch zur Annahme
ist, dass L kontextfrei ist.
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Aufgabe 5: (12x1=12 Punkte)

Kreuzen Sie fiir folgende Aussagen an, ob diese wahr oder falsch sind.
Hinweis: Fiir jede richtige Antwort gibt es einen Punkt, fiir jede falsche Antwort wird ein Punkt abge-
zogen. Es wird keine negative Gesamtpunktzahl fiir diese Aufgabe gegeben.

Jede Spra__che, die von einem endlichen Automaten, dessen Startzustand eine
Schleife (Ubergang auf sich selbst) besitzt, erkannt wird, ist unendlich.

Lésung: D

Sei A= (Q,%,4,s, F) ein endlicher Automat. Falls es p, ¢ € @ gibt, fiir die fiir
alle w € ¥* gilt, dass wenn d(p,w) € F, dann auch §(q, w) € F ist, so ist A D
nicht zustandsminimal.

Lésung: D

Sei L eine reguldre Sprache. Dann existiert ein n € N so, dass falls es ein Wort
w € L mit |w| > n gibt, w so in wvz mit |uv] < n und v # € zerlegt werden D
kann, dass uv*z € L ist fiir mindestens ein i € Ny.
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Lésung:

Sei L eine semientscheidbare Sprache, deren Komplement entscheidbar ist.
Dann ist L entscheidbar.

[]
[]

£
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g
-
g
I
e

]
]

Lésung:
wahr falsch
Sei H, := {{M) : TM M hélt auf Eingabe €}, dann ist die charakteristische D D
Funktion von H. berechenbar. wahr  falsch
Lésung: D
wahr falsch
Die Sprache {wv : v € L(T)} ist entscheidbar, wobei W das bitweise Komple- D D

ment des Wortes w (jede 0 wird durch 1 ersetzt und umgekehrt) bezeichne.

Lésung: D

Es existiert eine Transformation 2SAT oc 3SAT. D

Lésung:

Falls CLIQUE € co—N'P, dann gilt N'P = co—NP.
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Lésung:

Fiir KNAPSACK existiert ein Polynomialzeitalgorithmus, falls n* eine obere
Schranke fiir das Gesamtgewicht W ist (wobei n die Anzahl der Objekte sei).

Lésung:

Sei G eine Typ-k-Grammatik. Dann ist der maximale Chomsky-Typ von L(G)
ebenfalls k.

Lésung:

Die Sprache

(({a" ‘neN}-{eh)U{a™" :n e N}) b7 e No}

N [{ancb” :n € Np}

ist kontextfrei.

Lésung:

Mit Grammatiken vom Typ 1 bzw. 2 lassen sich in n Ableitungsschritten nur
Worter der Lénge hochstens n erzeugen.

Lésung:
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