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Nachtrag zu Vergroberungen
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Vergroberung und Levelzahl

MIS-Vergroberung
(maximum independent set)

> inklusions-max. |.S.,
anstatt maximum

> O(m-+n)

> |.S. behalten

> kleines 1.S.
= noch weniger Level
(nicht so schlimm)
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Matching-Vergroberung
(maximum matching)

> inklusions-max. M.,
anstatt maximum

> O(m-+n)

> Matching kontrahieren

> kleines Matching
= wenig Reduktion
= viele Level
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Vergroberung und Levelzahl

MIS-Vergroberung
(maximum independent set)

> inklusions-max. |.S.,
anstatt maximum

> O(m-+n)

> |.S. behalten

> kleines 1.S.
= noch weniger Level
(nicht so schlimm)

(Sterngraph immer 7

noch doof)
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Matching-Vergroberung
(maximum matching)
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anstatt maximum
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Institut f Technologie.

Letzte Kleinigkeiten zu
3. Globale und Lokale Optimierung
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Spektrallayouts A“(IT

Institut f Technologie.

L symmetrisch, regular = EW reell und
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Spektrallayouts ﬂ(“.

L symmetrisch, regular = EW reell und
0= <--- <\, §2-ma&<deg(v)
ve
(G zsh. = X\ > 0)

Eigenpaare (A1, v1), ..., (An, Un):
> kann vy, ..., v, orthogonal wahlen
> falls orthogonal, dann

(G
N = min azT—()a: .
= R™ r-x
x L span(vy,...,v;1)

(Rayleigh-Ritz Theorem)
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Spektrallayouts - 2 ﬂ(“'

Def.: Laplace'sches Spektrallayout zu GG, gegeben L,
orthogonale, sortierte Eigenpaare (A1, v1),...,(An,vn):
Z:=vp, und Z:=w3
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Def.: Laplace'sches Spektrallayout zu GG, gegeben L,
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> elegant, analytisch, nicht auf Layouts beschrankt
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Def.: Laplace'sches Spektrallayout zu GG, gegeben L,
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Z:=vp, und Z:=w3

> elegant, analytisch, nicht auf Layouts beschrankt

> ...restlichen Dim., i.e., Eigenvektoren, auch nutzbar

animation
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Spektrallayouts - 2 ﬂ("'

Def.: Laplace'sches Spektrallayout zu GG, gegeben L,

orthogonale, sortierte Eigenpaare (A1, v1),...,(An,vn):
Z:=vp, und Z:=w3

> elegant, analytisch, nicht auf Layouts beschrankt

> ...restlichen Dim., i.e., Eigenvektoren, auch nutzbar

> langsam ~ O(n3®) time, O(n?) space

> Praxis: Power-lteration, Speicher linear in diinner Matrix
hier: fur v,
> starte mit Zufallsvektor v

. . Lv
> wiederhole: v + Tl
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Multidimensionale Skalierung (MDS)

Idee (MDS): Bette Objekte in R ein so dass
|zq — 2p|| = dist(xq, xp)
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Multidimensionale Skalierung (MDS) AT

Idee (MDS): Bette Objekte in R ein so dass
|zq — 2p|| = dist(xq, xp)

> paarweise Information
> oft genutzt: min ), .(||z; — ;| — dist(z;, x;))?
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Multidimensionale Skalierung (MDS) AT

Idee (MDS): Bette Objekte in R ein so dass

|zq — 2p|| = dist(xq, xp)

> paarweise Information

> oft genutzt: min ), .(||z; — ;| — dist(z;, x;))?
Bei Graphen: Energie einer gespannten Feder:

%C(Hpu _pv“ - 6)2
> Ideallange /¢
> paarweise Information?

!
= kiirzeste Weglange distg(u,v) = ||py — pol|
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Multidimensionale Skalierung (MDS) AT

Idee (MDS): Bette Objekte in R ein so dass
|zq — 2p|| = dist(xq, xp)

> paarweise Information
> oft genutzt: min ), .(||z; — ;| — dist(z;, x;))?
Bei Graphen: Energie einer gespannten Feder:

%C(Hpu _pv“ - 6)2
> Ideallange /¢
> paarweise Information?

!
= kiirzeste Weglange distg(u,v) = ||py — pol|

Potential ~~ nichtlineares G.S. ~~ Gradientverfahren
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Globale Zielfunktionen und Simulated Annealing [T

Globale Zielfunktion = Konglomerat einfacher Kriterien
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“Simulated Annealing”:
> allgemeines Losungsverfahren fiir Optimierungsprobleme
> motiviert aus Thermodynamik, simuliert Abkuhlung

Grobe Vorgehensweise:

> Markov-Kette durch Zustandsraum

> Wahrscheinlichkeiten fiir Uberginge

> Ubergange zu schlechteren Zustanden erlaubt
> spater (=kiihler) immer unwahrscheinlicher
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Globale Zielfunktionen und Simulated Annealing [T

Globale Zielfunktion = Konglomerat einfacher Kriterien

“Simulated Annealing”:
> allgemeines Losungsverfahren fiir Optimierungsprobleme
> motiviert aus Thermodynamik, simuliert Abkuhlung

Grobe Vorgehensweise:

> Markov-Kette durch Zustandsraum

> Wahrscheinlichkeiten fiir Uberginge

> Ubergange zu schlechteren Zustanden erlaubt
> spater (=kiihler) immer unwahrscheinlicher

Fir Graphenzeichnen: Davidson and Harel [1996]
(Diverse Potential siehe Skript)
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Kombinatorische Optimierung mittels
Flussmethoden

(Kapitel 4)

10 Robert Gorke Algorithmen zur Visualisierung von Graphen, Winter 2010/2011



Inhalt Kapitel 4 AT

Layoutprobleme fiir planare Graphen

> orthogonale Layouts

> aufwartsgerichtete Layouts flir gerichtete azyklische
Graphen

> Winkelauflosung in geradlinigen Layouts

— Modellierung der Probleme durch Flussnetzwerke

L
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Planaritat

Karlsruher Institut fur Technologie

Definition

planar

planare Einbettung
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Planaritat

Karlsruher Institut fur Technologie

Definition

planar

planare Einbettung

Zusammenhang zwischen n, m und |Facetten|?
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s-t Flussnetzwerk ﬂ(“'

Definition
Geg: Flussnetzwerk (D = (V, A); s, t; c) mit
> gerichtetem Graph D = (V, A)

> Kantenkapazititen ¢ : A — R§

> Quelle sV, Senket €V

Eine Abbildung X : A — R{ heiBt s-t-Fluss, falls gilt:
V(i) €A 0< X(i,j) < (i, ) (1)
Vie V\{s,t} > X6 - ), X@Gi)=0 (2

(i,5)€A (4,3)€EA
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Allgemeines Flussnetzwerk ﬂ("'

Geg: Flussnetzwerk (D = (V, A);l; u; b) mit

> gerichtetem Graph D = (V, A)

> untere Kantenkapazititen [ : A — R{

> obere Kantenkapazitaten u: A — R{

> Knotenbewertung b: V. — R mit ., b(i) =0

Eine Abbildung X : A — ]R(J{ heiBt Fluss, falls gilt:
v(i,j) € A I(i,7) < X(4,7) < uli,j) (3)
VieV > X - >, X@i)=bE) (4

(i,7)€A (4,1)eA
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Fragestellungen auf gegebenem Flussnetzwerk [T

Gultiger Fluss
Finde einen giiltigen Fluss X : A — RY, i.e., der

> Kapazititen respektiert, I(e), u(e)
> Bedarf genau deckt, b(v)
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Gultiger Fluss
Finde einen giiltigen Fluss X : A — RY, i.e., der

> Kapazititen respektiert, I(e), u(e)

> Bedarf genau deckt, b(v)

Zusitzlich gegeben: Kostenfunktion cost : A — R
Definiere: cost(X) 1= >_; ;ye cost(i,j) - X(,7)
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> cost(X) minimiert (unter allen giiltigen Flissen)
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Fragestellungen auf gegebenem Flussnetzwerk [T

Gultiger Fluss
Finde einen giiltigen Fluss X : A — RY, i.e., der

> Kapazititen respektiert, I(e), u(e)
> Bedarf genau deckt, b(v)

Zusitzlich gegeben: Kostenfunktion cost : A — R
Definiere: cost(X) 1= >_; ;ye cost(i,j) - X(,7)

Minimalkostenflussproblem
Finde einen giiltigen Fluss X : A — R, der

> cost(X) minimiert (unter allen giiltigen Flissen)

O(n?log n) mit O(n) oder O(n"/*logn) mit O(n)
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Insttut far Technologi

(Planare) Orthogonale Zeichnungen ﬂ(".

Dreistufiger Ansatz: Topology — Shape — Metrics

{v1, vy, v3, v4}
{{v1,v2}, {v1, vz}, {v1, va}, {wp, v3}, {va, va}}

\%
E
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(Planare) Orthogonale

Dreistufiger Ansatz:

v1, V2, V3,

kombinatorische
Einbettung

16 Robert Gorke

{ va}
{{v1,v2}, {v1, v3}, {v1, va}, {v2, v3},

Zeichnungen AT

Topology — Shape — Metrics

{v2, va}}
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(Planare) Orthogonale

Dreistufiger Ansatz:

v1, V2, V3, va}

16 Robert Gorke

{
{{v1,v2}, {v1, v3}, {v1, va}, {w2, v3}

Zeichnungen AT

Topology — Shape — Metrics

{v2, va}}

kombinatorische
Einbettung
4
) S prmmm e - 4
; :
—_— % e -3 :
2 orthogonale : :
Beschreibung "~ R
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(Planare) Orthogonale Zeichnungen AT

Dreistufiger Ansatz: Topology — Shape — Metrics

{v1,v2,v3, va}
{{v1,v2}, {v1, vz}, {v1, va}, {va, v3}, {va, v4}} 3

kombinatorische 2

Einbettung pl.anare Flachen-
4 Einbettung minimierung

chkmmlmlerung ------------------ -.4
— % leé---e3
) 2 orthogonale : : :

Beschreibung ' 2
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(Planare) Orthogonale Zeichnungen ﬂ("l

Dreistufiger Ansatz: Topology — Shape — Metrics

V = {vy1, v, v3,v4} 4
E = {{v1,v2}, {v1,v3}, {v1,va}, {va, v3}, {v2, va}} 3
1
. . 2
kombinatorische
Einbettung pl.anare Flachen-
4 Einbettung minimierung
------------------- +4

orthogonale
Beschreibung
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Problem: Orthogonale Beschreibung AT

Problem 2: Knickminimierung mit fester Einbettung

Gegeben ein Graph G = (V, E) mit Maximalgrad deg,,,., < 4,
kombinatorischer Einbettung F und auBerer Facette fo,

finde eine orthogonale Gitterzeichnung, die (F, fy) erhalt und
minimale Anzahl von Knicken hat.
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Problem: Orthogonale Beschreibung AT

Problem 2': Orthogonale Beschreibung

Gegeben ein Graph G = (V, E) mit Maximalgrad deg,,,., < 4,
kombinatorischer Einbettung F und auBerer Facette fo,
finde eine orthogonale Beschreibung H(G) die (F, fo) erhalt
und minimale Anzahl von Knicken hat.
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Orthogonale Beschreibung ﬂ("'

Eingabe: planarer Graph G = (V, E), Facettenmenge F,

auBere Facette fy
Ausgabe: orthogonale Beschreibung H(G) ={H(f) | f € F}

Facettenbeschreibung H(f): im UZS geordnete Folge von
Kantenbeschreibungen (e, §, o) mit

> e ist Randkante von f

> ¢ ist 0-1-Folge (0 = Rechtsknick 1 = Linksknick)

> o ist Winkel € {7, 7, 2 T 27} zwischen e und Nachfolger e

/
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Beispiel: Orthogonale Beschreibung ﬂ("'

H(fo) = ((61’ 117 %)7 (657 1117 37# ) (647 ®7 7T)7 (637 ®7 7T)7 (627 07 %))
H(fl) = ((61, 00, %T)? (627 ®7 %)a (667 0057[-))
H(f2) = ((657 000, %)7 (667 11, %)7 (637 Q)aﬂ-)a (647 Qja %))

1. €1 1
fo 0 0
1 €2 €3 €4
€3 0 -
€2 4
@ 0 fl 0
e
1 - 0 0
1 €5 1
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Beispiel: Orthogonale Beschreibung ﬂ("'

H(fo) = ((61’ 117 %)7 (657 1117 37# ) (647 ®7 7T)7 (637 ®7 7T)7 (627 07 %))
H(fl) = ((61, 00, %T)? (627 ®7 %)a (667 0057[-))
H(f2) = ((657 000, %)7 (667 11, %)7 (637 Q)aﬂ-)a (647 Qja %))

1. €1 1
fo 0 0

1 5 7r%627r €3 ™ €4 3m

(Fo 21— S M A
0
0 h 0
€1 = 0 0
1 €5 1
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Korrektheit einer orthogonalen Beschreibung [T

(H1) H(G) entspricht F, fy
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Korrektheit einer orthogonalen Beschreibung AT

(H1) H(QG) entspricht F, fo

(H2) fiir gemeinsame Randkante {u, v} zweier Facetten f und g
mit ((u,v),01, 1) € H(f) und ((v,u),d, p) € H(g) gilt
01 ist invertierte und umgedrehte Folge 95
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Korrektheit einer orthogonalen Beschreibung AT

(H1) H(QG) entspricht F, fo

(H2) fiir gemeinsame Randkante {u, v} zweier Facetten f und ¢
mit ((u,v),01, 1) € H(f) und ((v,u), s, p) € H(g) gilt
071 ist invertierte und umgedrehte Folge 9,

(H3) Sei |d]p (bzw. |d]1) die Anzahl Nullen (bzw. Einsen) in o
und r = (e, 0, ). Fir C(r) :=|d|o — |0|1 + 2 — 2a/7 gilt:

Y C(r)=4afirf#found Y C(r)=—4

reH(f) reH (fo)
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Korrektheit einer orthogonalen Beschreibung AT

(H1) H(QG) entspricht F, fo

(H2) fiir gemeinsame Randkante {u, v} zweier Facetten f und ¢
mit ((u,v),01, 1) € H(f) und ((v,u), 2, 0) € H(g) gilt
01 ist invertierte und umgedrehte Folge 95

(H3) Sei |d]p (bzw. |d]1) die Anzahl Nullen (bzw. Einsen) in 0
und r = (e, 0, ). Fir C(r) :=|d|o — |0|1 + 2 — 2a/7 gilt:

Y C(r)=4afirf#found Y C(r)=—4

reH(f) reH(fo)

(H4) Fir jeden Knoten v ist die Summe der anliegenden Winkel
gleich 27
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Erinnerung: Problem ﬂ(".

Problem 2': Orthogonale Beschreibung

Gegeben ein Graph G = (V, E) mit Maximalgrad deg,,,, < 4,
kombinatorischer Einbettung F und auBerer Facette fy,

finde eine giiltige orthogonale Beschreibung H(G), die (F, fo)
erhalt und die Knickanzahl minimiert.
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Erinnerung: Problem ﬂ(".

Problem 2': Orthogonale Beschreibung

Gegeben ein Graph G = (V, E) mit Maximalgrad deg,,,, < 4,
kombinatorischer Einbettung F und auBerer Facette fy,

finde eine giiltige orthogonale Beschreibung H(G), die (F, fo)
erhalt und die Knickanzahl minimiert.

21

Ansatz: Baue Flussnetzwerk!
> Wahrung = £ 5
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Erinnerung: Problem ﬂ(".

Problem 2': Orthogonale Beschreibung

Gegeben ein Graph G = (V, E) mit Maximalgrad deg,,,, < 4,
kombinatorischer Einbettung F und auBerer Facette fy,

finde eine giiltige orthogonale Beschreibung H(G), die (F, fo)
erhalt und die Knickanzahl minimiert.

Ansatz: Baue Flussnetzwerk!
> Wahrung = £ %

> Knoten —=+ Facetten (# 7 zur Facette)
> Facetten — Nachbar-Facetten (# Knicke zum Nachbar)
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Unser Flussnetzwerk N(G) ﬂ(“'

Definition Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); [; u; b; cost)

22 Robert Gorke Algorithmen zur Visualisierung von Graphen, Winter 2010/2011



Unser Flussnetzwerk N(G)

Definition Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); [; u; b; cost)

> A={(v,f) €V x F|wvinzident zu f} U
{(f,9) € F x F| f,g adjazent via Kante e}

22

Robert Gorke Algorithmen zur Visu

alisierung von Graphen, Winter 2010/2011




Unser Flussnetzwerk N(G) ﬂ(“'

Definition Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); [; u; b; cost)
> A={(v,f) €V x F|wvinzident zu f} U

{(f,9) € F x F| f,qg adjazent via Kante e}
> b(v)=4 YveV
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Unser Flussnetzwerk N(G) ﬂ(“'

Definition Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); [; u; b; cost)
> A={(v,f) €V x F|wvinzident zu f} U
{(f,9) € F x F| f,g adjazent via Kante e}
> b(v)=4 YveV
> 0(f) = —2(da(f) —2) VfeF\{fo}
> b(fo) = —2(da(f) +2)
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Unser Flussnetzwerk N(G) ﬂ(“'

Definition Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); [; u; b; cost)
> A={(v,f) €V x F|wvinzident zu f} U

{(f,9) € F x F| f,g adjazent via Kante e}
> b(v)=4 YveV ]
> 0(f) = —2(da(f) —2) VfeF\{fo} } =>.b=0
> b(fo) = —2(da(f) +2)
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Unser Flussnetzwerk N(G) ﬂ(“'

Definition Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); [; u; b; cost)
> A={(v,f) €V x F|wvinzident zu f} U
{(f,9) € F x F| f,g adjazent via Kante e}
> b(v)=4 YveV
> 0(f) = —2(da(f) —2) VfeF\{fo} } =>.b=0

> b(fo) = —2(da(f) +2) (Euler)
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> b(fo) = —2(da(f) +2) (Euler)

V(f,9) €A f,geF  U(f,9)=0<X(f,g9) <oco=:u(f,g)
V(v,f) e A,veV,feF (v, ) =1< X(v, f) <4=:u(v, f)
VieV Y OX@G) - Y X(j,4) =0b()

(i,j)€A (7,9)eA

22 Robert Gorke Algorithmen zur Visualisierung von Graphen, Winter 2010/2011



Beispiel Flussnetzwerk

fo

Karlsruher Institut f Technologie

23 Robert Gorke

a
it

Algorithmen zur Visualisierung von Graphen, Winter 2010/2011



Beispiel Flussnetzwerk

fo

o

Karlsruher Institut f Technologie

23 Robert Gorke

vV 0
F O

a
it

Algorithmen zur Visualisierung von Graphen, Winter 2010/2011



Beispiel Flussnetzwer

Karlsruher Institut f Technologie

23

Robert Gorke

vV 0
F O

Algorithmen zur Visualisierung von Graphen, Winter 2010/2011



23

Beispiel Flussnetzwerk

Robert Gorke

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

vV 0
F O

a
it

Algorithmen zur Visualisierung von Graphen, Winter 2010/2011



23

Beispiel Flussnetzwerk

Robert Gorke

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

vV 0
F O

a
it

Algorithmen zur Visualisierung von Graphen, Winter 2010/2011



Beispiel Flussnetzwerk ﬂ(“'

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

¢/u/c 1/4/0

 —

vV 0
F O

a
it

23 Robert Gorke Algorithmen zur Visualisierung von Graphen, Winter 2010/2011



Beispiel Flussnetzwerk

¢/u/c 1/4/0

0/oc0/1

vV 0
F O

a
it
v

Algorithmen zur Visualisierung von Graphen, Winter 2010/2011

23 Robert Gorke



Beispiel Flussnetzwerk

¢/u/c 1/4/0

0/oc0/1

vV 0
F O

a
it
v

Algorithmen zur Visualisierung von Graphen, Winter 2010/2011

23 Robert Gorke



Beispiel Flussnetzwerk
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Kernaussage + Korrektheit ﬂ(“.

Zu einem planar eingebetteten Graphen (G, F, fo) existiert
genau dann eine zulassige orthogonale Beschreibung H(G)
mit k& Knicken, wenn es im Flussnetzwerk N(G) einen Fluss z
mit Kosten k gibt.
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< Geg.: Flussnetzwerk N(G), Fluss z mit Kosten k

Ges.: orthogonale Beschreibung
(H1) H(G) entspricht F, fo v/
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(H3) Winkelsumme an f: b(f) ohne gestreckte Winkel = 4 /
(H4) Summe Winkel an Knoten 27 /

24 Robert Gorke Algorithmen zur Visualisierung von Graphen, Winter 2010/2011



Kernaussage + Korrektheit ﬂ(“.

Zu einem planar eingebetteten Graphen (G, F, fo) existiert
genau dann eine zulassige orthogonale Beschreibung H(G)
mit k& Knicken, wenn es im Flussnetzwerk N(G) einen Fluss z
mit Kosten k gibt.

25 Robert Gorke Algorithmen zur Visualisierung von Graphen, Winter 2010/2011



Kernaussage + Korrektheit ﬂ(“.

Zu einem planar eingebetteten Graphen (G, F, fo) existiert
genau dann eine zulassige orthogonale Beschreibung H(G)
mit k& Knicken, wenn es im Flussnetzwerk N(G) einen Fluss z
mit Kosten k gibt.

= Geg.: orthogonale Beschreibung
Ges.: Flussnetzwerk N(G), Fluss z mit Kosten k

25 Robert Gorke Algorithmen zur Visualisierung von Graphen, Winter 2010/2011



Kernaussage + Korrektheit ﬂ(“.

Zu einem planar eingebetteten Graphen (G, F, fo) existiert
genau dann eine zulassige orthogonale Beschreibung H(G)
mit k& Knicken, wenn es im Flussnetzwerk N(G) einen Fluss z
mit Kosten k gibt.

= Geg.: orthogonale Beschreibung
Ges.: Flussnetzwerk N(G), Fluss z mit Kosten k
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