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Zusammenfassung

Seit vielen Jahren wird die ,klassische* Erfiillbarkeit Boolescher
Formeln, insbesondere in k-Konjunktiver-Normal-Form (k-KNF), un-
ter einschrénkenden Voraussetzungen untersucht. Einen wichtigen Bei-
trag hierzu lieferten in den 70er Jahren Lovasz und Erdgs mit dem
Lovdsz Local Lemma | |, mithilfe dessen ohne groferen Aufwand
die Erfiillbarkeit einer Booleschen Formel in k-KNF bestétigt werden
kann, falls diverse Voraussetzungen fiir die Klauseln erfiillt sind. Pro-
blematisch fiir die Praxis ist dabei, dass das Lovész Local Lemma in
seiner urspriinglichen Form eine rein existenzielle Aussage bleibt und
man keine konkrete erfiillende Belegung erhélt. Abhilfe hierfiir schafft
ein randomisierter Algorithmus von Moser und Tardos | ) ,
der erwartet in polynomieller Zeit ablduft und in diesem Paper vorge-
stellt wird.

1 Einleitung und Notation

Mithilfe des Lovasz Local Lemma | | kann unter gewissen Voraussetzun-
gen die Erfiillbarkeit Boolescher Formeln in k-Konjunktiver Normal-Form
(k-KNF, das heifst jede Klausel enthélt k Literale) bestéitigt werden, oh-
ne jedoch — in der Grundform — eine konkrete erfiillende Belegung zu er-
halten. Mit dem im Folgenden vorgestellten randomisierten Algorithmus
kann man diesem Umstand entgegenwirken, um das Lovasz Local Lemma
auch praktisch nutzbar zu machen. Hierbei stehe stets F' = Cy,...,C),
als eine m-elementige Menge von Klauseln fiir eine Boolesche Formel in
kE-KNF iiber den Variablen X = {xi,...,z,}. Des Weiteren bezeichne
vbl(C) C X die Variablen von Klausel C, fiir welche die Nachbarschaft mit
['(C):={D € F | D # C,vbl(C)Nvbl(D) # 0} sowie die inklusive Nachbar-
schaft mit It (C) := I'(C')U{C} bezeichnet sei. Eine Belegung der Variablen
werde dabei mit o : X — {0, 1} benannt, zu welcher stets eine Menge an
unerfiillten Klauseln vlt(F,a) C F' existiert.



2 Lovasz Local Lemma

2.1 Grundidee

Die Grundaussage des Lovasz Local Lemma ist folgende: Uberschnei-
den/widersprechen sich nur ,wenige* Klauseln von einer k-KNF-Formel F,
dann ist F' erfiillbar. ,iiberschneiden oder ,widersprechen“ bedeutet hier,
dass Klauseln Variablen teilen, unter Umsténden sogar mit entgegengesetz-
ten Vorzeichen.

Das Lovasz Local Lemma ist in seiner urspriinglichen Form ein Lemma der
Stochastik iiber endlich viele Ereignisse eines Wahrscheinlichkeitsraumes.
Mit der passenden Modellierung léasst es sich auch auf Erfiillbarkeit Boo-
lescher Formeln iibertragen, indem die Erfiillbarkeit als Zufallsexperiment
auf einem diskretem Wahrscheinlichkeits-Raum (€2, P) betrachtet wird, wo-
bei Q = {0,1}" die Variablen und ihre moglichen Belegungen représentiert.
Diese Belegungen sollen gleichverteilt sein, also P(w) = ﬁ = 2% Yw € .
Jede Klausel C; aus F' definiert dabei in kanonischer Weise ein Ereignis A;,
das alle Elementarereignisse (= Belegungen) enthélt, fir die C; nicht er-
fiillt ist. Mit diesen Ereignissen ist wichtig zu beachten, dass A; genau dann
stochastisch unabhéngig von A; ist, wenn vbl(C;) N vbl(Cj) = 0.

2.2 Varianten

Das Lovasz Local Lemma in der sog. symmetrischen Form wird meist wie
folgt formuliert!.

Satz 1 (Lovasz Local Lemma, symmetrische Form). Seien A =
{A1,...,Ayp} Ereignisse im W’Raum ), von denen jedes hochstens von
d anderen FEreignissen aus A abhdngig sei. Falls P(A;) <p VA; € A und
zugleich p-e - (d+1) <1, dann ist P(Aq,...,Ay) > 0.

Mit den im vorigen Abschnitt definierten A; ist P(A;) = (3)* =: p und
die Menge der von A; abhingigen Ereignisse (ungleich A;) ist durch die
Nachbarschaft I'(C;) gegeben. Wenn |I'(C;)|+1 < %, dann ist (|[T'(Cy)|+1)-
e < 2F. Setzt man d = max;(|T'(C;)|, so ist also insbesondere die Ungleichung
(d+1)-e< ]1) und damit alle Voraussetzungen von Satz 1 erfiillt, woraus

folgt dass P(A1,...,Ap) > 0. Dies bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit,
alle Klauseln zu erfiillen, echt gréfer 0 ist, woraus wegen der Modellierung
im Abschnitt 2.1 direkt die Erfiillbarkeit von F' folgt.

Eine etwas allgemeinere Form des Lovész Local Lemma liefert folgende,
weniger intuitive Formulierung:

'Die urspriingliche Variante aus [ | unterscheidet sich von dieser Form nur durch
Konstanten in der Ungleichung p-e- (d+1) < 1.



Satz 2 (Lovasz Local Lemma, asymmetrische Form). Seien A =
{Ay,..., Ay} Ereignisse. T'(A;) bezeichne die Menge® | sodass A; stochas-
tisch unabhdngig von A\ (I'(4;) U{A4;}). Gibt es v : A — (0,1), so dass

P(A) <x(A) [ (1-xz(B)) VAieA

Dann ist P(Aq,..., Ay) > H (1—=x(A)) > 0.

Die symmetrische Form folgt aus der asymmetrischen Form, indem man
z(A) = T-lu setzt, denn aus p-e-(d+1) < 1 folgt mit der Funktionsdarstellung
der Eulerschen Zahl e (EZ)3:
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Aus den Voraussetzungen fiir die symmetrische Form folgen also auch die
Voraussetzungen der asymmetrischen Form. Daher folgt die Korrektheit der
symmetrische Form direkt aus der asymmetrischen Form.

2.3 Beweis des Lovasz Local Lemma

Wegen des Zusammenhangs der symmetrischen und der asymmetrischen
Form reicht es aus, lediglich letztere zu beweisen. Der hier vorgestellte Be-
weis basiert auf | | und ist dem aus | | vom Charakter her sehr
ghnlich.

Beweis von Satz 2. Der Beweis erfolgt induktiv iber |S| mit S C A, A; ¢ S
und der Hypothese P(4; | NpesB) < z(A4;). Fiir S = Q0 ist P(A; | NpesB) =
P(A;) < x(A;) nach Voraussetzung der asymmetrischen Form, also ist der
Induktionsanfang erfiillt.

Induktionsvoraussetzung (IV): Es gelte P(A; | NpesB) < z(4;) fiir alle
SC Amit A; ¢ S und |S| < s fiir ein s € N.

2Die hier verwendeten I'(A;) sind fiir den Fall der Erfiillbarkeit Boolescher Formeln
konsistent mit der oben definierten Nachbarschaft I'(C}).

3Man beachte, dass sich in der hier verwendeten Form die gewohnte Monotonie der
Folge umkehrt.



Zeige nun die Aussage fiir [S| = s + 1 und weiterhin A; ¢ S. Setze dazu
S; =T'(4;) NS, sodass A; stochastisch unabhénging von Sy := S\ 5] ist.
Damit gilt dann:

— P(A;NNpes B)
P(A; B) = =2
P(A; NNpes, B Npes, B)

- S s 2)
P(Npes, B | Nies, B)

(1)

Der Zéhler ldsst sich dabei wegen der stochastischen Unabhéngigkeit ab-
schiitzen mittels: P(4;NNpes, B | Npes, B) < P(Ai | Nges, B) = P(A;) <
z(Ai) [1gera,) (1 — x(B)). Fir S1 = {B, ..., By} lisst sich Nenner hinge-
gen mithilfe einer Variante der Multiplikationsformel (MPF) umformen und
abschétzen, indem iterativ die N-Schreibweise mit bedingten Wahrscheinlich-
keiten aufgelost wird:

P(mBESI BN ﬂBESQ E) MPF = N Y
— = P B'L't BZ = —x(B
P(Npes, B) E ( |j:O+1 )= 31;191 o)

Mit beiden Abschétzungen zusammen folgt der Induktionsschritt, ndmlich
P(A; | NpesB) < z(4;). Das Local Lemma folgt nun direkt, da hiermit gilt:

PA; | (1B) = 1-xz(4A)

Bes
= P(Ain (1B) = (1-=(4)P((]B)
e Bes
rekgslv > (1 . :L'(Az)) H (1 - $(B))

BeS

Insbesondere ist durch die letzte Rechnung erst Gleichung 1 gerechtfertigt,
da stets P(NpesB) > 0 bleibt, sobald die Kardinalitiit von S um eins er-
hoht wird. Erst hiermit ist gesichert, dass dort (in Gleichung 1) die bedingte
Wahrscheinlichkeit {iberhaupt existiert. O

3 Algorithmus

3.1 Formulierung

Die Grundidee des Algorithmus ist leicht verstdndlich. Es wird solange —
falls vorhanden — eine unerfiillte Klausel ausgewéhlt und deren Variablen

neu ,,ausgewiirfelt”, bis alle Klauseln erfillt sind. Der Algorithmus in Pseudo-
Code:



Algorithmus 1: sequentiellesLLL
Data : Boolesche Formel F' in k-KNF
Result : Erfiillende Belegung «

a < zufillige Belegung fiir Variablen von F'
while vlt(F, a) # () do
C < beliebige Klausel aus vIt(F, a);
a < « mit zufilliger neuer Belegung von vbl(C')
end
return o

Zu beachten ist, dass der Algorithmus in dieser Formulierung keineswegs
terminieren muss. Es wird jedoch in der Analyse gezeigt, dass unter der Vor-
aussetzung des Lovasz Local Lemma dieser Algorithmus erwartet in polyno-
mieller Zeit beziiglich |F'| (Anzahl Klauseln) mit einer erfiillenden Belegung
terminiert.

3.2 Analyse

Im Folgenden soll gezeigt werden, dass Algorithmus 1 erwartet polynomielle
Laufzeit hat. Die Grundlagen der hiesigen Analyse stammen hauptséchlich
aus | |.

Satz 3. Fir eine Menge A = {Ai,...,An} von Ereignissen zu einer k-
KNF-Formel F (wie oben) gebe es eine Funktion x : A — (0, 1), sodass

PA) <a(A) [ (1-x(B)).

BeI'(A;)

Dann wird (fir Algorithmus 1) jede Klausel aus F' erwartet % mal zur

Neubelegung ausgewdhlt, bis der Algorithmus mit einer erfillender Belequng
fir F terminiert.

Die Grundidee des Beweises ist folgende: Man zdhle, wie oft jede Klausel
C; neu gewiirfelt wird. Dies definiert eine Zufallsvariable, fiir die gezeigt
werden muss, dass ihr Erwartungswert existiert und endlich ist.

Damit im Beweis erscheinenden Objekte wohldefiniert sind, nehmen wir
an, dass das Auswahlverfahren, mit dem im Algorithmus die néchste nicht-
erfiillte Klausel bestimmt wird, beliebig aber fest ist (egal ob es sich um ein
randomisertes oder deterministisches Verfahren handelt). Dariiberhinaus:

Definition 1. Fin Log sei eine Abbildung C : N — A, die reprisentiert,
welche Klausel (bzw. welches Ereignis) der Algorithmus im Schritt t zur Neu-
belegung ausgewdhlt hat.



3.2.1 Konzept von witness trees

Definition 2. FEin witness tree 7 = (T, 0,) sei ein endlicher Baum T mit
Knotenbeschriftung or : V(T) — A, sodass die Kinder eines jeden Knoten
v € V(T) nur mit Elementen aus T'" (o, (v)) beschriftet sind.

Abkiirzend sei: [v] == o-(v) (firve V(T)) und V(1) :=V(T)

Man bezeichnet einen witness tree 7 als zuldssig, wenn fiir u € V(7) alle
Kinder von u unterschiedliche Beschriftungen haben.

Zu einem gegebenen Log C kann man in natiirlicher Weise einen witness
tree 7¢(t) zum Zeitpunkt ¢ betrachten, indem man zunéichst einen Wurzel-
knoten erzeugt, diesen mit C(¢) beschriftet und dann C iterativ riickwérts
durchlauft (Verwende hierzu Laufindex i, der bei ¢ — 1 beginnt und mit 1
endet): Falls sich im bisher konstruierten Baum Knoten befinden, die mit
einem (inklusiven) Nachbarn von C(i) (d.h. einem Element aus I't(C(i)))
beschriftet sind, so fiige einen Knoten mit Beschriftung C(7) als tiefstes Kind
aller dieser ,,Nachbar“-Knoten in den Baum ein. Andernfalls (kein Knoten ist
mit Nachbarn von C(i) beschriftet) ignoriere C(7). Die Abbildung 1 zeigt ein
Beispiel zu Log und Konstruktion eines witness tree. Gegeben ist ein fester
Log mit einem Graphen in Abbildung la, der die Abhéngigkeiten (also die

Nachbarschaft) der Ereignisse A; reprisentiert.

@)

(a) Abhéngigkeitsgraph (b) witness tree 7¢(8)

Abblldung 1: LOg C= (A4,A3,A4,A7,A5,A2,A6,A1, .. )

In diesem Zusammenhang sagt man 7 tritt auf in C, wenn sich mit der
eben geschilderten Vorgehensweise ein solcher witness tree 7 aus C konstru-
ieren lasst. Das heifst, es gibt ein t aus N, sodass 7 = 7¢(t).

Da die erwartete Laufzeit des Algorithmus 1 elegant mithilfe von witness
trees bewiesen werden kann, ben6tigt man fiir den weiteren Beweis zunéchst



noch ein Lemma, das den Zusammenhang von Logs und witness trees mit
der Vorgehensweise des Algorithmus erklart.

Lemma 1. Sei T ein fester witness tree und C ein (zufdlliger) Log, der durch
den Algorithmus 1 generiert wurde. Dann gilt:

(1) Wenn 7 in C auftritt, dann ist T zuldssig.

(ii) Die Wahrscheinlichkeit dass T in C auftritt ist < H P([v])
veV (1)

Beweisskizze des Lemmas. (i) Folgt direkt durch Konstruktion von 7 = 7¢(t)
(fiir ein ¢ aus N): Angenommen 7 sei nicht zuléssig, das heifst, es gibt einen
Knoten v in 7, der mindestens 2 Kinder ui,us mit gleicher Beschriftung
([u1] = [ug]) besitzt. Wurde 0.B.d.A. u; zuerst eingefiigt, so hat [ug] beim
Einfiigen als tiefsten Nachbarn wenigstens [u1], weshalb us mindestens als
Kind von u; eingefiigt werden muss (Widerspruch zur Annahme).

Zu (ii): Geht man 7 schichtenweise aufwérts durch, so entspricht dies
ungefahr der Reihenfolge der vom Algorithmus ausgewéhlten Ereignisse. Er-
eignisse gleicher Schicht sind unabhéngig (nach Konstruktion, wie in Teil
(1)). Daher ist die Wahrscheinlichkeit fiir deren gemeinsames Auftreten
< H P([v]). Neuwiirfeln von vbl([v]) in Schicht i ,entfernt dabei ge-

v€ Schicht 4
wissermafien die Abhéngigkeit zu Ereignissen aus Schicht 7 — 1, denn Schicht

i—1 erhélt dadurch Zufallsdaten, die noch nie zuvor ,betrachtet” wurden, also
vom Charakter unabhéngig gleichverteilte Zufallsbits fiir alle Variablen. Dies
erklart sich induktiv, denn die erste Belegung « wiirfelt alle Zufallsvariablen
(bzw. -Bits) zufillig gleichverteilt aus, wodurch zunéchst fiir alle Ereignisse
ungenutzte, ,frische” Zufallsdaten zur Verfiigung stehen. Falls nun ein Ereig-
nis A; eintritt (Klausel unerfiillt) und dieses vom Algorithmus ausgewéhlt
wird, so wird durch das Neuwiirfeln von vbl(A4;) genau der Teil an Zufalls-
variablen neu belegt, der A; mit seinen Nachbarn I't(4;) (bzw. TF(C;))
verbindet, wodurch diese Nachbarn nach der Neubelegung vom Charakter
her ungenutzte Zufallsbits sehen. Damit ist die Auftrittswahrscheinlichkeit

< ( H P([v]) - H P([v])) . Iterativ iiber alle Schichten folgt

v€ Schicht 7 v€ Schicht i—1
damit die Behauptung. O

3.2.2 Galton Watson Prozess (zufilliger Verzweigungsprozess)

Als letztes Hilfsmittel fiir den Beweis der Laufzeit benotigt man das Konzept
des sog. Galton-Watson (Verzweigungs-) Prozesses. Damit kann ein
zufdlliger zuléssiger witness tree produziert werden, indem zunéchst eine
Wurzel mit Beschriftung A erzeugt wird und dann fiir jedes B € T'"(A)
ein Kindknoten (beschriftet mit B) mit Wahrscheinlichkeit z(B) erzeugt



wird. Danach werden fiir jedes erzeugte Kind rekursiv in der gleichen Weise
Kindknoten erzeugt und fiir deren erzeugte Kinder ebenfalls usw. Dabei gilt
folgendes Lemma.

Lemma 2. Sei 7 fester, zuldssiger witness tree mit Wurzel A. Dann ist die
Wahrscheinlichkeit, dass ein Galton- Watson Prozess zu genau T fiihrt:

pr = 22D T ()

wobei z'(B) := x(B) [[cerp) (1 — z(C))

Beweis. Sei W,, C 't ([v]) Menge der Beschriftungen, die im Baum nicht als
Kinder von v auftauchen. Dann gilt offenbar:

1
o= o 1l Gﬂd)f[u—xmmﬂ

VeV (7) ueW,

T evn uew, wel+ ([u])\Wo ( (ful)
1 1
= I (=@ II a-=) TI e
x(A) veV(T) wel+([v]) wel+([v])\ W (1 ‘T([u]))

Tatséchlich erzeugte Kinder von v (im Produkt ganz rechts) werden ,spéter*
im duferen Produkt nochmal betrachtet, wodurch sich die Formel vereinfacht
Zu:

_1-a(4) 2([v)) i
o= e I rany IT -at)

veV(T) uel+([v])
1- x(‘l) | | /
= X (|v
.’IJ( ) veV(T) ([ ])

3.2.3 Beweis der Laufzeit

Man definiert nun eine Zufallsvariable V4 als die Anzahl an Vorkommen von
A im Log C. Das heiflt N4 zdhlt, wie oft vbl(A) neu gewiirfelt werden, wobei
N4 auch zugleich die Anzahl der zuldssigen witness trees in C mit Wurzel A
ist. Indem nun die Endlichkeit des Erwartungswertes von N4 gezeigt wird,



kann kann Satz 3 bewiesen werden. Sei dafiir T4 die Menge aller zuldssigen
witness trees mit Wurzel A. Dann gilt:

E(N4) = Y P(r tritt auf in Log C)
TETA
Lem 1

< > I P

TETA VEV(T)
Vor

SO | L0

TETA vEV(T)

Damit ist Satz 3 bewiesen. Falls z(A) konstant ist (fiir m: Anzahl Ereignisse
bzw. Klauseln), gilt also:

IE(ZNA)<m-1f(f()m
AcA

Insbesondere wenn z(A) = ﬁ (Lovasz Local Lemma, symmetrische Form)
vereinfacht sich die Formel zu:

E(Y N@g%

Daraus folgt, dass im ,Mittel* maximal % Klauseln neu gewiirfelt werden
miissen, falls die symmetrische Form erfiillt ist, wofir freilich weiterhin die
Ungleichung p-e-(d+1) < 1 gelten muss. Falls etwa d grofs ist, miissen nur sehr
wenige Klauseln erneut ausgewiirfelt werden, da in diesem Fall p wegen der
Ungleichung entsprechend klein sein muss. Das heifit, die Wahrscheinlichkeit,
dass Klauseln in der Startbelegung unerfiillt sind, sinkt und somit miissen
erwartet auch weniger Klauseln erneut ausgewiirfelt werden.

3.3 Ausblick
In diesem Abschnitt soll noch kurz eine parallele Version sowie eine Verall-
gemeinerung des Algorithmus vorgestellt werden.

3.3.1 Parallele Version

Der Algorithmus lésst sich parallelisieren. Hierfiir muss in jedem Schritt
(statt nur eines Ereignisses) parallel eine Menge inklusionsmaximaler un-
abhingiger Mengen von Ereignissen ausgewiirfelt werden. Es folgt der Algo-
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rithmus in Pseudo-Code:
Algorithmus 2: parallelesLLL
Data : Boolesche Formel F' in k-KNF
Result : Erfiillende Belegung o

« « zufillige Belegung fiir Variablen von F'
while vlt(F,a) # () do
S < inklusionsmaximale unabhéngige Menge im

Abhéangigkeitsgraph von vit(F, «)
« < « mit parallel berechneter zufélliger neuer Belegung von
vbl(.S)

end

return o

Der schwierigste Teil beziiglich der Effizienz dieses Algorithmus ist eine
Implementierung zur geschickten Auswahl einer inklusionsmaximalen unab-
héngigen Menge. Dariiberhinaus kann die Analyse auf den sequentiellen Fall
zuriickgefiihrt werden, siehe hierfiir | |.

3.3.2 Verallgemeinerung

Das vorgestellte Konzept lasst sich auf allgemeinere Probleme {ibertragen.
Dazu miissen X = {X,..., X, } Zufallsvariablen mit endlichem Wertebe-
reich sein und A = {Ay,...,A,,} Ereignisse, die eindeutig durch Zufalls-
variablen aus X bestimmt sind. Ist fiir diese Ereignisse das Lovasz Local
Lemma erfiillt, so ist auch hier der Algorithmus anwendbar, indem man die
Zufallsvariablen Werte geméaf ihrer zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeits-
verteilung annehmen lafst. Der Beweis der Laufzeit bleibt dabei im Grofsen
und Ganzen erhalten. Wegen der besseren Anschaulichkeit und der zentralen
Rolle des SAT-Problems in der Informatik wurde jedoch in dieser Ausarbei-
tung das Hauptaugenmerk auf den Spezialfall der Erfiillbarkeit Boolescher
Formeln in k-KNF gelegt.
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