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Lineare Algebra - Problem 1 s AT

(Kreisbasen)

Definition

Ein Teilgraph C = (V¢, Ec) von G= (V,E) d.h. Vo C V, E¢c C E heiBBt Kreis in
G, falls alle Knoten aus V¢ in C geraden Grad haben. Falls C
zusammenhangend ist und alle Knoten aus V¢ Grad zwei haben, so hei3t C
einfacher Kreis.

|

Aquivalenzrelation auf der Menge aller Kreise C:
C1 ~ Cz = EC1 = E02

!

Kreis als Kantenmenge — Vektordarstellung in GF(2)™

(a) Z&hlen Sie alle Elemente der Kreis- 0@9 9
Aquivalenzklasse auf, die C enthalt. G := "' C = ‘
(O—C) OO,
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Lineare Algebra - Problem 1 s AIT

(Kreisbasen)

Zeige, C ist Untervektorraum von GF(2)™:
a Abgeschlossenheit der Addition
a Neutrales Element
a Abgeschlossenheit der auBBeren Verknipfung/Skalarmultiplikation
Konvention:
a |dentifiziere C € C mit (eindeutigem) kanteninduzierten Reprasentanten.
m Firv e Vg sei Ec(v) = {e € E¢|einzident zu v}.

(b) Zeige: Fir den Kreisraum (C) gr(2)-vr €ines Graphen G gilt

(C)areyva = C.
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Lineare Algebra - Problem 1 s AT

(Kreisbasen)

Abgeschlossenheit der Addition:
Seien Ci, G, € C, so gilt:

a di(u), d>(v) sind gerade fir alle u, v.

u Ci ® G2 =: C3 € (C)gF(2)-vr beeinflusst nur Knoten in Vi N Va.
Seive Vin Vs

w E3(v) = (Ei(v) U E2(V)) \ (Ex(v) N E2(v))

= C3 €C. (Gsi.A. nicht kanteninduziert)

(b) Zeige: Fir den Kreisraum (C) gr(2)-vr €ines Graphen G gilt

(C)areyva = C.
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Lineare Algebra - Problem 1 s AT

(Kreisbasen)
Neutrales Element:
a Cp € C mit By = 0 entspricht Nullvektor 0 € (C)gr(2)-vR-

a Nullvektor 0 ist neutrales Element bzgl. Addition in GF(2)™.

—> Neutrales Element € C.
Abgeschlossenheit der auBBeren Verkniipfung/Skalarmultiplikation:

a GF(2)=1{0,1}.
m 0- C = neutrales Elementc C VC € C.
m1.-C=CeC VCelCl.

= aCecC Vaec GF(2),CeC.

(b) Zeige: Fir den Kreisraum (C) gr(2)-vr €ines Graphen G gilt

(C)areyva = C.
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Fundamentalbasis-Def. - Prob. 2 x5 AT

(Kreisbasen)

Definition

Sei G = (V, E) ein ungerichteter, zshg. Graph und T = (V, E7) ein
aufspannender Baum in G. Dann heif3t

Br:={Ce cClec E\ Er, Ec, = {e={u,v}}U{u-v-Pfadin T}}
Fundamentalbasis des Kreisraumes C von G (bzgl. T).

(a) Zeige: Br C GF(2)™, m := |E], ist linear unabhéngig.
(b) Zeige (konstruktiv): Br C GF(2)™ ist Erzeugendensystem von C.

Dimension des Kreisraums ist m — n+ 1, wobei n := |V|, m := |E|.

(c) Zeige: |Br| = m—n+1.

Beobachtung:
u-v-Pfade in T eindeutig = e = {u, v} induziert genau einen Kreis C; in Br.
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Fundamentalbasis-Def. - Prob. 2 we.s. AT

(Kreisbasen)

(a) Zeige: Br C GF(2)™, m := |E|, ist linear unabhéngig:

Beweis durch Widerspruch:

Annahme: 37, ¢\ g @Ce =0, @ € GF(2), mit as # 0 flir mindestens ein &’

a Cq > €, € in keinem anderen Kreis aus Bt (nach Beobachtung).
m Addition ist symmetrische Differenz = €' bleibt in LinKombi erhalten.

= > ece\£; @Ce # 0 (Widerspruch zur Annahme!)

Tanja Hartmann — Ubung 5 12. Januar 2010 2/4



Fundamentalbasis-Def. - Prob. 2 w5+ AT

(Kreisbasen)

(b) Zeige (konstruktiv): By C GF(2)" ist Erzeugendensystem von C:
Behauptung: C = > g \g, Ce-
m FUr e € E¢ zeige: e bleibt in Linkombi erhalten.
a Fir e € E\ E¢ zeige: e féllt aus Linkombi heraus.
Seiec Ec\ Er[ec E\ (EcUET)]:
a Nichtbaumkante e ist in genau einem Kreis C, in Bt enthalten.
m ec Ecle¢ Egl.

— e st in ungerader [gerader] Anzahl an Kreisen in LinKombi enthalten.
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Fundamentalbasis-Def. - Prob. 2 w5+ AT

(Kreisbasen)

Seiec EcnEr[Seiec (E\ Ec)n Er]:
® Baumkante e induziert einen Schnitt Se in G.

m S, wird sonst nur von Nichtbaumkanten gekreuzt.

u |{€' € E¢|€ kreuzt S¢}| ist gerade.

m ec Ecle¢ Ecl
= Se wird von ungerader [geraden] Anzahl Nichtbaumkanten aus E¢
gekreuzt!

Se kreuzende Nichtbaumkanten in G < e enthaltende Kreise in Br.
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Fundamentalbasis-Def. - Prob. 2 w5+ AT

(Kreisbasen)

(c) Zeige: |Br| = m—n+1.
nach Definition und Beobachtung:
Br=E\Er

(Basiskreise und Nichtbaumkanten entsprechen sich bijektiv.)

|Br|=|E\Erl]=m—-(n—1)=m—-n+1.
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Kreisrdume - Problem 3 .5 AT

(Kreisbasen)

(a) Gesucht: Familie (G))ic; mit |C;| exponentiell in |Ej|.

Familie (Gn)nen der 4er-Kreis-Kopien:

G\ Go G

Korrektheit: Fir G, gilt
a |V, =4n
a |[E;|=4n
® (Col = [P({1,...,n})| =2" = 2E0l/4 = (23) Il
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Kreisraume - Problem 3 w54 A\K"

(Kreisbasen)
(b) Gesucht: Familie (G))ic; mit |C;| linear in |E;|.

Familie (Gn)nen der 4er-Kreis-Kopien-Unterteilungen:

Gy G G
Korrektheit: Fir G, gilt
a |V, _Z’ 042

w Byl =042 =432 =427 —1)=8-2"—4
® [Col = [P({1,...,n})| = 2" = (|En| +4)/8
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Algo von de Pina - Problem 4 .54 A\KIT

Eingabe : Graph G = (V, E)
Ausgabe : MCB von G
fur i =1 bis N tue

L Si — {ei};
fiir kK = 1 bis N tue
Finde einen kirzesten Kreis Cx mit (Cy, Sk) =1 ;

flir i = k + 1 bis N tue
oF . 2

NOoOOoa,r~,W D=

wenn (Cx, S;) = 1 dann
L Si— S5 ® Sk ;

co

Ausgabe ist: {Cy, ..., Cn};

€10
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Algo von de Pina - Problem 4 .54 A\KIT

Initialisierung:

Sy ={e1}, So ={e&}, Sz ={es3}, Ss = {&s}, Ss = {es}
k=1:

S = {61}, Ci = {61763, (ee)}, S; = {61} D {63} = {91763}
k=2:

S ={e}, Co:={er,e,(69)}, Ss = {e1, 63} @ {€} = {e1, e, €3}

k=3:
S; = {e1, €2, 63}, C3:={e2,€4,(€5)}, Sa = {4} © {€1, 62,83} = {€1, €2, 63, 84}

k =4:
Sy ={ei, e, 63,6}, Cy:={e4,(e7,€5)} (keine Anderung)

k=5:
Ss = {65}, Cs = {65, (6117812)} (keine Anderung)
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Algo von de Pina - Problem 4 .54 A“(IT

Ausgabe:

Ci ={ei,e3,(es)}, Co={er,ez,(e9)}, Cs = {€2,€4,(66)}, Ca = {€4,(€7,€8)},
Cs = {es, (€11, €12)}

Gestrichelter Kreis:
{e1,62,63,84} = C1 © C3 = {e1,63,(66)} D {2, €1, (65)}
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