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5. Sitzung
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nationales in der Helmholt:
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I Wiederholung: Fliisse A\‘(IT

Gegeben: Einfacher, gerichteter Graph D = (V, E), Kantenkapazitéaten
¢ : E — R} und dedizierte Knoten s, t € V. Das Tupel (D, s, t, ¢) heit
Netzwerk.
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I Wiederholung: Fliisse A\KIT

Gegeben: Einfacher, gerichteter Graph D = (V, E), Kantenkapazitéaten
¢ : E — R} und dedizierte Knoten s, t € V. Das Tupel (D, s, t, ¢) heit
Netzwerk.

Fluss (vgl. Definition 4.1)

Eine Abbildung f : E — R{ heiBt s-t-Fluss, wenn folgende Bedingungen von
f erfullt werden:

(i) Kapazitatsbedingung: Fir alle (u, v) € E gilt
0 < f(u,v) <c(u,v).

(i) Flusserhaltungsbedingung: Fir alle v € V'\ {s, t} gilt

ST o fuv)= D f(v,w).

(u,v)eE (v,w)eE
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I Wiederholung: Fliisse A\‘(IT

Fluss an Quelle/Senke (vgl. Lemma 4.2)

Ist f ein Fluss in einem Netzwerk (D, s, t, ¢) so gilt

S f(s,v)= D f(v,s)= > f(v,)— D (L)

(s,v)EE (v,s)€eE (v,t)eE (t,v)€EE

Thomas Pajor — Ubungen zu Algorithmentechnik im WS 09/10 17. Dezember 2009



I Wiederholung: Fliisse A\‘(IT

Fluss an Quelle/Senke (vgl. Lemma 4.2)

Ist f ein Fluss in einem Netzwerk (D, s, t, ¢) so gilt

S f(s,v)= D f(v,s)= > f(v,)— D (L)

(s,v)EE (v,s)€eE (v,t)eE (t,v)€EE

Wert des Flusses (vgl. Definition 4.3)

Der Ausdruck

= Y fsv)— > f(v,s)

(s,v)EE (v,s)€EE
heiBt Wert des Flusses f.
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I Aufgabe 1 T

Fliisse

Sei (D, s, t, c) ein Netzwerk, in dem es zu einigen Kanten (u, v) € E
auch Kanten (v, u) € E gibt. Weiterhin sei ein maximaler Fluss
f: E — R{ gegeben.
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I Aufgabe 1 A\KIT

Fliisse

Sei (D, s, t, c) ein Netzwerk, in dem es zu einigen Kanten (u, v) € E
auch Kanten (v, u) € E gibt. Weiterhin sei ein maximaler Fluss
f: E — R{ gegeben.

Zeigen Sie, dass man dieses Flussproblem auf ein Flussproblem auf dem
Netzwerk D’ = (V, E’) tberflhren kann, wobei gilt:

E’ ist maximale Teilmenge von E mit (u,v) € E' = (v,u) ¢ E’, so dass der
Wert des Maximalflusses nicht verandert wird.
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I Aufgabe 2 A\KIT

Fliisse mit Knotenkapazitiaten

Gegeben: Flussnetzwerk (D, s, t, ¢, v) mit Kantenkapazititen ¢ : E — R
und Knotenkapazitdten : V — R{.
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| Autgabe 2 ST
Fliisse mit Knotenkapazitiaten

Gegeben: Flussnetzwerk (D, s, t, ¢, v) mit Kantenkapazititen ¢ : E — R
und Knotenkapazitdten : V — R{.

Eine Abbildung f ist ein Fluss, wenn sie neben den bekannten Eigenschaften
fur alle v € V auch die folgende Knotenkapazitdtsbedingung erfullt:

> (v, w) < y(v) wenn v # t
(v,w)eE

> fu,v) < y(v) wenn v =t
(u,v)eE
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I Aufgabe 2 A\KIT

Fliisse mit Knotenkapazitiaten

Gegeben: Flussnetzwerk (D, s, t, ¢, v) mit Kantenkapazititen ¢ : E — R
und Knotenkapazitdten : V — R{.

Eine Abbildung f ist ein Fluss, wenn sie neben den bekannten Eigenschaften
fur alle v € V auch die folgende Knotenkapazitdtsbedingung erfullt:

> (v, w) < y(v) wenn v # t
(v,w)eE

> fu,v) < y(v) wenn v =t
(u,v)eE

Zeigen Sie, dass die Bestimmung eines maximalen Flusses in einem
Netzwerk mit Kanten- und Knotenkapazitaten auf ein maximales
Flussproblem in einem normalen (d. h. ohne Knotenkapazitaten) Netzwerk
mit vergleichbarer GréBe zurtickgefuhrt werden kann.
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I Stromungen KIT

Gegeben: Einfacher, gerichteter Graph G = (V, E), Kantenkapazitaten
¢ : E — R§ und untere Schranken / : E — R{.

Fir alle Kanten (u, v) € E gelte auBerdem /(u, v) < c(u, v).
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I Stromungen KIT

Gegeben: Einfacher, gerichteter Graph G = (V, E), Kantenkapazitaten
¢ : E — R§ und untere Schranken / : E — R{.

Fir alle Kanten (u, v) € E gelte auBerdem /(u, v) < c(u, v).
Stréomung

Eine Funktion 3 : E — Ry heiBt Strémung, wenn die
Flusserhaltungsbedingung flr alle Knoten erfiillt ist, das heif3t

ST Buv)— > Bv,w) = firalle v € V.

(u,v)eE (v,w)eE
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I Stromungen KIT

Gegeben: Einfacher, gerichteter Graph G = (V, E), Kantenkapazitaten
¢ : E — R§ und untere Schranken / : E — R{.

Fir alle Kanten (u, v) € E gelte auBerdem /(u, v) < c(u, v).
Stréomung

Eine Funktion 3 : E — Ry heiBt Strémung, wenn die
Flusserhaltungsbedingung flr alle Knoten erfiillt ist, das heif3t

ST Buv)— > Bv,w) = firalle v € V.

(u,v)eE (v,w)eE

Zulassige Stromung

Eine Strdmung g heiBt zuldssig, wenn fir alle (u, v) € E gilt, dass
I(u,v) < B(u,v) < c(u, V).
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I Aufgabe 3 T

Karlsruhe Institute of Technology

Gegeben: Netzwerk (G, /, ¢) gemaB letzter Folie.

Thomas Pajor — Ubungen zu Algorithmentechnik im WS 09/10 17. Dezember 2009



I Aufgabe 3 A\KIT

Gegeben: Netzwerk (G, /, ¢) gemaB letzter Folie.

Ziel: Algorithmus, der entscheidet ob in (G, /, ¢) eine zulassige Stromung 3
existiert.
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I Aufgabe 3 A\KIT

Gegeben: Netzwerk (G, /, ¢) gemaB letzter Folie.

Ziel: Algorithmus, der entscheidet ob in (G, /, ¢) eine zulassige Stromung 3
existiert.

Reduktion auf ein Flussnetzwerk

Konstruiere Graph G' = (V’, E’) mit Knoten V' = V U {s, t} und Kanten
E'=EU{(s,v)|veVIu{(v,t)|ve V]
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I Aufgabe 3 A\KIT

Gegeben: Netzwerk (G, /, ¢) gemaB letzter Folie.

Ziel: Algorithmus, der entscheidet ob in (G, /, ¢) eine zulassige Stromung 3
existiert.

Reduktion auf ein Flussnetzwerk

Konstruiere Graph G' = (V’, E’) mit Knoten V' = V U {s, t} und Kanten
E'=EU{(s,v)|veVIu{(v,t)|ve V]

Fur die Kapazitaten ¢’ : E' — Ry gilt:

c'(u,v) = c(u,v) — I(u,v) fur alle (u,v) € E
c(s,v):= > Iuv) firalle ve V  (Mindestzufluss)
(u,v)eE
= > Ilv,w) firalle ve V. (Mindestabfluss)
(v,w)eE
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| Aufgabe 3 ST

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

Aufgabe
(a) Konstruieren Sie zu folgendem Graphen G den Graphen G'.

(3.5)

(6,7)
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| Aufgabe 3 ST

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

Aufgabe
(a) Konstruieren Sie zu folgendem Graphen G den Graphen G'.
(b) Zeigen Sie: Ist f : E — R} eine beliebige Funktion, dann gilt fiir
f': E' — R} mit
f'(u,v) :== f(u,v) — I(u,v) fur alle (u,v) € E (1)
f'(u,v) :==c'(u,v) furalle (u,v) € E'\ E 2)

fir jeden Knoten v € V, dass

Yo fvw)= > f(v,w)

(v,w)eE’ (v,w)eE
und
o fuv)= Y f(u,v).
(u,v)eE’ (u,v)eE
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I Aufgabe 3 A\KIT

Aufgabe

(c) Zeigen Sie: In G existiert genau dann eine bezlglich / und ¢ zulassige
Strémung 3, wenn in G’ der maximale s-t-Fluss f den Wert

wif)= > I(u,v)

(u,v)EE

besitzt.
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I Aufgabe 3 A\KIT

Aufgabe

(c) Zeigen Sie: In G existiert genau dann eine bezlglich / und ¢ zulassige
Strémung 3, wenn in G’ der maximale s-t-Fluss f den Wert

wif)= > I(u,v)
(u,v)eE

besitzt.

(d) Bestimmen Sie eine zulassige Strémung in dem Graphen aus
Aufgabe (a).

Berechnen Sie dazu einen maximalen Fluss in G’ den Sie in Aufgabe (a)
erhalten haben mit dem Algorithmus von Goldberg & Tarjan.
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I Aufgabe 3d: Lésung (T

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Ausgangssituation:

3)
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I Aufgabe 3d: Lésung (T

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Ausgangssituation:

Schritt 1: RELABEL(S), PUSH(s,v) mit A =c/(s,v) firallev e V
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I Aufgabe 3d: Lésung (T

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Situation nach Schritt 1:

3(3)

Schritt 1: RELABEL(S), PUSH(s,v) mit A = ¢/(s,v) firallev e V
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I Aufgabe 3d: Lésung (T

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Situation nach Schritt 1:

3(3)

Schritt 2: RELABEL(&), PUSH(a, b) mit A = 2, PUSH(a, ¢) mit A = 4.
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I Aufgabe 3d: Lésung (T

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Situation nach Schritt 2:

Schritt 2: RELABEL(&), PUSH(a, b) mit A = 2, PUSH(a, ¢) mit A = 4.

Thomas Pajor — Ubungen zu Algorithmentechnik im WS 09/10 17. Dezember 2009



I Aufgabe 3d: Lésung (T

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Situation nach Schritt 2:

Schritt 3: RELABEL(b), PUSH(b, ) mit A = 2, PUSH(b, ¢) mit A = 3.
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I Aufgabe 3d: Lésung (T

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Situation nach Schritt 3:

Schritt 3: RELABEL(b), PUSH(b, ) mit A = 2, PUSH(b, ¢) mit A = 3.
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I Aufgabe 3d: Lésung (T

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Situation nach Schritt 3:

Schritt 4: RELABEL(c), PUsH(c, f) mit A =5, PUSH(c, d) mit A = 4.
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I Aufgabe 3d: Lésung (T

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Situation nach Schritt 4:

4(4) 5(5)

(6)

Schritt 4: RELABEL(c), PUsH(c, f) mit A =5, PUSH(c, d) mit A = 4.
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I Aufgabe 3d: Lésung (T

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Situation nach Schritt 4:

4(4) 5(5)

(6)

Schritt 5: RELABEL(d), PUSH(d, t) mit A = 6, PUSH(d, &) mit A = 1.
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I Aufgabe 3d: Lésung (T

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

Situation nach Schritt 5:

4(4) 5(5)

6(6)

Schritt 5: RELABEL(d), PUSH(d, t) mit A = 6, PUSH(d, &) mit A = 1.
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I Aufgabe 3d: Lésung (T

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Situation nach Schritt 5:

4(4) 5(5)

6(6)

Schritt 6: RELABEL(d), PUSH(d, ¢) mit A = 2.
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I Aufgabe 3d: Lésung (T

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Situation nach Schritt 6:

2(4) 5(5)

6(6)

Schritt 6: RELABEL(d), PUSH(d, ¢) mit A = 2.
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I Aufgabe 3d: Lésung (T

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Situation nach Schritt 6:

2(4) 5(5)

6(6)

Schritt 7: RELABEL(c), PUSH(c, @) mit A = 4, PUSH(c, b) mit A = 2.

Thomas Pajor — Ubungen zu Algorithmentechnik im WS 09/10 17. Dezember 2009



I Aufgabe 3d: Lésung (T

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Situation nach Schritt 7:

2(4) 5(5)

6(6)

Schritt 7: RELABEL(c), PUSH(c, @) mit A = 4, PUSH(c, b) mit A = 2.
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I Aufgabe 3d: Lésung (T

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Situation nach Schritt 7:

2(4) 5(5)

6(6)

Schritt 8: RELABEL(b), PUSH(b, &) mit A = 2.
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I Aufgabe 3d: Lésung (T

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Situation nach Schritt 8:

2(2)

2(4) 5(5)

6(6)

Schritt 8: RELABEL(b), PUSH(b, &) mit A = 2.
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I Aufgabe 3d: Lésung (T

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Situation nach Schritt 8:

2(2)

2(4) 5(5)

6(6)

Schritt 9: PUSH(a, t) mit A = 7.
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I Aufgabe 3d: Lésung AT

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

Endsituation:

2(4) 5(5)

6(6)

Schritt 9: PusH(a, ) mit A =7.
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I Aufgabe 3d: Lésung AT

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

Endsituation:

2(4) 5(5)

6(6)

Esist w(f) =20=3_ I(u, v) = 3 zulassige Strdmung S in G.

u,v)eEE
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I Aufgabe 3d: Lésung (T

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Mit 5(u, v) := f(u, v) + I(u, v) fur alle (u, v) € E erhélt man die
zulassige Stromung 3 wie folgt:

3(3)
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