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Kreuzende Schnitte - Problem 1 .3 AT

(Schnitte in Graphen)

Zwei Schnitte (S, V \ S)und (T, V \ T) in einem (ungerichteten) Graphen G = (V, E) kreuzen sich, wenn keine
der Mengen
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Sei E— Ffar eine Kantengewichtsfunktion auf G.
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Kreuzende Schnitte - Problem 1 .3 AT

(Schnitte in Graphen)

Karkruher Insttut far Technologie

Zwei Schnitte (S, V \ S)und (T, V \ T) in einem (ungerichteten) Graphen G = (V, E) kreuzen sich, wenn keine

der Mengen
A=8nNT,
B:=S\T,
C:=T\S,
D:=V\(SuT)
leer ist.

Seic: E — Ffar eine Kantengewichtsfunktion auf G.
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Kreuzende Schnitte - Problem 1 .3 AT

Karkruher Insttut far Technologie

(Schnitte in Graphen)

Zwei Schnitte (S, V \ S)und (T, V \ T) in einem (ungerichteten) Graphen G = (V, E) kreuzen sich, wenn keine

der Mengen
A=8nNnT,
B:=S\T,
C:=T\S, A C T
=V\(SuUT)
leer ist.
Seic: E — Ffar eine Kantengewichtsfunktion auf G.
B D
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(a) Seien (S, V' \ S)und (T, V \ T) zwei sich kreuzende s-t-Schnitte mit s € Sundt € T.
Zeigen Sie: Es gilt s € Bund t € C.

Beweis an der Tafel...
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Kreuzende Schnitte - Problem 1 .3 AT

Karkruher Insttut far Technologie

(Schnitte in Graphen)

Zwei Schnitte (S, V \ S)und (T, V \ T) in einem (ungerichteten) Graphen G = (V, E) kreuzen sich, wenn keine

der Mengen
A=8nNnT,
B:=S\T,
C:=T\S, A C T
D:=V\(SuT)
leer ist.
Seic: E — Ffar eine Kantengewichtsfunktion auf G.
B D
[——
S

(a) Seien (S, V' \ S)und (T, V \ T) zwei sich kreuzende s-t-Schnitte mit s € Sundt € T.
Zeigen Sie: Es gilt s € Bund t € C.

Beweis an der Tafel...

(b) Seien (S, V' \ S)und (T, V \ T) zwei sich kreuzende minimale s-t-Schnitte mit s € Sundt € T.
Zeigen Sie: (B, V \ B) und (C, V \ C) sind zwei kreuzungsfreie minimale s-t-Schnitte.

Beweis an der Tafel...
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Goldberg u. Tarjan - Problem 2 .z AT

Karkruher Insttut far Technologie

(Maximale Fliisse)

Die Grundidee des Algorithmus von Goldberg und Tarjan basiert auf Préfllissen und PusH- und

RELABEL-Operationen. Algorithmen, die dieses Grundkonzept nutzen, nennt man daher auch Preflow-Push- oder
Push-Relabel-Algorithmen.
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Goldberg u. Tarjan - Problem 2 .z AT

Karkruher Insttut far Technologie

(Maximale Fliisse)

Die Grundidee des Algorithmus von Goldberg und Tarjan basiert auf Préfllissen und PusH- und

RELABEL-Operationen. Algorithmen, die dieses Grundkonzept nutzen, nennt man daher auch Preflow-Push- oder
Push-Relabel-Algorithmen.

Gegeben sei nun ein Flussnetzwerk (D; s, t; ¢) bzw. dessen Erweiterung (D’; s.t; ¢’) und ein darin mit einem
Push-Relabel-Algorithmus berechneter maximaler Fluss (d.h. die Abbildungen f, r¢, e und dist stehen bezlglich des
fertig berechneten Flusses zur Verfligung).
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Goldberg u. Tarjan - Problem 2 .z ST

Karkruher Insttut far Technologie

(Maximale Fliisse)

Die Grundidee des Algorithmus von Goldberg und Tarjan basiert auf Préfllissen und PusH- und
RELABEL-Operationen. Algorithmen, die dieses Grundkonzept nutzen, nennt man daher auch Preflow-Push- oder
Push-Relabel-Algorithmen.

Gegeben sei nun ein Flussnetzwerk (D; s, t; ¢) bzw. dessen Erweiterung (D’; s.t; ¢’) und ein darin mit einem
Push-Relabel-Algorithmus berechneter maximaler Fluss (d.h. die Abbildungen f, r¢, e und dist stehen bezlglich des
fertig berechneten Flusses zur Verfligung).

Entwickeln Sie einen méglichst schnellen Algorithmus um die Knotenpartition eines zugehdrigen minimalen

s-t-Schnitts (S, T) zu berechnen. Geben Sie lhren Algorithmus in Pseudocode an. Begiinden Sie die Laufzeit und
die Korrektheit Ihres Algorithmus (Hinweis: Es gibt einen Algorithmus in O(| V|)).
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Goldberg u. Tarjan - Problem 2 .z AT

Karkruher Insttut far Technologie

(Maximale Fliisse)

Gegeben sei nun ein Flussnetzwerk (D; s, t; ¢) bzw. dessen Erweiterung (D’; s.t; ¢’) und ein darin mit einem
Push-Relabel-Algorithmus berechneter maximaler Fluss (d.h. die Abbildungen f, r¢, e und dist stehen bezlglich des
fertig berechneten Flusses zur Verfliigung).

Entwickeln Sie einen méglichst schnellen Algorithmus um die Knotenpartition eines zugehdrigen minimalen

s-t-Schnitts (S, T) zu berechnen. Geben Sie lhren Algorithmus in Pseudocode an. Begiinden Sie die Laufzeit und
die Korrektheit lhres Algorithmus (Hinweis: Es gibt einen Algorithmus in O(| V])).

Grundlage: Dualitat von maximalen Flissen und minimalen
Schnitten (in Flussnetzwerken)
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Goldberg u. Tarjan - Problem 2 .4 AT

(Maximale Fliisse)

Gegeben sei nun ein Flussnetzwerk (D; s, t; ¢) bzw. dessen Erweiterung (D’; s.t; ¢’) und ein darin mit einem
Push-Relabel-Algorithmus berechneter maximaler Fluss (d.h. die Abbildungen f, r¢, e und dist stehen bezlglich des
fertig berechneten Flusses zur Verfliigung).

Entwickeln Sie einen méglichst schnellen Algorithmus um die Knotenpartition eines zugehdrigen minimalen

s-t-Schnitts (S, T) zu berechnen. Geben Sie lhren Algorithmus in Pseudocode an. Begiinden Sie die Laufzeit und
die Korrektheit lhres Algorithmus (Hinweis: Es gibt einen Algorithmus in O(| V])).

Grundlage: Dualitat von maximalen Flissen und minimalen
Schnitten (in Flussnetzwerken)

Definition (gerichteter minimaler s-t-Schnitt)

Ein (gerichteter) minimaler s-t-Schnitt in einem Flussnetzwerk ist

eine Partition (S, T) der Knotenmenge mits € Sund t € T, so

dass das summierte (gerichtete) Kantengewicht

c(S, T)= ZUE$ ¢(u, v) minimal ist unter all solchen Partitionen.
ve
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Goldberg u. Tarjan - Problem 2 .4 AT

(Maximale Fliisse)

Gegeben sei nun ein Flussnetzwerk (D; s, t; ¢) bzw. dessen Erweiterung (D’; s.t; ¢’) und ein darin mit einem
Push-Relabel-Algorithmus berechneter maximaler Fluss (d.h. die Abbildungen f, r¢, e und dist stehen bezlglich des
fertig berechneten Flusses zur Verfliigung).

Entwickeln Sie einen méglichst schnellen Algorithmus um die Knotenpartition eines zugehdrigen minimalen

s-t-Schnitts (S, T) zu berechnen. Geben Sie lhren Algorithmus in Pseudocode an. Begiinden Sie die Laufzeit und
die Korrektheit lhres Algorithmus (Hinweis: Es gibt einen Algorithmus in O(| V])).

Grundlage: Dualitat von maximalen Flissen und minimalen
Schnitten (in Flussnetzwerken)

Definition (gerichteter minimaler s-t-Schnitt)

Ein (gerichteter) minimaler s-t-Schnitt in einem Flussnetzwerk ist

eine Partition (S, T) der Knotenmenge mits € Sund t € T, so

dass das summierte (gerichtete) Kantengewicht

c(S, T)= Zue§ ¢(u, v) minimal ist unter all solchen Partitionen.
ve

= (S, T) ist eine Art richtungsbezogene Engstelle/Engpass
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Goldberg u. Tarjan - Problem 2 .z AT

Karkruher Insttut far Technologie

(Maximale Fliisse)

Gegeben sei nun ein Flussnetzwerk (D; s, t; ¢) bzw. dessen Erweiterung (D’; s.t; ¢’) und ein darin mit einem

Push-Relabel-Algorithmus berechneter maximaler Fluss (d.h. die Abbildungen f, r¢, e und dist stehen bezlglich des
fertig berechneten Flusses zur Verfliigung).

Entwickeln Sie einen méglichst schnellen Algorithmus um die Knotenpartition eines zugehdrigen minimalen
s-t-Schnitts (S, T) zu berechnen. Geben Sie lhren Algorithmus in Pseudocode an. Begiinden Sie die Laufzeit und
die Korrektheit lhres Algorithmus (Hinweis: Es gibt einen Algorithmus in O(| V])).

Was tut Preflow-Push-Algorithmus (extrem vereinfacht)?
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Goldberg u. Tarjan - Problem 2 .z AT

Karkruher Insttut far Technologie

(Maximale Fliisse)

Gegeben sei nun ein Flussnetzwerk (D; s, t; ¢) bzw. dessen Erweiterung (D’; s.t; ¢’) und ein darin mit einem

Push-Relabel-Algorithmus berechneter maximaler Fluss (d.h. die Abbildungen f, r¢, e und dist stehen bezlglich des
fertig berechneten Flusses zur Verfliigung).

Entwickeln Sie einen méglichst schnellen Algorithmus um die Knotenpartition eines zugehdrigen minimalen
s-t-Schnitts (S, T) zu berechnen. Geben Sie lhren Algorithmus in Pseudocode an. Begiinden Sie die Laufzeit und
die Korrektheit lhres Algorithmus (Hinweis: Es gibt einen Algorithmus in O(| V])).

Was tut Preflow-Push-Algorithmus (extrem vereinfacht)?
a speist maximal mégliche Menge an “Fluss” bei s ein
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Goldberg u. Tarjan - Problem 2 .4 AT

(Maximale Fliisse)

Gegeben sei nun ein Flussnetzwerk (D; s, t; ¢) bzw. dessen Erweiterung (D’; s.t; ¢’) und ein darin mit einem
Push-Relabel-Algorithmus berechneter maximaler Fluss (d.h. die Abbildungen f, r¢, e und dist stehen bezlglich des
fertig berechneten Flusses zur Verfliigung).

Entwickeln Sie einen méglichst schnellen Algorithmus um die Knotenpartition eines zugehdrigen minimalen
s-t-Schnitts (S, T) zu berechnen. Geben Sie lhren Algorithmus in Pseudocode an. Begiinden Sie die Laufzeit und
die Korrektheit lhres Algorithmus (Hinweis: Es gibt einen Algorithmus in O(| V])).

Was tut Preflow-Push-Algorithmus (extrem vereinfacht)?
a speist maximal mégliche Menge an “Fluss” bei s ein

a Fluss flieBt Richtung t (PUSH), was nicht durch engste
Stelle passt flieBt zurtick zu s (RELABEL)

= Kanten an engster Stelle sind saturiert!
= Jeder Schnitt durch saturierte Kanten ist minimal.

03. Dezember 2009 2/4



Goldberg u. Tarjan - Problem 2 .4 AT

(Maximale Fliisse)

Gegeben sei nun ein Flussnetzwerk (D; s, t; ¢) bzw. dessen Erweiterung (D’; s.t; ¢’) und ein darin mit einem
Push-Relabel-Algorithmus berechneter maximaler Fluss (d.h. die Abbildungen f, r¢, e und dist stehen bezlglich des
fertig berechneten Flusses zur Verfliigung).

Entwickeln Sie einen méglichst schnellen Algorithmus um die Knotenpartition eines zugehdrigen minimalen

s-t-Schnitts (S, T) zu berechnen. Geben Sie lhren Algorithmus in Pseudocode an. Begiinden Sie die Laufzeit und
die Korrektheit lhres Algorithmus (Hinweis: Es gibt einen Algorithmus in O(| V])).

Algo-ldee: Nutze Eigenschaft der Abbildung
dist : V — Ny U {o0}.

= Behauptung: Es gibt einen Wert d € No mit 0 < d < |V|
und dist(v) #d Vv e V.

(Beweis an der Tafel...)

w Behauptung: Die Partition (S, T) mit A
S:={ueV|dist(u)y>d}und T :={ve V]|dist(v) <d}
induziert minimalen s-t-Schnitt.

(Beweis an der Tafel...)
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Goldberg u. Tarjan - Problem 2 .4 AT

(Maximale Fliisse)

Algorithmus 1 : GETPARTITION

Eingabe : Knotenmenge V des Netzwerks, Abbildung dist

Ausgabe : Partition (S, T) eines minimalen s-t-Schnitts

All,...,|V|—1] < FALSE // initialisiere Array der
// |V| =1 mbglichen Werte fiir d

-

2 S—{s}, T —{t}

3 fiir alle Knoten v € V \ {s, t} tue /7 O(IV1)
4 | Aldist(v)] < TRUE

5 Suche Index d mit A[d] = FALSE // OUVB
6 fiir alle Knotenv € V'\ {s, t} tue /7 OlV
7 if dist(v) > d then

8 | S—Su{v} /7 0(1)
9 else
10 | T—Tu{v} // 0(1)

11 Return (S, T)
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Gomory-Hu-Biaume - Problem 3 wu.o IT

(Schnitte in Graphen)

Gegeben sei ein ungerichteter, nicht-negativ gewichteter, zusammenhéngender Graph G = (V, E). Einzu G

gehdriger Gomory-Hu-Baum ist ein ungerichteter, nicht-negativ gewichteter, zusammenhangender Baum T(G) iber

der Knotenmenge V so, dass gilt:
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Gomory-Hu-Baume - Problem 3 .5 AT

(Schnitte in Graphen)

Gegeben sei ein ungerichteter, nicht-negativ gewichteter, zusammenhéngender Graph G = (V, E). Einzu G

gehdriger Gomory-Hu-Baum ist ein ungerichteter, nicht-negativ gewichteter, zusammenhangender Baum T(G) tiber
der Knotenmenge V so, dass gilt:

m jede Kante {u, v} in T(G) induziert einen minimalen u-v-Schnitt in G, indem T(G) beim Entfernen von
{u, v} in zwei Teilbdume zerfallt, deren Knotenmengen gerade die beiden Seiten des Schnitts darstellen.
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Gomory-Hu-Baume - Problem 3 .5 AT

Karkruher Insttut far Technologie

(Schnitte in Graphen)

Gegeben sei ein ungerichteter, nicht-negativ gewichteter, zusammenhéngender Graph G = (V, E). Einzu G
gehdriger Gomory-Hu-Baum ist ein ungerichteter, nicht-negativ gewichteter, zusammenhangender Baum T(G) tiber
der Knotenmenge V so, dass gilt:

m jede Kante {u, v} in T(G) induziert einen minimalen u-v-Schnitt in G, indem T(G) beim Entfernen von
{u, v} in zwei Teilbdume zerfallt, deren Knotenmengen gerade die beiden Seiten des Schnitts darstellen.

u das Gewicht einer Kante {u, v} in T(G) entspricht dem Gewicht des durch {u, v} induzierten minimalen
u-v-Schnitts in G.
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Gomory-Hu-Baume - Problem 3 .5 ST

Karkruher Insttut far Technologie

(Schnitte in Graphen)

Gegeben sei ein ungerichteter, nicht-negativ gewichteter, zusammenhéngender Graph G = (V, E). Einzu G

gehdriger Gomory-Hu-Baum ist ein ungerichteter, nicht-negativ gewichteter, zusammenhangender Baum T(G) tiber
der Knotenmenge V so, dass gilt:

m jede Kante {u, v} in T(G) induziert einen minimalen u-v-Schnitt in G, indem T(G) beim Entfernen von
{u, v} in zwei Teilbdume zerfallt, deren Knotenmengen gerade die beiden Seiten des Schnitts darstellen.

u das Gewicht einer Kante {u, v} in T(G) entspricht dem Gewicht des durch {u, v} induzierten minimalen
u-v-Schnitts in G.

Zeigen Sie: Fir zwei beliebige Knoten s, t € V induziert eine auf dem s-t-Pfad in T(G) minimal gewichtete Kante
einen minimalen s-t-Schnitt in G.

Beweis an der Tafel...
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Stoer & Wagner - Problem 4 .. AT

(Schnitte in Graphen)

Wenden Sie auf den unten abgebildeten Graphen (Kantengewichte in Klammern) den Algorithmus von
Stoer & Wagner an. Geben Sie nach jeder Phase die Knoten s und ¢, den Schnitt der Phase und dessen Gewicht an
und zeichnen Sie den nach dem Verschmelzen resultierenden Graphen (mit Kantengewichten). Verwenden Sie in

Phase i den Knoten als Startknoten, der Knoten i des Originalgraphen enthélt. Geben Sie zum Schluss den
minimalen Schnitt S,;, an.
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Stoer & Wagner - Problem 4 .. AT

(Schnitte in Graphen)

Wenden Sie auf den unten abgebildeten Graphen (Kantengewichte in Klammern) den Algorithmus von
Stoer & Wagner an. Geben Sie nach jeder Phase die Knoten s und ¢, den Schnitt der Phase und dessen Gewicht an
und zeichnen Sie den nach dem Verschmelzen resultierenden Graphen (mit Kantengewichten). Verwenden Sie in

Phase i den Knoten als Startknoten, der Knoten i des Originalgraphen enthélt. Geben Sie zum Schluss den
minimalen Schnitt S,;, an.
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Stoer & Wagner - Problem 4 .. AT

(Schnitte in Graphen)

Wenden Sie auf den unten abgebildeten Graphen (Kantengewichte in Klammern) den Algorithmus von
Stoer & Wagner an. Geben Sie nach jeder Phase die Knoten s und ¢, den Schnitt der Phase und dessen Gewicht an
und zeichnen Sie den nach dem Verschmelzen resultierenden Graphen (mit Kantengewichten). Verwenden Sie in

Phase i den Knoten als Startknoten, der Knoten i des Originalgraphen enthélt. Geben Sie zum Schluss den
minimalen Schnitt S,;, an.

(2)

S1=1,2,54,5=4,t=3
Schnitt der Phase 1:  ¢({1,2,4,5},3) = 4.
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Stoer & Wagner - Problem 4 .. AT

(Schnitte in Graphen)

Wenden Sie auf den unten abgebildeten Graphen (Kantengewichte in Klammern) den Algorithmus von
Stoer & Wagner an. Geben Sie nach jeder Phase die Knoten s und ¢, den Schnitt der Phase und dessen Gewicht an
und zeichnen Sie den nach dem Verschmelzen resultierenden Graphen (mit Kantengewichten). Verwenden Sie in

Phase i den Knoten als Startknoten, der Knoten i des Originalgraphen enthélt. Geben Sie zum Schluss den
minimalen Schnitt S,;, an.

S> =2,5,{3,4},s={3,4},t=1
Schnitt der Phase 2:  ¢({2,{3,4},5},1) = 4.
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Stoer & Wagner - Problem 4 .. AT

(Schnitte in Graphen)

Wenden Sie auf den unten abgebildeten Graphen (Kantengewichte in Klammern) den Algorithmus von

Stoer & Wagner an. Geben Sie nach jeder Phase die Knoten s und ¢, den Schnitt der Phase und dessen Gewicht an
und zeichnen Sie den nach dem Verschmelzen resultierenden Graphen (mit Kantengewichten). Verwenden Sie in
Phase i den Knoten als Startknoten, der Knoten i des Originalgraphen enthélt. Geben Sie zum Schluss den

minimalen Schnitt S,;, an.
9 (3)
@y Y

S3={1,3,4},2,s=2,t=5
Schnitt der Phase 3:  ¢({{1,3,4},2},5) = 4.
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Stoer & Wagner - Problem 4 .. AT

(Schnitte in Graphen)

Wenden Sie auf den unten abgebildeten Graphen (Kantengewichte in Klammern) den Algorithmus von

Stoer & Wagner an. Geben Sie nach jeder Phase die Knoten s und ¢, den Schnitt der Phase und dessen Gewicht an
und zeichnen Sie den nach dem Verschmelzen resultierenden Graphen (mit Kantengewichten). Verwenden Sie in
Phase i den Knoten als Startknoten, der Knoten i des Originalgraphen enthélt. Geben Sie zum Schluss den

minimalen Schnitt S,;, an.
(7)

Sy ={1,3,4},s={1,3,4},t={2,5}
Schnitt der Phase 4:  ¢({{1,3,4},{2,5}) =7.
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Stoer & Wagner - Problem 4 (s

(Schnitte in Graphen)

Karr

CIT

Wenden Sie auf den unten abgebildeten Graphen (Kantengewichte in Klammern) den Algorithmus von

Stoer & Wagner an. Geben Sie nach jeder Phase die Knoten s und ¢, den Schnitt der Phase und dessen Gewicht an
und zeichnen Sie den nach dem Verschmelzen resultierenden Graphen (mit Kantengewichten). Verwenden Sie in
Phase i den Knoten als Startknoten, der Knoten i des Originalgraphen enthélt. Geben Sie zum Schluss den

minimalen Schnitt S,;, an.
(7)

Ein minimaler Schnitt S,;, ist der Schnitt der Phase 1:
c(Smin) = ¢({1,2,4,5},3) = 4.
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Stoer & Wagner - Problem 4 .. AT

(Schnitte in Graphen)

Wenden Sie auf den unten abgebildeten Graphen (Kantengewichte in Klammern) den Algorithmus von
Stoer & Wagner an. Geben Sie nach jeder Phase die Knoten s und ¢, den Schnitt der Phase und dessen Gewicht an
und zeichnen Sie den nach dem Verschmelzen resultierenden Graphen (mit Kantengewichten). Verwenden Sie in

Phase i den Knoten als Startknoten, der Knoten i des Originalgraphen enthélt. Geben Sie zum Schluss den
minimalen Schnitt S,;, an.

Liefert der Algorithmus von Stoer & Wagner auch fiir negative Kantengewichte einen global minimalen, nichttrivialen
Schnitt? Begriinden Sie lhre Antwort.

Gegenbeispiel an der Tafel...
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