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Vorlesung Algorithmentechnik im WS 09/10

Problem 1: Minimale Schnittbasis — Approximationsalgos relativer Giitegarantie va. xap. 7.1)

Der Kantenraum & eines ungerichteten, zusammenhéngenden Graphen G = (V, E) sei der Vek-
torraum aller Teilmengen der Kantenmenge FE von G iiber dem Korper GF'(2) mit symmetrischer
Differenz als Vektoraddition. Desweiteren sei ein Schnitt im Graphen G definiert durch die Menge
D C FE der Kanten, welche diesen Schnitt kreuzen. Die Menge C* aller Schnitte von G (inklu-
sive dem leeren Schnitt) ist ein Untervekrorraum von &£ (ohne Beweis). Die Kosten einer Basis
B = {by,...,bg} von C* seien definiert als ¢(B) := Zle ¢(b;) mit ¢(b;) Anzahl der Kanten, die
Schnitt b; kreuzen.

(a) Formulieren Sie die Partitionendarstellung des Schnitts s3 := s; @ s2 (mit s1,s9 € C*, 51 :=
(S,V\S),s2 :=(T,V\T)) in Abhéingigkeit der Schnittseiten S und 7.

Lésung.

Die symmetrische Differenz ergibt fiir s3 := s1 @ s = (s1 U s2) \ (51 N s2) Nach Definition
umfasst die Kantenmenge s; alle Kanten, die genau ein Ende in S haben, die Kantenmenge
so beinhaltet jene Kanten mit genau einem Ende in 7. Das heifit, s; N so ist die Menge der
Kanten, die genau ein Ende in S und ein Ende in 7" haben. Fiir jede Kante e = {u, v} € s1Nsy
gilt also oBdA: u e B:=S\T,veC:=T\Soderuec A:=SNT,veD:=V\(SNT).
All diese Kanten sind nicht mehr in s3 enthalten, B, C und A, D liegen damit jeweils auf
einer gemeinsamen Schnittseite von s3. Die iibrigen Kanten aus s; U so bleiben erhalten
und somit bilden A und D die gegeniiberliegende Schnittseite von B U C. Insgesamt gilt:
s3=(BUC,AUD)=((S\T)U(T\S),(SNT)u(V\TNV\S)).
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(b) Zeigen Sie: Fiir je zwei Knoten u,v € V und jede Basis B von C* gilt, dass mindestens ein
Schnitt aus B die Konten u und v trennt.

Losung.

Betrachte den Schnitt ({u},V \ {u}). Dieser Schnitt trennt v und v und ist in C*, muss
somit also als Linearkombination bzgl. jeder Basis B von C* darstellbar sein. Annahme: In
B = {by,...,bq} gibt es keinen Schnitt b;, der v und v trennt. Dann kann ({u}, V'\ {u}) bzgl.
B nicht linear kombiniert werden, da die symmetrische Differenz zweier Schnitte s; und ss,
die beide v und v nicht teilen, ebenfalls u und v nicht teilt (was zu zeigen ist). Seien s1, s9, S3



definiert wie in (a), wobei s1, s2 die Knoten u, v nicht trennen, das heift, {u, v} ist Teilmenge
eines der Quadranten A, B, C' oder D. Mit (a) folgt dann sofort, dass s3 ebenfalls u, v nicht
trennt.

(c) Zeigen Sie: Untenstehender Algorithmus ist ein polynomieller, relativer 2-
Approximationsalgorithmus fiir das Optimierungsproblem MIN-SCHNITT-BASIS, welches
eine minimal gewichtete Basis von C* sucht. (Hinweis: Setzen Sie voraus, dass die Ausgabe
B’ tatséchlich eine Basis von C* ist).

Algorithmus 1 : APPROX-MIN-SCHNITT-BASIS
Eingabe : Graph G = (V, E)
Ausgabe : Basis B’ des Schnittraumes C* von G
Wiéhle einen Knoten v € V
B 0
forall v/ € V' \ {v} do
by — {e € E|e inzident zu v’}

L B+~ B'U {bvl}

Return B’
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LGsung.

Die Basis B’, die der oben angegebene Algorithmus berechnet, enthilt pro Knoten v' den Schnitt
by = ({v'}, V\ {v'}), der v/ von allen anderen Knoten trennt. Die Dimension des Schnittraumes ist
also |V| — 1. Jede Kante e = {u, w} kreuzt in B’ genau die beiden Schnitte b, und by, trégt also
zum Gesmatgewicht der Basis B’ genau den Wert 2 bei.

Sei B eine minimal gewichtete Basis von C*. So gilt ¢(B) < ¢(B’). Auflerdem kreuzt jede Kante
e = {u, w} mindestens einen Schnitt in B, da nach (b) mindestens ein Schnitt in B die Knoten u, w
trennt. Jede Kante triagt also zum Gesamtgewicht von B mindestens den Wert 1 bei. Damit gilt:
A(Z) = ¢(B') < 2¢(B) = 20PT(Z). Die Laufzeit ist offensichtlich in O(2|E|).

PI‘Oblem 2: APPROX—SUBSET—SUM - FPAS [vgl. Kapitel 7.2 im Skript]

Das Optimierungs-SUBSET-SUM-Problem sucht zu einer Menge S := {z1,...,2,} C N und einem
Wert t € N eine Teilmenge M C S, so dass die Summe z aller Elemente in M maximal, aber nicht
grofer als t, ist. Der folgende Algorithmus gibt abhéngig von € einen Wert 2z’ < t einer Teilmengen-
summe aus. Zeigen Sie: Dieser Algorithmus ist ein FPAS fiir den Wert z einer optimalen Losung



von SUBSET-SUM (Bemerkung: Ohne Zeile 5 liefert der Algorithmus einen optimalen Wert z).

Algorithmus 2 : APPROX-SUBSET-SUM(S, t, €)

Ausgabe : Teilmengensumme 2’
n «— |S|
Lo < (0)
fori=1,...,ndo
L; «— MERGE-L1STS(L;—1, Li—1 + ;) // addiert z; zu jedem Element
// MERGE vereinigt Listen unter
// Erhaltung der aufsteigenden Sortierung

N

L; — TrM(L;,€/2n)
Entferne alle Elemente grofler ¢ aus L;

[=J

Return grotes (letztes) Element 2’ in Ly,

~

Algorithmus 3 : TRIM(L := (Y1 ...,Ym),0)
Ausgabe : verkiirzte Liste L’
L' — (y1)
last «— y1
fori=2,...,mdo
if y; > last - (1 + ) then

W N =

// yi; > last, da L sortiert
Fiige y; an L' an
last «— y;

[=2 I

7 Return L'

L6sung.

Ohne die Kiirzung in Zeile 5 berechnet APPROX-SUBSET-SUM in Liste L; iterativ die Summe jeder
Teilmenge aus P({z1,...,x;}), die nicht grosser als ¢ ist und soriert diese Werte aufsteigend (ohne
Beweis). Sei P; :={)_, cyym < t|M € P({z1,...,7:})}. Die gesuchte optimale Teilmengensumme
z ist in L,, als grosstes Element enthalten. Nach Konstruktion der L; gilt fiir jedes Element v € P;:

3y € P_1,s0dass y=4F+x mita e {0,z;} gilt. (1)

Mit der Kiirzung in Zeile 5 kann es passieren, dass Vorgéingerwerte, aus denen sich ohne Kiirzung
spiter (gemifi(1)) das optimale Element z entwickeln wiirde, geloscht werden. Die Frage ist nun,
wie weit man sich dadurch maximal vom optimalen Ergebnis entfernen kann. Betrachte also TRIM
genauer.

Fiir jedes Element ~y, das aus L; geloscht wird, kann das bis zur Loschung zuletzt in L eingefiigte
Element als Représentant r;(y) betrachtet werden, d.h. r;(v) € L} repriisentiert + in der gekiirzten
Liste. Falls v nicht geloscht wird sei r;(y) := ~y. Fiir alle v € L; (vor der Kiirzung) gilt dann:

Y
ri(7)

v <ri(y)-(146) und damit % <7ri(y) <7y und damit

r <1+8) @

Eigentlich wollen wir eine Aussage treffen iiber der Verhiltniss von z =: OPT(Z) und 2’ =: A(Z),
wobei z € P, und 2’ € L/, denn wir mochten ja ein Approximationsschema beweisen, d.h. £ <
(1+¢€). In (2) gilt zwar v € P;, allerdings ist v nur eingeschriankt aus L; C P; wihlbar. Fiir ¢ = 1
(d.h. L1 = P;) und r1(v) =: s gilt jedoch:

v < s < 7 gilt.

Vy e P 3se L d —
ve Pr3dse L] ,sodass 45 =



Fiir v € P entsteht wieder das Problem, dass Lo = P, aufgrund der eventuellen Kiirzung von Ly
nicht mehr gilt. Aber mit (1) gilt: 35 € Py, so dass v =4 + = mit = € {0, z;}. Damit folgt

Yy=44+x > s+zx

y
>
= 1+6+x
2 Zi? = ﬁ mit s +x € Ly (vor Kiirzung).

Mit (2) gilt: (s +x)/(140) <ra(s+ z) < s+ z und somit

y=9+x = s+ux
> ry(s+x)
> s+x
- 149
= ﬁ mit ro(s + x) € L (nach Kiirzung).

Induktiv (Induktionsschritt ¢ — ¢ + 1 analog zu 1 — 2) ergibt sich somit:

y

Vv € P; 3s € L, so dass 1+ 0)

< s <y gilt.

Mit i =n,vy=2z, 2 >s€ L], und 6 = ¢/2n folgt:

Um nun (14€/2n)" gegen (1+€) abzuschéitzen benutzen wir die Reihen-Entwicklung e* = Y"2° 2 /!
der Exponentialfunktion. Denn es ist

(+5)" = ()G

™

—
*
~
~

o

() mit (i) <1

Insgesamt ergibt sich damit

l\z\‘z\z

< 1+5+(5)2
(x+) 2 \2

< 1l+4e

(+%) mit e® < 14z + 22 fiir |#| <1 (bekannt aus der Analysis).



Nun soll aus dem bewiesenen Approximationsschema ein FPAS werden, d.h. wir miissen etwas
iiber die Laufzeit aussagen. Die Laufzeit von APPROX-SUBSET-SUM und TRIM ist polynomiell in
der Lénge der verarbeiteten Listen (und damit auch in der Eingabelinge > Listenlinge). Jede
neue Liste in Zeile 4 in APPROX-SUBSET-SUM ist maximal zweimal so lang wie die vorige Liste.
Untersuche also die Entwicklung der gekiirzten Listenldngen: Laut Zeile 4 in TRIM unterscheiden
sich zwei aufeinanderfolgende Elemente y; und y;y1 in einer gekiirzten Liste L) mindestens um
einen Faktor 1 + ¢. Nach der Loschung aller Elemente grofier ¢ in Zeile 6 (APPROX-SUBSET-SUM)
enthélt dann die gekiirzte Liste L; (auBer 0 und eventuell 1) noch maximal |log;,st| Elemente.
Die Listenléinge nach der Kiirzung ist also allgemein beschrankt durch
Int

1 t)+2 = ———m—+2
(log1is) + In(1 + €/2n) +

2n(1+¢/2n)Int

< + 2
(k) €
Int
< Snln +2 (fire<1)

(% %) mit In(1 + ) > z/(1 + z) fir —1 < x (bekannt aus der Analysis).
Diese obere Schranke ist polynomiell in der Eingabelénge (Mindestlénge der Eingabe: n+1gt) und

1/e.

Problem 3: Gleichverteiltes JA/NEIN — Randomisierte Algorithmen (ve. xapitel 8 im Skript]

Gegeben sei ein Algorithmus BIASED-RANDOM der mit Wahrscheinlichkeit p den Wert 1 ausgibt und
mit (1—p) den Wert 0. Geben Sie einen Algorithmus an, der BIASED-RANDOM als Methode benutzt
und jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2 den Wert 0 oder 1 ausgibt. Analysieren Sie auflerdem die
erwartete Laufzeit Thres Algorithmus in Abhéngigkeit von p.

LGsung.

Die nétige Symmetrie der Wahrscheinlichkeit erhélt man durch Multiplikation: p(1 —p) = (1 —
p)p. Diese Wahrscheinlichkeiten implizieren eine UND-Verkniipfung zweier Elementarereignisse. Bei
zweimaliger unabhéngiger Ausfithrung von BIASED-RANDOM bezeichne = den ersten Riickgabewert,
y den zweiten. Dann gilt:

P({z=0,y=1}) = (1 —p)p und P({zx =1,y = 0}) = p(1 — p).

Ein Algorithmus, der jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2 den Wert 0 oder 1 ausgibt, sieht also
folgendermaflen aus:

Algorithmus 4 : UNBIASED-RANDOM

1 while x =y do
2 x <+ BIASED-RANDOM
3 y <+ BIASED-RANDOM

4 return z

Die erwartete Laufzeit von UNBIASED-RANDOM in Abhéngigkeit von p ist bestimmt durch die An-
zahl der zu erwartenden Schleifendurchldufe. Ein einzelner Schleifendurchlauf kann als Bernoulli-
Experiment aufgefasst werden, bei dem mit Wahrscheinlichkeit 2p(1—p) ein Erfolg (x # y) eintritt.
Die gesamte Schleife ist damit eine Aneinanderreihung unabhéngiger Bernoulli-Experimente und da-
mit durch die Geometrische Verteilung gekennzeichnet. Das heifit, der Erwartungswert der Zufalls-
variable X fiir die Anzahl der Durchldufe bis zum ersten Erfolg (inklusive) ist E(X) = 1/(2p(1—p)).
Damit ist die erwartete Laufzeit von UNBIASED-RANDOM in O(1/(2p(1 — p))).
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