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PI‘Oblem 1: Groﬁter KI'QIS ln kOHVeXQm POlngH [vgl. Kapitel 6 im Skript, Vorlesungsfolien vom 7. Jinner 2010]***

Gegeben sei ein konvexes Polygon P C R2. Bei dem Problem in dieser Aufgabe suchen wir nach
dem groBtmoglichen Kreis K C R2, der vollstindig in P enthalten ist; Das heifit, es gilt K C P
wobei der Radius von K maximal ist.

Polygon P

(a) Geben Sie ein lineares Programm zur Losung des Problems fiir ein Polygon P an und erldutern
Sie dabei die Zielfunktion, sowie alle Variablen und Nebenbedingungen.

Hinweis: Uberlegen Sie sich wie Sie ein konvexes Polygon mit n Seiten definieren kénnen so,
dass ausgehend davon die Bedingung K C P fiir einen beliebigen Kreis tiberpriift werden kann.
Bauen Sie ausgehend davon IThr lineares Programm.

Lésung. Um das lineare Programm zur Lésung unseres Problems zu bestimmen, miissen wir
uns zunéchst ein paar Gedanken iiber die geometrische Natur des Problems machen.

Sei als P C R? das gegebene Polygon. Die Anzahl der Seiten des Polygons sei n. Nehmen wir zur
Vereinfachung an, dass P keine vertikalen Seiten enthélt. Man kann sich leicht klarmachen, dass
in dem Falle dass mindestens eine Seite vertikal ist, wir durch eine Rotation des Achsenkreuzes
(Koordinatentransformation) das Polygon so in eine Position drehen koénnen, dass keine der
Seiten mehr vertikal ist. Wegen n < oo ist dies immer moglich.

Weiterhin definieren wir die Seiten des Polygons durch n Geraden g; der Form

Yy =a;x+0b; i=1,...,n.

Da wir keine vertikalen Seiten zulassen, sei die Nummerierung der Geraden so, dass g1, ..., gk
das Polygon von unten begrenzen, wihrend g1, ..., g, das Polygon von oben begrenzen.
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Damit nun der Kreis K mit Mittelpunkt s := (s1,s2) und Radius r komplett in P enthalten
ist, miissen genau folgende Bedingungen erfiillt sein:



e Der Punkt s hat mindestens den Abstand r von allen Geraden gy, ..., gn,
e der Punkt s liegt oberhalb von g1, ..., g; und
e der Punkt s liegt unterhalb von gx41, ..., gn.

Zur Berechnung des Abstandes des Punktes s von einer Geraden g, beziehen wir uns auf die
folgende Abbildung.

(81, 82)

(s1,as1 +b)

Die Steigung der Geraden g findet sich im Winkel v wieder iiber tany = a. Wegen der Ahnlich-

keit der eingezeichneten Dreiecke gilt ebenfalls cosy = d/I, und somit ist der gesuchte Abstand

gerade d = cos(7y)l. Mit v = arctan(a) folgt insgesamt d = cos(arctan a)l. Die Liange der Stre-

cke [ ist gerade die Differenz der y-Koordinaten des Kreismittelpunktes (s1, s2) und dem Wert
as1 + b. Weiterhin ist aus der Analysis bekannt, dass gilt

1
cos(arctan r) = ——,
2 +1

wir erhalten in unserem Fall also insgesamt

—as1—b
d = cos(arctan a)l = e
a’+1

Fiir den Fall, dass der Punkt (s1, s2) unterhalb der Geraden g liegt, gilt analog

as1t+b— s
a2+1

d=
Der Kreis K liegt also genau dann vollsténdig in P wenn folgende Ungleichungen erfiillt sind

soas by
=1,...,

\/a%—l—l B

a;S1 + b; — s
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Obwohl man etwas durch den Term ,/a% + 1 abgeschreckt sein mag, da dieser doch vermeint-

>, t=k+1,...,n.

lich die Linearitdt der Bedingungen verletzt, stellt dies kein Problem dar, da die a; Teil der

Eingabe sind. Tatséchlich sind also die Terme 4/a? + 1 Konstanten innerhalb unseres linearen
Programms.

Unser Ziel ist es den grdfsten Kreis zu finden. Wir definieren uns also ein lineares Programm
mit den Variablen 7, s; und sy durch

maximiere r



unter den Nebenbedingungen

S9 — a;81 — b; .
- >, 1=1,...,k
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Eine Losung liefert uns demnach einen groftmoglichen Kreis mit Mittelpunkt (s1, s2) und Ra-
dius r, der vollsténdig in P enthalten ist.

O]

Lasst sich das auf hohere Dimensionen verallgemeinerte Problem (das heifit, wir suchen nach
der groftmoglichen Kugel, die in einem konvexen Polytop enthalten ist) ebenfalls durch ein
lineares Programm 16sen? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Losung. Fiir die Verallgemeinerung auf hohere Dimensionen lésst sich der gleiche Ansatz ver-
wenden. Statt den Punkt-Gerade-Abstéinden miissen lediglich Punkt-Hyperebenen-Abstinde
als Bedingungen berechnet werden. Diese sind ebenfalls als lineare Ungleichungen formulier-
bar.

Im Allgemeinen sei nun H eine Hyperebene fiir alle z € R™ mit (z —b) -a = 0, wobei a,b € R™
und a # 0, dann ist der Abstand des Kreismittelpunktes s gegeben durch

(5—b)-al

d=
lall2

Dabei ist der nicht-lineare Anteil ||al|2 durch die Eingabe bereits definiert — enthélt also insbe-
sondere keine Variablen. Das Skalarprodukt im Zihler fiihrt analog zu Aufgabe (a) wieder zu
einer linearen Form. Die Nebenbedingungen (Man muss hier noch darauf achten, dass der Kreis-
mittelpunkt im inneren des Polytops liegt) sind also insgesamt linear, ein linearen Programms
fithrt somit zu dem gewiinschten Ergebnis. O

Betrachten Sie das folgende, sehr dhnliche Problem: Zu einem konvexen Polygon P C R? suchen
wir den kleinstmdoglichen Kreis K C R? so, dass P vollstindig in K enthalten ist, also P C K
gilt. Kénnen Sie dieses Problem ebenfalls durch ein lineares Programm (&hnlich zu Aufgabe (a))
16sen? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Losung. Obwohl das Problem einen moglichst kleinen Kreis K so zu suchen, dass das gegebene
Polygon P komlett in K enthalten ist zunéchst sehr dhnlich klingt, und man daher vermuten
mag, dass man mit der gleichen Strategie zum Ziel kommt, schléigt dies jedoch fehl. In Aufga-
be (a) mussten wir lediglich Absténde zwischen dem Kreismittelpunkt und den begrenzenden
Geraden des Polygons berechnen. Dies war mit einer linearen Formulierung méglich. Wollen
wir jedoch, dass umgekehrt, das Polygon im Kreis enthalten ist, so kommen wir mit dieser
Modellierung nicht zum Ziel.

Wir betrachten stattdessen folgendes Problem. Zu einer Menge P von Punkten (x;,y;) suchen
wir einen Kreis K mit moglichst kleinem Radius r und Mittelpunkt (s1, s2) so, dass alle Punkte
p; € P ebenfalls in dem Kreis K enthalten sind. Offensichtlich ist dieses Problem dquivalent
zu dem Problem dass wir ein Polygon gegeben haben: Wir betrachten als Punktemenge P
genau die Ecken des Polygons. Damit das Polygon vollstéindig in K enthalten ist, miissen die
Fcken selbstverstdndlich auch in K enthalten sein. Des Weiteren ist diese Bedingung bereits
hinreichend. Sind alle Ecken des Polygons in K enthalten, so sind es auch die verbindenden
Strecken, also die Seiten des Polygons, und damit auch das komplette Polygon selbst.

Somit ist unser Optimierungsziel einen Kreis mit Mittelpunkt s = (s1,s2) zu finden so, dass
der Radius r des Kreises mindestens so grofl wie der Abstand zwischen jedem Punkt p; € P
und s ist. Formal bedeutet dies:

minimiere r



unter den Nebenbedingungen

Vst —z)2+ (sa—yi)2 <r i=1,...,n.

Bei diesen Ungleichungen sind nun die Variablen des Programms nicht mehr linear. Das heifit,
das Problem lisst sich nicht analog zu Aufgabe (a) mit Methoden der linearen Programmierung
16sen. O

PI‘Oblem 2: EukhdlSCher Geschaftsrelsel’ldel" [vgl. Kapitel 6 im Skript, Vorlesungsfolien vom 7. Jédnner 2010] Hx

Das Problem des euklidischen Geschdiftsreisenden ist folgendermaflen definiert: Gegeben seien n
Punkte p; € P = {p1,...,pn} in der Ebene mit Koordinaten (x;,y;) fir jeden Punkt p; € P.
Gesucht ist die kiirzeste Rundtour, die alle Knoten mindestens einmal besucht. Rundtour bedeutet,
dass die Tour an dem gleichen (frei wihlbaren) Knoten beginnen und enden muss. Der Abstand
zweler Punkte ist definiert durch den euklidischen Abstand der beiden Punkte.

Modellieren Sie das Problem als (gegebenenfalls) ganzahliges lineares Programm. Erkldren Sie hier-
bei Zielfunktion, alle Variablen und alle Nebenbedingungen.

Lésung. Sei d;; = |lp; — pjll = /(zi — )% + (y; — y;)? vorberechnet. Da fiir dieses Abstandsma8
die Dreiecksungleichung gilt, ist klar, dass die kiirzeste Rundreise jede Stadt nur einmal besucht
(es gibt also keine Hubs). Seien x;; binére Variablen, die angeben, ob die Strecke von p; nach p;
Teil der Rundreise ist.

e Zielfunktion, minimiere Lidnge der Rundtour

n n
min E E dijxij

i=1 j=1

e jeder Punkt hat genau einen Nachfolger
n
Y wy=1Vie{l,...,n}
j=1
e jeder Punkt hat genau einen Vorgéinger

n
Y ay=1Vie{l,...,n}
=1

e keine reflexiven Kanten, denn diese sind wegen d;; = 0 kostenlos

xii:OViE{l,...,n}



e binire Variable
Ti; € {0,1} Vi,j € {1,...,n}

e keine Subzyklen

VSQ{l,...,n},S#@:ZZij21

i€S j¢s

Dieses ILP modelliert das Problem zwar korrekt, hat aber wegen der Subzyklenbedingung exponen-
tiell viele Nebenbedingungen. Um diese Anzahl zu reduzieren bedienen wir uns der folgenden Idee.
Wir nummerieren die Punkte p; in der Reihenfolge, in der sie durch die Rundtour besucht werden.
Wir fithren deshalb n — 1 weitere Variablen ug,...,u,—1 € {1,...,n — 1} ein. Fiir zwei Punkte p;
und p; soll nun gelten u; < uj, falls es eine Kante von p; nach p; in der Tour gibt, also z;; = 1
ist. Andernfalls soll iber die Ordnung beziiglich «; und u; keine Aussage getroffen werden. Dies ist
dquivalent zu

ui—M(l—mij)<uj
<Z>U,‘—M(1—$ij)§uj—1
<:>ui—Uj+M£L'ij§M—1

Fiir jedes Paar i,5 € {1,...,n — 1} fithren wir solch eine Nebenbedingung ein. Dabei ist M eine
hinreichend grofie Konstante, damit fiir den Fall x; ; = 0 die Ungleichung in jedem Fall erfiillt
wird. M := n ist dabei hinreichend. Damit ist die Anzahl der Nebenbedingung quadratisch statt
exponentiell in n. O

Problem 3: Dualltat [vgl. Kapitel 6 im Skript, Vorlesungsfolien vom 7. Jéanner 2010] Hok

Marco Stanley Fogg! ist ein Student, dem nach dem Tod seines Onkels lediglich dessen antiquarische
Buchsammlung als finanzielle Riicklage bleibt. Um sein Studium mdoglichst lange durch den Verkauf
der Biicher finanzieren zu kénnen, versucht er, seine Erndhrung auf ein Minimum zu beschréinken.
Nachdem er fiir eine Menge von m wichtigen Néhrstoffen 1,...,m jeweils den minimalen téglichen
Bedarf b; (i = 1,...,m) fiir einen Mann seines Alters und Gewichts in Erfahrung gebracht hat,
sucht er den lokalen Supermarkt auf und ermittelt fiir eine Menge von n Produkten 1,..., n jeweils
den Preis pro Einheit ¢; (j = 1,...,n) sowie den Anteil a;; des Néhrstoffes i (i = 1,...,m) am
Produkt j (j =1,...,n).

(a) Formulieren das beschriebene Optimierungsproblem als lineares Programm L.

L6ésung. Das primale lineare Programm ist wie folgt gegeben:

Zielfunktion:
n
minimiere Z cjxj (Kosten des Einkaufs)
j=1
Nebenbedingungen:
n
Zaijijbi izl,...,m
j=1

!Figur aus dem Roman “Moon Palace” von Paul Auster, die Handlung wurde leicht abgeéndert ;)



(b) Formulieren Sie das zu L duale lineare Programm D. Geben Sie eine sinnvolle Interpretation
des dualen Programms an und {iberlegen Sie sich dabei, wer ein Interesse daran haben kénnte,
das duale Programm zu optimieren.

Losung. Dazu 148t sich das duale Programm wie folgt formulieren:

Zielfunktion:
m
maximiere Z Yib; (Kosten fiir Tagesbedarf)
i=1
Nebenbedingungen:
m
Zyz‘az‘jﬁcj J=1...,n
i=1

Eine Interpretation des dualen Programms kénnte folgendermaflen lauten: Der Vektor y enthélt
zu jedem Nahrstoff ¢ einen Eintrag y;, der dem festzulegenden Preis einer Einheit des Ndhrstof-
fes i entspricht. Das duale Programm maximiert dann die Kosten fiir einen Einkauf, der den
Tagesbedarf von Fogg abdeckt. Dabei werden als Nebenbedingung fiir jedes Produkt maximale
Preise pro Einheit beriicksichtigt: Die Kosten der fiir eine Einheit eines Produktes benétigten
Nahrstoffe, darf einen maximalen Preis ¢; nicht iiberschreiten. Natiirlich m6chte der Besitzer
des lokalen Supermarktes den Preis eines solchen Einkaufs maximieren. ]

Problem 4: Lineare Ungleichungssysteme [vei. apitel 6 im Skript, Vorlesungsfolien vom 7. Janner 2010] o

In dieser Aufgabe wollen wir zeigen, dass das Problem ein lineares Programm zu l6sen dquivalent zu
dem Problem ist, zu ein System von Ungleichungen danach zu fragen ob dieses bereits eine giiltige
Losung hat.

Gegeben sei also eine Matrix A € R™*™ und ein Vektor b € R™. Bei dem Problem LINEAR
INEQUALITY FEASIBILITY suchen wir einen Vektor x € R”, der die Ungleichungen Az < b erfiillt.

(a) Zeigen Sie, dass mit einem Algorithmus zur Losung eines linearen Programms auch das Problem
LINEAR INEQUALITY FEASIBILITY gelost werden kann. Die Anzahl Variablen und Nebenbedin-
gungen fiir das lineare Programm soll dabei polynomiell in n und m sein.

Lésung. Zu einer gegebenen Instanz (A,b) des Problems LINEAR INEQUALITY FEASIBILITY
definieren wir uns ein lineares Programm wie folgt. Die Matrix A und der Vektor b werden
{ibernommen. Die Zielfunktion wihlen wir beliebig, beispielsweise iiber ¢ = I. Die Losung des
linearen Programms

maximiere ¢' z

unter den Nebenbedingungen
Az <b

fiihrt dann unmittelbar zu einer Belegung der Variablen zi,...,z,, die die Ungleichungen
Ax < b erfiillen. Ist im Gegensatz das obige lineare Programm unldsbar, so exstiert keine
Belegung der Variablen x1, ..., x, die die Ungleichungen Az < b erfiillt. Die Instanz von LINEAR
INEQUALITY FEASIBILITY ist also ebenfalls unlosbar.

Beziiglich der Problemgrofie gilt offensichtlich dass die Anzahl Variablen und Nebenbedingun-
gen polynomiell in der Anzahl Variablen und Ungleichungen der Instanz von LINEAR INEQUA-
LITY FEASIBILITY ist. Ul



(b) Zeigen Sie die Umkehrung von Aufgabe (a): Gegeben ein lineares Programm, zeigen Sie, wie
Sie mit einem Algorithmus fiir das LINEAR INEQUALITY FEASIBILITY Problem das lineare
Programm 16sen konnen. Die Anzahl Variablen und Ungleichungen des Ungleichungssystems
soll dabei polynomiell in der Anzahl Variablen und Nebenbedingungen des linearen Programms
sein.

Hinweis: Nutzen Sie beim Aufstellen des Ungleichungssystems die Dualitéitssdtze aus der Vor-
lesung aus.

Losung. Wir benutzen zur Losung der Aufgabe den starken Dualitétssatz aus der Vorlesung.
Zu einem gegebenen linearen Programm (PP)

maximiere z ' ¢

unter den Nebenbedingungen
Az <b

konstruieren wir zunéchst das duale Programm (DP)
e e s T
minimiere y ' b

unter den Nebenbedingungen
Ay > e

Der starke Dualitéitssatz aus der Vorlesung besagt nun, dass (PP) genau dann 16sbar ist, falls
(DP) ebenfalls 16sbar ist, und dass in diesem Falle die Werte der Zielfunktionen zusammenfal-
len, das heifit fiir die optimalen Losung z* des (PP) und die optimalen Losung y* des (DP)
gilt
2 Te=yTb.
Wir definieren uns also eine Instanz (B, d) des LINEAR INEQUALITY FEASIBILITY Problems wie
folgt. Wir fithren m + n Variablen z1,..., 2,1 €in, wobei z1, ..., z, den Variablen x1,...,x,
von (PP), und zp,41,..., 2p+m den Variablen y1, ...,y von (DP) entsprechen. Die Matrix B
und den Vektor d konstruieren wir aus den folgenden Ungleichungen. Die Ungleichungen, die
sich aus (PP) ergeben
21

den Ungleichungen, die sich aus (DP) ergeben

Zn+1
AT : >,
Zn+m

und den Ungleichungen die sich aus dem Wert der Zielfunktion fiir die Optimallésungen von
(PP) beziehungsweise (DP) ergeben, also

(z1 zn) c= (zn+1 e zn+m) b. (1)
Da wegem des schwachen Dualitéitssatzes (21 e zn) c< (zn+1 ‘e zn+m) b gilt, geniigt es
um die Gleichheit in Gleichung (1) zu modellieren, sich auf die Ungleichung (,21 “ee zn) c>
(zn+1 e zn+m) b zu beschriinken. Das Ungleichungssystem ist also insgesamt definiert durch
A 0 b
B = 0 —-AT und d:=1|—-c

—c BT 0



Das Ungleichungssystem enthélt nun genau dann eine Losung, falls das lineare Programm
losbar ist. Ist die Optimallosung des (PP) eindeutig, so ist auch die zuldssige Losung des
Ungleichungssystems eindeutig — andernfalls ist jede Losung des Systems eine Optimallésung
beziiglich (PP). Die Werte fiir die Variablen des (PP) ergeben sich aus den Belegungen der
Variablen z1, ..., z,; Die Werte fiir die Variablen des (DP) ergeben sich durch z,11,. .., Zntm-
Weiterhin ist die Grofie der Instanz von LINEAR INEQUALITY FEASIBILITY polynomiell in der
Anzahl der Variablen und Ungleichungen von (PP).

O]



	1 Größter Kreis in konvexem Polygon [vgl. Kapitel 6 im Skript, Vorlesungsfolien vom 7. Jänner 2010]
	2 Euklidischer Geschäftsreisender [vgl. Kapitel 6 im Skript, Vorlesungsfolien vom 7. Jänner 2010]
	3 Dualität [vgl. Kapitel 6 im Skript, Vorlesungsfolien vom 7. Jänner 2010]
	4 Lineare Ungleichungssysteme [vgl. Kapitel 6 im Skript, Vorlesungsfolien vom 7. Jänner 2010]

