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Problem 1: Lineare Weihnachtsalgebra — Kreisbasen [vei. kapitel 5.1 im skript)

Machen Sie sich folgende Zusammenhénge klar:

e Addition und Multiplikation des endlichen Kérpers GF(2) (Galois-Field; alternative Schreib-

weise: Fa) induzieren eine GF'(2)-Vektorraumstruktur auf dem kartesischen Produkt
GF(2)"=GF(2) x GF(2) x --- x GF(2).

n-mal
Die Identifizierung der in Definition 5.1 gegebenen Kreise {C'| C' ist Kreis in G} mit Vektoren
{XC¢ .= XFc| C ist Kreis in G} aus GF(2)™, m := |E|, impliziert folgende Aquivalenzrela-
tion auf der Menge C aller Kreise:

Cl ~ 02 = EC1 = E02

Skript bzw. Vorlesung und Ubung unterscheiden nicht explizit zwischen Kreisen nach De-
finition 5.1 und Kreisklassen nach obiger Aquivalenzrelation. Die jeweilige Bedeutung der
Notation geht aus dem Kontext hervor.

Analog zur obigen Identifizierung von Kreisen mit bestimmten Vektoren aus GF'(2)™ lassen
sich auch allgemeine Kantenmengen mit Vektoren aus GF'(2)™ identifizieren. Das kartesische
Produkt GF(2)™ kann sogar, vermoge der kanonischen Vektorraumstruktur, als Vektorraum
P(E) aller Kantenteilmengen eines Graphen aufgefasst werden.

Sei V ein K-Vektorraum und S C V. Dann ist der von S erzeugte Untervektorraum
(S)k-vr definiert als (S)x.yr :=min{U C V |U ist UVR von V, S C U}. Die Menge S ist
ein Erzeugendensystem des Untervektorraums (S) g vgr.

Die Menge C C GF(2)™ aller Kreise eines Graphen G ist ein Erzeugendensystem des Unter-
vektorraums (C)gr(2).vr (Kreisraum von G).

Untenstehende Abbildung zeigt einen Kreis C' im Graphen G = (V, E). Zihlen Sie alle Ele-
mente der Kreis-Aquivalenzklasse auf, die C' enthiilt.

Abbildung 1: zu Teilaufgabe (a).

LGsung.
Die Aquivalenzklasse [C]. von C enthélt vier Elemente: [C]. = {C,C1, C3.C13}



(b) Zeigen Sie, dass fiir den Kreisraum (C)gp(2)-vr eines Graphen G gilt:
C)are-vr = C.

Losung.

Zeige, dass C ein Untervektorraum von GF(2)™ ist. Dann gilt mit C C (C)gp(2)-vr auch
C = (C)ar(2)-vRr-

Konvention: Wir identifizieren Kreisklasse C' € C mit dem durch E¢ (kanten)induzierten

Reprisentanten. Fiir v € Vi sei E¢(v) die Menge der Kanten aus F¢, die zu v inzident sind
und de(v) == |Ec(v)].

e Abgeschlossenheit der Addition:

Seien Cy = (V1, E4),Co = (Va, E9) € C, so gilt: di(u), da2(v) sind gerade Yu € Vi,v € Va.
Durch die Verkniipfung C3 := C7 @& Cy werden nur Knotengrade in Vi N V5 beeinflusst.
Die Grade aller iibrigen Knoten bleiben unveréindert und sind damit auch nach der
Verkniipfung gerade. Sei nun v € V4 N V. Dann gilt: Es(v) = (E1(v) U Ey(v)) \ (E1(v) N
E5(v)) und dz(v) = di(v) + d2(v) — 2|E1(v) N E2(v)|. Mit di(v), d2(v) gerade, ist also
auch ds(v) gerade und C5 := Cy @ Cs ein Représentant einer Kreisklasse in C (jedoch
nicht unbedingt der (eindeutige) kanteninduzierte Reprasentant).

e Neutrales Element:
Der Kreis Cy € C mit FEy = () entspricht dem Nullvektor (neutrales Element der Addition)
in GF(2)™. Damit enthélt C ein passendes neutrales Element.

e Abgeschlossenheit der #dufleren Verkniipfung/Skalarmultiplikation:
Der Korper GF(2) enthélt nur die beiden Elemente 0 und 1. Die Skalarmultiplikation
eines Kreises mit 0 ergibt gerade den Nullvektor, der, wie eben gesehen, als neutrales
Element in C liegt. Die Skalarmultiplikation eines Kreises mit 1 ergibt den Kreis selbst
und liegt damit auch in C.

Problem 2: Korrektheit der Fundamentalbasis-Definition — Kreisbasen vel. kapitel 5.1 im Skript]

Zur Wiederholung:

e Fiir einen K-Vektorraum V sind folgende Aussagen dquivalent:

— B C V ist eine Basis von V.
— B C V ist ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von V.

— B C V ist ein minimales Erzeugendensystem von V.



— B CV ist eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von V.

e Eine Teilmenge B = {by,...,b,} CV eines K-Vektorraums V heifit linear unabhdingig, wenn
gilt:

=n

Y abi=0,a,€K < a;=0 Vi

i=1
das heifit, wenn der Nullvektor sich nur als triviale Linearkombination der Vektoren in B
schreiben lésst.

Sei G = (V, E) ein ungerichteter, zusammenhéngender Graph und 7" = (V, Er) ein aufspannender
Baum in G. Dann ist die Fundamentalbasis (bzgl. T') des Kreisraumes C von G definiert als
Br:={C.|le€ E\ Er, C. €C, Ec, = {e = {u,v}} U {Pfadkanten von u nach v in T'}}.

(a) Zeigen Sie, dass By C GF(2)™, m := |E|, linear unabhéngig ist.
Lésung.

Da die u-v-Pfade in T" eindeutig sind, induziert jede Nichtbaumkante e genau einen Kreis C,
in Bp; aufgrund der Konstruktion der Kreise in By ist C, der einzige Kreis der e enthélt.
Annahme: Sei Y .cp g acCe = 0, ac € GF(2) mit ae # 0, fiir mindestens ein ¢’. Ein
entsprechender Kreis C. enthiilt dann die Nichtbaumkante ¢/, die in keinem anderen Kreis
aus Bp enthalten ist und somit nicht zu Null summiert werden kann, da die hier betrachtete
Verkniipfung die symmetrische Differenz ist. Damit ist die Annahme widerlegt, und es folgt
die lineare Unabhéngigkeit von Brp.

(b) Zeigen Sie, dass By C GF(2)™ ein Erzeugendensystem von C ist. Gehen Sie dabei konstruktiv
vor und beschreiben Sie, wie ein beliebiger Kreis durch Linearkombination von Elementen aus
Br gebildet werden kann.

L6sung.

Sei C' € C ein beliebiger Kreis. Behauptung:
-y o

Beweis: Wir unterscheiden zwei Arten von Kanten in E¢ und zwei Arten von Kanten in
E\ E¢. Fiir jede Kante in E¢ zeigen wir, dass sie in der obigen Linearkombination nicht zu
Null summiert wird; fiir jede Kante in £\ E¢ dagegen, dass sie zu Null summiert wird.

e Seiec Ec\ Er.
Die Nichtbaumkante e ist in genau einem Kreis C. € By enthalten. Mit e € FE¢ \ Ep
kommt C, als Summand in der Linearkombination vor, und wegen der Einmaligkeit
von e bleibt diese Kante bei Verkniipfung mittels symmetrischer Differenz erhalten.

e Seie€ EcNEp.
Die Baumkante e induziert einen Schnitt in G, da der Baum T durch Loéschung von e
in zwei Schnittseiten zerfillt. Aufler e sind damit alle {ibrigen, den Schnitt kreuzende
Kanten Nichtbaumkanten. Die Anzahl der Kanten in E¢, die diesen Schnitt kreuzen, ist
(wie fiir jeden Kreis und jeden Schnitt) gerade. Mit e € E¢ bleibt also (ohne e) eine
ungerade Anzahl den Schnitt kreuzender Nichtbaumkanten in F¢. Die Menge dieser
Nichtbaumkanten entspricht gerade der Menge der Kreise in der Linearkombination, die
die Baumkante e enthalten. Damit wird e nicht zu Null summiert.

e Seiec E\ (EcUETr).
Die Nichtbaumkante e ist in genau einem Kreis C. € By enthalten. Mit e ¢ E¢ ist C.
nicht in der Linearkombination enthalten; e kommt somit in einer geraden Anzahl an
Kreisen vor, wird also zu Null summiert.



()

e Seiec (E\ Ec)NEr.

Die Baumkante e induziert einen Schnitt in G, da der Baum T durch Loéschung von e
in zwei Schnittseiten zerfillt. Aufler e sind damit alle {ibrigen, den Schnitt kreuzende
Kanten Nichtbaumkanten. Die Anzahl der Kanten in E¢, die diesen Schnitt kreuzen, ist
(wie fiir jeden Kreis und jeden Schnitt) gerade. Mit e ¢ E¢ liegt also eine gerade Anzahl
den Schnitt kreuzender Nichtbaumkanten in F¢. Die Menge dieser Nichtbaumkanten
entspricht gerade der Menge der Kreise in der Linearkombination, die die Baumkante e
enthalten. Damit wird e zu Null summiert.

Zeigen Sie, dass |Br| = m —n + 1 gilt, wobei n := |V, m := |E|.
Lésung.

Da die u-v-Pfade in T' eindeutig sind, induziert jede Nichtbaumkante e genau einen Kreis C,
in Br, und nach Konstruktion enthélt jeder Kreis C, in Br genau eine Nichtbaumkante e.
Damit gilt By = E'\ Ep (bijektive Mengenentsprechung) und

|BT\:]E\ET\:m—(n—l):m—n—i-l.

Problem 3: Kreisraume — Kreisbasen (vl xapitel 5.4 im Skript]

(a)

Geben Sie eine (unendliche) Familie (G;);c; von Graphen an, so dass fiir jeden Graphen G;
die Anzahl der Kreise in G; (als Kreisklassen betrachtet) exponentiell in der Anzahl der
Kanten in G; ist. Beweisen Sie die Korrektheit Threr Losung.

L6sung.

Sei (Gp)nen die Familie der 4er-Kreis-Kopien, in der der Graph G, aus n Kopien eines
einfachen Kreises mit vier Knoten besteht (sieche Abbildung). Damit gilt fiir G,: |V,| = 4n,
|En| = 4n, |Ca| = [P({1,...,n})| = 2 = 2|EI/4 = (23)IE],

Gy Go G

Geben Sie eine (unendliche) Familie (G;);c; von Graphen an, so dass fiir jeden Graphen G;
die Anzahl der Kreise in G; (als Kreisklassen betrachtet) linear in der Anzahl der Kanten in
G, ist. Beweisen Sie die Korrektheit Threr Losung.

Lésung.

Sei (Gp)nen die Familie der 4er-Kreis-Kopien- Unterteilungen, in der der Graph Gy, aus G,,—1
hervorgeht durch Hinzunahme eines (n — 1)-fach unterteiten einfachen Kreis mit vier Knoten.
Dabei sei ein Unterteilungsschritt die Teilung jeder Kante des urspriinglichen Kreises durch
Einfiigen eines zusétzlichen Knotens (siehe Abbildung). Der Graph G sei gerade ein einfacher
Kreis mit vier Knoten. Damit gilt fiir G, |V;,| = Yicq 4- 27, |Ey| = Y0 4.2 =420 27 =
42"t 1) =8-2" —4,|Cy| = |P({1,...,n})| = 2" = (|[E| + 4)/8.

Gy Gs Gy



Problem 4: Algorithmus von de Pina — MCB (el xapitel 5.4 im skipt]

Verdeutlichen Sie sich folgende Zusammenhénge:

e Die in Kapitel 5.4.2 eingefiihrte “verkiirzte” Schreibweise der mit Kreisen identifizierten In-
zidenzvektoren in GF(2)™ ist nichts anderes als die Darstellung der Vektoren aus C be-
ziiglich einer festen Fundamentalbasis des Kreisraums C. Im Gegensatz dazu wurden zuvor
die Inzidenzvektoren (und alle anderen Vektoren in P(E) = GF(2)™) beziiglich der Stan-
dardbasis von GF'(2)™ dargestellt. Die verkiirzte Darstellung hat eine Liange von dim(C) <
dim(GF(2)™) = m.

e Fiir das auf C eingefiihrte Skalarprodukt (auf allgemeinen K-Vektorrdumen ist die Bezeich-
nung Skalarprodukt auch fiir nicht positiv definite, symmetrische Bilinearformen {iblich) gilt:

— (C1,C2) = 0 & Die (eindeutigen) Vektordarstellungen von C7 und Cy beziiglich einer
festen Fundamentalbasis haben eine gerade Anzahl gemeinsamer Basisvektoren.

— (C1,03) = 1 < Die (eindeutigen) Vektordarstellungen von C und Cy beziiglich einer
festen Fundamentalbasis haben eine ungerade Anzahl gemeinsamer Basisvektoren.

Untenstehende Abbildung zeigt einen Graphen G = (V, E') und einen fett, schwarz eingezeichneten
aufspannenden Baum 7" = (V, Er) von G.

(a) Fiihren Sie den Algorithmus von de Pina (algebraisch, Algorithmus 41 im Skript) auf G aus.
Nutzen Sie den eingezeichneten Baum und halten Sie sich an die Reihenfolge der Kanten
entsprechend ihrer Nummerierung. Notieren Sie fiir jeden Schleifendurchlauf der Zeilen 3
bis 7 des Algorithmus k, Cy, S, sowie alle S;, die gedndert werden, und die resultierende
Basis. Nehmen Sie als Kantengewicht c(e;) = 1 an, fiir alle Kanten e;.

Lésung.

Soweit nicht anders angegeben sind die Kreise/Kantenmengen (als Vektoren interpretiert)
bzgl. der Fundamentalbasis zum gegebenen Baum dargestellt. Dabei ist eine Kante genau
dann in der Menge enthalten, wenn sie im Vektor mit einer 1 notiert ist.

Zu Beginn: Initialisierung der S; (Fundamentalkreise bzgl. Baum T')
o S; ={e1}, So={ea}, S3={es}, Su={es}, S5 = {es}
k=1:
o O ={e1} ®{es} ={e1,e3} (={e1,es3,e6} bzgl. Standardbasis), S1 = {e1}
o S3={e1} @ {es} = {er,es}
k=2:
o Oy ={e1} ®{ea} = {e1,e2} (= {e1,e2,e9} bzgl. Standardbasis), S2 = {e2}
o S3={e1,e3} @ {ea} = {e1,e2,e3}
k=3:
o O3 ={ea} ®{es} = {ea,ea} (= {e2,e4,e6} bzgl. Standardbasis), S3 = {e1, ea, €3}

o Sy ={es} d{er,ea,e3} ={e1,e2,e3,e4}



k=4:
o Oy ={es} (= {ea,e7,es} bzgl. Standardbasis), Sy = {e1, e2,e3,€4}
e keine Anderung
k=5:
o (5= {65} (: {65,611, 612} bzgl. Standardbasis), S5 = {65}
e keine Anderung

Resultierende Basis (bzgl. Fundamentalbasis):

C1 = {e1,e3}, Co = {e1, €2}, C3 = {e2,ea}, Cs = {ea}, C5 = {e5}
Resultierende Basis (bzgl. Standardbasis):

Cl — {elae3a66}a 02 = {61;62769}5 03 = {62764766}a 04 = {64767768}a 05 = {657611a612}

Stellen Sie den gestrichelt, grau eingezeichneten Kreis als Linearkombination der in (a) be-
rechneten MCB dar.
L6sung.

Fiir den grauen Kreis {e1, 2, e3,e4} gilt: {e1,e2,e3,e4} = C1 & C5 = {e1,e3} © {ea, e4}.

Abbildung 2: Das ist das Haus vom Nikolaus...
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