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PI‘Oblem ]_: FIUSSG [vgl. Kapitel 4.1 im Skript] Hk

Gegeben sei ein Netzwerk D = (V| FE), in dem es zu einigen Kanten (u,v) € E auch Kanten
(v,u) € E gibt. Weiterhin sei ein maximaler Fluss f : E — RJ gegeben. Zeigen Sie, dass man
dieses Flussproblem auf ein Flussproblem auf dem Netzwerk D’ = (V, E’) iiberfiithren kann, wobei
gilt: E’ ist maximale Teilmenge von E mit (u,v) € E' = (v,u) ¢ E’, so dass der Wert des
Maximalflusses nicht verdndert wird.

Losung. Sei f ein maximaler Fluss auf D und (u,v), (v,u) € E mit f(u,v) > f(v,u). Wir zeigen
zuniichst, dass das Flussnetzwerk D' = (V, E') mit E' := E'\ {(v,u)} den Wert des Maximalflusses
erhilt. Damit ist klar, dass die Aussage der Aufgabe gilt. Dazu definieren wir den Fluss f’ durch

o fG) falls (i, 7) # (u,v)
J3)= { G d) = FGiA) falls (i,7) = (u,0) .

Der Fluss f’ erfiillt auf der Kante (u,v) € E’ wegen f(u,v) > f(v,u) weiterhin die Kapazititsbe-
dingung, d. h.

0< f(i,) < (i, ) -
Des Weiteren ist die Kapazitdtsbedingung fiir alle iibrigen Kanten (x,y) # (u,v) trivialerweise
erfiillt.

Fiir den Knoten u gilt auerdem:

Z f,(w>u)_ Z f/(u7w)

(w,u)eE’ (u,w)EE
Z f w, u Z fl(u’w) _f/(u7 U)
(w,u)eE’ (u,w)€E\{(u,v)}
Z fwu Z f(u,w)—(f(u,v)—f(v,u))
(w,u)eE’ (ww)eE\{(u,v)}
Z f w, u Z f U, w
(wu)EE (u,w)eE
= w(u)

Fiir u # s und u # t gilt w(u) = 0. Folglich gilt auch fiir f Flusserhaltungsbedingung. Die
Gleichung zeigt dariiber hinaus, dass w'(f’) = w(f) gilt, da fir u = s die Gleichung w'(f’) =
w'(s) = w(s) = w(f) gilt. Sei f ein Maximalfluss in D’ dann gilt also w'(f) > w'(f’) = w(f). Da

sich jeder Fluss in D’ trivial zu einem Fluss in D fortsetzen lésst, gilt auch w'(f) < w(f) und damit

w'(f) = w(f). O

Problem 2: Fliisse mit Knotenkapazitiaten ve. xapitel 4.1 im Skrip] ox

Das maximale Flussproblem aus der Vorlesung kann folgendermafien erweitert werden: Neben den
Kantenkapazitéiten c seien noch Knotenkapazitéteny : V' — Rg gegeben. In einem solchen Netzwerk



(D, s,t,c,v) heifit eine Abbildung f Fluss, wenn sie neben den bekannten Eigenschaften (Flusser-
haltungsbedingung und (Kanten)-Kapazititsbedingung) auch die folgende erfiillt: Fiir alle v € V
ist die Knotenkapazititsbedingung

Z fv,w) < ~v(v) wenn v € V' \ {t}
(v,w)eE

Z f(u,v) < (v) wenn v =t
(u,v)EE

erfiillt.

Zeigen Sie, dass die Bestimmung eines maximalen Flusses in einem Netzwerk mit Kanten- und Kno-
tenkapazititen auf ein maximales Flussproblem in einem normalen (d.h. ohne Knotenkapazitéten)
Netzwerk mit vergleichbarer Grofle zuriickgefiihrt werden kann.

Losung. Abbildung 1 zeigt wie ein Knoten mit Knotenkapazitit umgeformt werden muss, um
ein solches Netzwerk auf ein normales Flussnetzwerk zuriickzufithren. Die Umformung ist flussé-

Abbildung 1: Knotenkapazidt wird flussaquivalent in Kantenkapazitat umgeformt

quivalent, da durch die Kapazitétsbedingung der Kante e, die Knotenkapazititsbedingung ~y(v)
realisiert wird und alle sonstigen Nachbarschaften und Kantenkapazitédtsbedingungen beibehalten
werden. Die Knotenkapazitdtsbedingung beschrinkt den Ausfluss eines Knotens v ebenso wie die
Kapazitiat der Kante e,. Fiir t,,; ist analog der Einfluss beschréinkt. Der Fluss im Rest des Netzwer-
kes bleibt durch diese Umwandlung somit unverédndert. Es ist leicht zu sehen, dass jeder Fluss im
Netzwerk vor der Umwandlung auch im Netzwerk nach der Umwandlung giiltig ist, und umgekehrt.

Formal gilt fiir ein Netzwerk also: Konstruiere Netzwerk N’ = (D' = (V', E'); §';t'; /) aus einem
Netzwerk N = (D = (V, E); s;t; ¢;y), das Knotenkapazitéiten enthilt, wie folgt:

e Knoten: V' = J,cy{¥in;s Vout }

e Quelle und Senke: s’ = si,, und t = tous

e Kanten E' = {(vout, Win) | (v,w) € E} U {(Vin,Vout) | v € V}

e Kapazititen: ¢ : B/ — ]Rar mit ¢ (Vout, Win) = ¢(v,w) und ¢ (viy, Vout) = Y(v)
Korrektheit: Offenbar ist N’ ein normales Flussnetzwerk von vergleichbarer Grofle wie N (|E'| =
|E| + |V, |V'| = 2]V|). Da die Umwandlung eines jeden Knoten den Fluss im Rest des Netzwerkes
unveréindert ldsst und die Knotenbedingungen erfiillt bleiben, gilt zudem, dass der maximale Fluss

in N und in N’ den gleichen Wert haben. Eine Lésung in N’ kann kanonisch auf eine Losung in N
iibersetzt werden. O

Problem 3: Strémungen und Goldberg & Tarjan Algorithmus (vel. xapitel 4.1-4.2 im Skript] s

Sei G = (V,E) ein gerichteter Graph. Zusétzlich zu den bereits bekannten Kantenkapazititen
c: E — R{ definieren wir untere Schranken [ : E — R, wobei fiir alle Kanten (u,v) € F gilt, dass
0 <l(u,v) < c(u,v).



Eine Funktion g : £ — RaL heifit Stromung, wenn die Flusserhaltungsbedingung fiir alle Knoten
v € V erfiillt ist, das heifit

ST Buv)— Y Blo,w)=0  firalleveV.

(u,v)EE (v,w)eE

Die Stromung  heifit zuldssig, falls fir alle (u,v) € E gilt, dass I(u,v) < 8(u,v) < c(u,v).

Wir wollen in dieser Aufgabe die Frage beantworten, ob es eine beziiglich [ und ¢ zuléssige Stromung
[ in G gibt, indem wir das Problem auf ein reguléres Flussproblem zuriickfithren. Dazu konstruieren
wir einen Graphen G’ = (V' D V, E' D E). Wir fithren eine Super-Quelle und -Senke s und ¢ in
V' ein. Fiir jeden Knoten v € V fithren wir Kanten (s,v) und (v,t) in E’ ein. Die Kapazitéiten
d : E' — R} des Flussnetzwerkes in G’ sind wie folgt definiert:

d (u,v) = c(u,v) — l(u,v) fir alle (u,v) € £

d(s,v) = Z l(u,v) fir allev € V (Mindestzufluss)
(u,v)EE

d(v,t) = Z l(v,w) fir allev eV (Mindestabfluss)
(v,w)EE

(a) Konstruieren Sie zu folgendem Graphen G den Graphen G’ gemifl den obigen Regeln. Dabei
sei fiir jede Kante (u,v) der erste Wert [(u,v), der zweite Wert ¢(u,v).

(3,5)

Lésung. Das Netzwerk in Abbildung 2 zeigt die Konstruktion des Graphen G’ = (V'/, E') sowie
die Flusskapazititen an den Kanten.

Abbildung 2: Flussnetzwerk G’ = (V’, E’), das aus dem Stroemungsgraphen aus Aufgabe (a) hervorgeht. Der
urspriingliche Teilgraph G ist fett dargestellt.

0

(b) Zeigen Sie: Ist f: E — RJ eine beliebige Funktion, dann gilt fiir f/: B/ — R mit
f'(u,v) :== f(u,v) — l(u,v) fir alle (u,v) € £ (1)
f'(u,v) := c(u,v) fiir alle (u,v) € E'\ E (2)



fiir jeden Knoten v € V', dass

Y flw) = > flv,w) und Yo fwv)y= Y fluw).

(v,w)er’ (vyw)eE (u,v)EE’ (u,v)eE

Losung. Wir zeigen die Behauptung durch einfaches Nachrechnen.

Z f'(v,w) = f'(v,t) + Z f'(v,w) (Kante (v, t) rausziehen)
(v,w)EE’ (v,w)eE
=d(v,t)+ Z (f(v,w) = (v, w)) (Aufgabenstellung)
(v,w)EE
= Z l(v,w) + Z flv,w) — Z l(v,w) (Definition von ¢’)
(v,w)EE (v,w)eEE (v,w)EE
= Y flv,w)
(v,w)EE
Die Gleichung Z(u,u)eE' f(u,v) = Z(u,v)eE f(u,v) zeigt man analog. O

(¢) Zeigen Sie: In G existiert genau dann eine beziiglich [ und ¢ zulissige Strémung 3, wenn in G’
der maximale s-t-Fluss f den Wert w(f) = 3, ,)ep {(u, v) besitzt.

Hinweis: Benutzen Sie die Definition von f’ aus Aufgabe (b) in Threm Beweis um zu einer
gegebenen Stromung 8 in G einen Fluss f’ in G’ zu konstruieren, und umgekehrt.

Losung. Wir zeigen die zu beweisende Aquivalenz in zwei Schritten.

“=": Sei § eine beziiglich [ und c zuléssige Stromung in G. Wir definieren nun eine Funktion
[’ E' = R auf G’ und zeigen dass f ein maximaler s-t-Fluss auf G’ mit Flusswert w(f’) =
> (uwyer l(u,v) ist. Wir setzen dazu wie in Aufgabe (b) f'(u,v) = B(u,v) — l(u,v) fiir alle
Kanten (u,v) € E und f'(u,v) = ¢/(u,v) fiir die restlichen Kanten (u,v) € E’\ E. Damit sind
die Voraussetzungen der Aussage in Aufgabe (b) erfiillt, und es gilt fiir jeden Knoten v € V:

Z f(v,w) = Z B(v, w) (Aufgabe b)

(v,w)EE’ (v,w)eE
= Z B(u,v) (Da 8 Stromung)

(u,v)EE
= > fluw) (Aufgabe b)

(u,v)EBE!

Insgesamt folgt also 3=, e f'(v,w) = 32, e f'(u,v) fiir alle Knoten v € V- =V"\ {s, ¢},
was gerade die Flusserhaltungsbedingung fiir einen s-t-Fluss in G’ ist. Der Wert des Flusses f’
ist somit

w(f’) = f(v,t)

veV

= Z d(v,t) (Definition von f’)
veV

= Z Z (v, w) (Definition von )
veV (v,w)eEE

=> Ie)
eck

Des Weiteren ist f’ ein maximaler Fluss, da wegen w(f') = > .y ¢ (v,t) alle Kannten zur
Senke geséttigt sind. Damit ist die zu zeigende Aussage bewiesen.



“<”: Fiir die Riickwirtsrichtung nehmen wir nun an, dass f’ : E/ — RS’ ein zuléssiger s-t-
Fluss in G’ mit Flusswert w(f’) =" cpl(e) ist. Wegen

= le)

eck
= Z Z l(u,v
veV (u,w)EE

sind alle Kanten (s,v) € E’ gesiittigt. Analog folgt, dass die Kanten (v,t) € E’ ebenfalls
gesittigt sein miissen. Zu f’ konstruieren wir nun eine Strémung 3 : E — Ra“ wie folgt: Sei
B(u,v) = f'(u,v) + l(u,v) fiir jede Kante (u,v) € E. Dann sind wieder die Voraussetzungen
von Aufgabe (b) erfiillt, und es gilt fiir # die Flusserhaltungsbedingung fiir alle Knoten v € V:

Z Blv,w) = Z f'(v,w) (Aufgabe b)

(v,w)eE (v,w)EE’
= Z f(u,v) (Flusserhaltung von f)

(u,v)EE’
= Z Blu,v) (Aufgabe b)

(u,v)EE!

Das heifit 3 ist eine Strémung. Weiterhin ist 3 eine zuléssige Stromung, da wegen
0 < f(u,v) < c(u,v) — l(u,v)

folgt, dass
0 < f(u,v) + l(u,v) < c(u,v).

:B(uvv)

Insgesamt ist also bewiesen dass in G genau dann eine beziiglich ¢ und [ zuléssige Stromung

existiert, wenn in G’ ein maximaler s-t-Fluss mit Wert w(f) = >>(, ,)ep {(u,v) existiert.

O]

Bestimmen Sie eine zuléssige Stromung in dem Graphen aus Aufgabe (a). Berechnen Sie dazu
einen maximalen Fluss in dem Graphen G’, den Sie aus Aufgabe (a) erhalten haben. Benutzen
Sie hierzu den Algorithmus von Goldberg & Tarjan. Geben Sie sdmtliche Zwischenschritte
an. Zeichnen Sie das aktuelle Netzwerk vor jeder (bis auf die erste) RELABEL-Operation und
nachdem der Algorithmus terminiert. Halten Sie sich an die Notation aus dem Skript.

Losung. Im Folgenden halten wir uns an die Notation aus dem Skript: Gegenkanten bleiben
implizit, und werden nicht dargestellt. Die Werte an den Kanten entsprechen dem Préfluss,
falls er von 0 abweicht. Die Werte in Klammern geben die Maximalkapazitdt an. Die Werte
an den Knoten geben den Flussiiberschuss an (sofern dieser grofler als 0 ist). Die Knotenwerte
in eckigen Klammern geben die Hohe des jeweiligen Knotens an. Fett gezeichnete Knoten sind
aktiv, wiahrend fett gezeichnete Kanten saturiert sind.

Zunéchst wird RELABEL(s) durchgefiihrt. Dann ist dist(s) = 6 und alle Kanten (s,v) € E
werden saturiert. Das fithrt zu folgender Situation im Netzwerk.



Wir fiihren jetzt folgende Operationen durch:

e RELABEL(a).
Dann ist dist(a) = 1.
e PusH(a,t) mit A = 6.
Es ist nun e(a) = 0.

Es ergibt sich folgende Situation im Netzwerk.

Wir fithren jetzt folgende Operationen durch:
e RELABEL(D).
Dann ist dist(b) = 1.
e PUsH(b,t) mit A = 2.
Es ist nun e(b) = 1.
e PusH(b,c) mit A = 1.
Es ist nun e(b) = 0 und e(c) = 7.
Es ergibt sich folgende Situation im Netzwerk.

3(3)




Wir fiihren jetzt folgende Operationen durch:
e RELABEL(c).
Dann ist dist(c) = 1.
e PuUsH(c,t) mit A =5.
Es ist nun e(c) = 2.
e PusH(c,d) mit A = 2.
Es ist nun e(c) = 0 und e(d) = 7.

Es ergibt sich folgende Situation im Netzwerk.

3(3)

Wir fithren jetzt folgende Operationen durch:
e RELABEL(d).
Dann ist dist(d) = 1.

e PusH(d,t) mit A = 6.
Es ist nun e(d) = 1.

e PusH(d,a) mit A = 1.
Es ist nun e(d) = 0 und e(a) = 1.

Es ergibt sich folgende Situation im Netzwerk.

3(3)

Wir fiithren jetzt folgende Operationen durch:

e PusH(a,t) mit A = 1.
Dann ist e(a) = 0.

Es ist kein weiterer Knoten aktiv, das heifit der Algorithmus terminiert, und die Endsituation
ist wie folgt.



Der resultierende Fluss f hat den Wert w(f) = 20. Setzt man nun fiir jede Kante §(e) :=
f(e) +i(e), so erhidlt man folgende giiltige Stromung in G.

3(3,5)
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