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Problem 1: Dynamisches Array (Amortisierte Analyse) (et xapitel 0.3 im skript]

Ein dynamisches Array wird zunéchst als leeres Array A der Linge [(A) = 0 initialisiert. Falls
INSERT (z) ein bereits volles Array A vorfindet, wird ein neues Array A’ mit doppelter Linge
angelegt und die bereits vorhandenen Elemente werden aus dem vorherigen Array in das neue Array
kopiert. SchlieBlich wird auch das eigentlich einzufiigende Element x nach A’ kopiert. Das Array
A’ hat dann also die Linge [(A") = 2 I(A) und enthélt [(A) + 1 Elemente. Falls nach DELETE (z)
das Array A nur noch zu maximal einem Viertel gefiillt ist, so wird ein neues Array A’ mit halber
Lénge angelegt und die iibrigen Elemente aus dem vorherigen Array werden in das neue Array
kopiert. Das Array A’ hat dann also die Lénge [(A") = | I(A)] und enthilt |1 [(4)] Elemente
(Hinweis: Da die Arrayldngen Zweierpotenzen sind, ist jede Lénge {(A) > 4 durch 4 teilbar). In allen
anderen Féllen wird x einfach mit konstanten Kosten eingefiigt bzw. geloscht. Geloschte Elemente
geben Platz frei, der durch Einfiigungen wieder gefiillt wird, bevor es zu einer Verdoppelung der
Arraylinge kommt. Eine entsprechende Speicherplatzverwaltung wird als gegeben vorausgesetzt.

Analysieren Sie die amortisierten Kosten einer Folge von INSERT (z) und DELETE (z). Setzen Sie
fiir das Kopieren eines Elements konstante Kosten voraus.

Losung. Analyse mit der Potentialmethode

Allgemeine Vorgehensweise:

e Analysiere Dynamik der gegebenen Struktur ...

e Definiere Potentialfunktion C : D; — C(D;) mit
C(D,,) > C(Dy) fiir beliebiges n. Dabei sei D; bzw. A; die Datenstruktur bzw. das Array nach
der i-ten Operation.

e Zeige, dass die amortisierten Kosten eine obere Schranke der tatsédchlichen Kosten sind
(also C(Dy) > C(Dy)).

e Zeige fiir jeden Operatiostyp, dass die amortisierte Kosten ¢; asymptodisch beschrinkt
(2.B. konstant) sind (falls i-te Operation vom jeweiligen Typ ist).

Analyse der Dynamik:

Das Array sei zu Beginn leer, d.h. Inhalt #(Ap) = 0, Lange [(Ap) = 0 und Fiillgrad a(Ap) = 1. Die
erste INSERT-Operation setzt [(A1) := 1 und fiigt das erste Element ein. Eine DELETE-Operation
bei Linge [(A;—1) = 2 und Inhalt #(A4;_1) = 1 loscht das eine vorhandene Element und setzt
I(A;) := 0 (statt I(A;) = 31(A;—1) = 1). Ist das Array exakt zur Halfte gefiillt, so befindet es sich
in einer Art Gleichgewicht. Vor einer Verdopplung miissen zuerst nochmaleinmal soviele Elemente
eingefiigt werden, wie schon enthalten sind. Diese konnen die Kopierkosten der schon beinhalteten
Elemente mittragen (mit konstantem Zusatzaufwand pro Element). Umgekehrt miissen vor einer
Verkiirzung zuerst die Hélfte der enthaltenen Elemente geloscht werden. Diese konnen ebenfalls die

Kopierkosten der noch iibrigen Elemente mittragen (mit konstantem Zusatzaufwand pro Element).



Daher sei das Potential im Gleichgewichtszustand gleich Null. Mit jedem eingefiigten Element
soll das Potential um mindestens 2 wachsen, damit die Kosten des Umkopierens doppelt so vieler
Elemente (wie im Gleichgewichtszustand enthalten) gedeckt sind. Mit jedem geloschten Element
soll das Potential um midestens 1 wachsen, damit die Kosten des Umkopierens von halbsovielen

Elementen (wie im Gleichgewichtszustand) gedeckt sind.

Definition der Potentialfunktion:

c(D;) = $UA) — #(4), fira<
T2 #A) - (4, fira >

D= D=

o Gleichgewichtszustand: a = % ~
C(Di—1) = 2#(Ai1) —1(Ai1)
1
= 2 B I(Ai—1) = l(A;i—1) =0

e INSERT bei Fiillgrad o > % aber ohne Umkopieren:
Inhalt des Arrays wéachst um 1, Lénge des Arrays bleibt gleich ~~

C(D;) = 2(#(Ai—1)+1)—1(4)
= 2#(Ai_1) — l(Ai_l) +2= C(Di_1) +2

Das Potential wichst also um 2.

e DELETE bei Fiillgrad a < % aber ohne Umkopieren:
Inhalt des Arrays schrumpft um 1, Linge des Arrays bleibt gleich ~~

C(D;) = -U(A)—(#(Aim1) — 1)

l(Ai_l) — #(Az—l) +1= C(Dz_l) +1

N =N =

Das Potential wichst also um 1.

e vor Insert mit Umkopieren: « =1 ~»

C(Di—1) = 2#(Aim1) —U(Ai-1)
= 2[(141_1) — l(Az—l) = Z(Az—l)

e vor Delete mit Umkopieren:
Inhalt des Arrays ist | 1(A4;—1)] + 1.

Fiir [(A;—1) > 4 ergibt dies einen Fiillgrad o < % und die Rundung wird hinfallig ~

C(Di—1) = SU(Aim1) — #(Ai1)

N =N

4

Obere Schranke:

e Dy ist Zustand vor erster Operation: Inhalt ist Null und Lénge ist Null, also C(Dgp) =0

e D, ist Zustand nach n-ter Operation: C(D,) > 0, da Potentialfunktion nicht negativ ist.

I(Ai—1) — (1 I(Ai-1) +1) = i [(Ai—1) —1



Damit C(D,,) > C(Dyp) ~» Amortisierte Kosten sind obere Schranke fiir tatséichliche Kosten.

Beschrinktheit amortisierter Kosten:
e INSERT ohne Umkopieren:

a(Ai—q) > %, a(A;) > 5, tritt nur auf fir [(4;-1) > 2:

N[

€]

c; + (C(Dz) —C(Difl)) =Z=c+2=1+4+2

= 3

o
A%

a(Ai1) < 3, a(4;) < 3, tritt nur auf fiir 1(A4;—1) > 8
¢ = ¢ +C(D;)—C(Dj-1)
= 1 (GUA) — #(A) — (A1)~ #(Ai)
= L g An) — # (A — 1 - 5 A + #(Ai)
= 0
a(Ais1) < 3, a(4;) =4, tritt nur auf fiir [(4,_1) > 4:
¢ = ¢ +C(D;)—C(Di—1)
= 1+ A — 1(4) — (5 (A1) — #(4i1)
— 142 % 1A — 1(Ay) — %Z(Ai) + %Z(Ai) 9
=0

e DELETE ohne Umkopieren:

a(Aim1) < 3, a(Ay) > 4, tritt nur auf fiir [(4;_1) > 8:

2)

& = g+ (C(Di)—C(Di1)) =ci+1=1+1

2

2
=
L

v
o
2
=
vV

%, tritt nur auf fiir {(A;—1) > L:

G = ¢+ C(Dz> — C(Di_l)
= 1+ (2#(A) = 1(A)) — 2#(Ai1) — (A1)
= 14+24(Ai—1) =2 —1(Ai1) — 2 #(Aim1) + (A1)
— 1

a(Ais1) = 5, a(4;) < 4, tritt nur auf fiir [(4;) > 4:
G = ¢ —I—C(Dl) — C(Dl',l)
= 1 (1A — #(A) — Q#(Ai 1) (4 1))

1 1 1
= 1+ 5 l(Alfl) — 5 l(Alfl) +1-—-2 5 l(Azfl) + l(Alfl)

= 2



e INSERT mit Umkopieren:

a(li—1) =1, a(A;) > %, tritt auf fiir [(A;—1) > 0:
¢ = ¢+ C(Dz) — C(Difl) (3:) c + C(Dl) — Z(Alfl)
= Ci+2l(Ai,1)+2*2Z(Ai,1)*l(Ai,1)
= l(AZ_1)+1+2—l(A1_1)
= 3

e DELETE mit Umkopieren:

alli—) < %, al4;) = %, tritt nur auf fir [(A;—1) > 4

1
¢ = ¢ —{—C(Dl) — C(Dz;l) (;4) C; —I—C(Dl) — Z Z(Alfl) +1

it (24(A) — 1(A)) — [ 1(Ai1) +1

1 1 1
- CZ+2ZZ(A’L—1) —§Z(AZ_1) - ZZ(AZ_1)+1
1 1
= Z(Ai_l)-i-l— zl(Ai_l)—i-l

4
= 2

Alle weiteren Fille fiir [(A;—1) < 4 ergeben ohnehin konstante amortisierte Kosten, da alle
Summanden < 8 sind.

= Insgesamt ergibt sich ein amortisierter Aufwand in O(1).

Lésung. Analyse mit der Buchungsmethode

Idee: Wenn das Array mit Lénge I(A4;_1) verdoppelt wird, so miissen zuvor mindestens I(A4;_1)/2
Elemente eingefiigt worden sein, die noch nie Umkopiert wurden. Diese Einfiigungen koénnen die
Kosten des Umkopierens nach der Verdopplung mittragen. Wenn das Array mit Lénge [(A;_1) hal-
biert wird, so miissen zuvor mindestens [(A;_1)/4 Elemente geloscht worden sein. Diese Loschungen
konnen die Kosten des Umkopierens nach der Halbierung mittragen.

Definiere die Kosten wie folgt:

tatsichliche Kosten amortisierte Kosten
INSERT(x) 1 3
Einfiigen von x Einfiigen von x

+ Umkopieren von x
+ Umkopieren eines schon
vorhandenen Elements in A
DELETE(x) 1 2
Loschen von x Loschen von x
+ Umkopieren eines noch

vorhandenen Elements in A
INSERT MIT UMKOPIEREN [(Ai—1) +1 3

DELETE MIT UMKOPIEREN |[1(Ai—1)/4) +1 2

Durch die Veranschlagung hoherer amortisierter Kosten im Vergleich zu den tatséchlichen Kosten
von INSERT wird vor einer Verdopplung ein Kredit von > (3 — 1)(I(A4;—1)/2) = l[(Ai—1) angehauft.



Damit reduzieren sich die tatséchlichen fiir INSERT MIT UMKOPIEREN zu [(A;_1)+1—1(A;—1) = 1.
Amortisiert erhoht sich dies zu 3, da INSERT MIT UMKOPIEREN dieselben amortisierten Kosten wie
INSERT haben soll.

Durch die Veranschlagung héherer amortisierter Kosten im Vergleich zu den tatséchlichen Kosten
von DELETE wird vor einer Halbierung ein Kredit von > (2 — 1)(I(Ai—1)/4) = 1(A;—1)/4 ange-
héuft. Damit reduzieren sich die tatséchlichen fiir DELETE MIT UMKOPIEREN zu |[(A;—1)| +1 —
[(Ai—1)/4 < 1. Amortisiert erhoht sich dies zu 2, da DELETE MIT UMKOPIEREN dieselben amorti-
sierten Kosten wie DELETE haben soll.

= Insgesamt ergibt sich ein amortisierter Aufwand in O(1).

Problem 2: Master-Theorem (Laufzeit rekursiver Funktionen) iver. kapitei 0.4.5 im skript]

Priifen Sie die Anwendbarkeit der beiden Master-Theorem-Versionen (Master-Theorem und seine
allgemeinere Form) auf die folgenden Rekurrenzgleichungen (auch Rekursionsgleichungen genannt):

() T(n) = 2T([n/2]) + 2 7(Pn/2]) + n?
(b) T(n) =7T(n/7) +n In(n)

Begriinden Sie Ihre Antwort.

Losung. zu (a)
Umformung der Rekurrenzgleichung zu 4 T'(n/2) + n?.

e Allgemeinere Form des Master-Theorems:

fln) = n2€O0®m) mitk=2>0

1
O0<o; = §<1 fuiri=1,...,4
4 2
1 1
2: ko _ _ _

i=1
= Fall (ii) anwendbar: T'(n) € ©(n?log(n))

e Master-Theorem:

a = 4>1
b = 2>1
loga(4) = 2
f(n) = n*e€0n?) =0(n")

= Fall (ii) anwendbar: T(n) € ©(n%log(n))



Losung. zu (b)

e Master-Theorem:

a = 7>1
b = 7>1
log7(7) = 1
f(n) = nln(n) ¢ O(n) = O(NM),  Fall (ii)
f(n) = nln(n) ¢ O(n'=¢) =0@"M=¢) Ve >0, daln(n)¢ O(1/n),

Fall (iii), (vgl. Abbildung)
f(n) = nlnn) ¢ Qn'T) = Q070+ ve>0, daln(n) ¢ Qnc),
Fall (i), (vgl. Abbildung)

In(n)

§ n 0 20 40 do s
(a) zu Fall (iii). (b) zu Fall (i).

= Master-Theorem nicht anwendbar!
e Allgemeinere Form des Master-Theorems:
f(n) = nin(n)¢O®NF) VE>0, daln(n)¢ Qn)

= Allgemeinere Form des Master-Theorems nicht anwendbar!

Problem 3: Biniire Suche (Laufzeit rekursiver Funktionen) re. xapitel 0.4.5 im siript]

Gegeben sei eine sortierte Sequenz A := (ai,...,a,) von n Elementen. Die Bindre Suche sucht
nun nach einem Element z in A, indem sie z mit dem mittleren Element in A vergleicht und so
entscheidet, ob und wenn ja in welcher Hilfte die Suche rekursiv fortgesetzt wird.

Modellieren Sie die Bin&re Suche in Pseudocode und erstellen Sie die zugehorige Rekurrenzglei-
chung. Bestimmen Sie eine asymptotisch scharfe obere und eine asymptotisch scharfe untere Schran-
ke der Laufzeit.

Losung. Die Sortierungsrichtung der Sequenz ist in der Aufgabenstellung nicht vorgege-
ben. Der hier vorgestellte Pseudocode setzt eine aufsteigende Sortierung der Werte voraus.



Algorithmus 1 : BINARSUCHE(A[L...n|, z)

1 Ausgabe Sequenzinder von x bzw. —1 falls x nicht enthalten ist
2 Wenn n =1 UND z # A[l]
3 ‘ return —1 // Abbruchkriterium
4 sonst
5 Wenn z = A[|n/2]]
6 ‘ return |n/2] // Abbruchkriterium
7 sonst
8 Wenn z < A[|n/2]]

// Aufsteigende Sortierung
9 BINARSUCHE(A[L... |n/2] —1],z) // Rekursionsaufruf
10 sonst
11 L BINARSUCHE(A[|n/2| +1...n],z) // Rekursionsaufruf

e Rekurrenzgleichung: 7'(n) = T(n/2) + f(n) mit f(n) konstant
e Allgemeinere From des Mastertheorems:

f(n) € ©(1)=0m) mitk=0>0

O0<a =

()" =

= Fall (ii) anwendbar: T'(n) € ©(n%log(n)) = O(log(n))
Damit ist Q(log(n)) ist eine asymptotisch scharfe untere und O(log(n)) eine asymptotisch
scharfe obere Schranke.

§<
1

Problem 4: Pfad aus Superknoten (Union-Find) ive. kapite 1.1 und 1.2 im Skript]

Gegeben sei ein Baum 7" mit n Knoten und ein Knotenpaar {u, v}. Schreiben Sie einen Algorithmus
in Pseudocode, der den (eindeutigen) Pfad zwischen v und v in 7' berechnet und fiir jeden Pfad-
knoten p; die Teilbdume mit Wurzel p; kontrahiert (siehe untenstehende Abbildung). Benutzen Sie
dazu eine modifizierte Tiefensuche. Speichern Sie besuchte Knoten in einer Union-Find-Struktur,
in der Knotenmengen vereinigt werden, die zu Teilbdumen des selben Pfadknotens gehoren.
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(a) Pfadknoten mit Teilbdumen (b) Knotenmengen nach Kontraktion der Teilbdume.



Losung. Idee: Verwende eine rekursive, modifizierte Tiefensuche. Starte bei Knoten u. Durch-
suche alle Unterbdume des aktuell betrachteten Knotens danach, ob sie v enthalten. Speichere alle
besuchten Knoten in der Pfadliste. Falls v im Unterbaum nicht gefunden wird, 16sche die Knoten des
Unterbaums wieder aus der Pfadliste und kontrahiere den Unterbaum, d.h. vereinige die Knoten-
menge des Unterbaums mit dem aktuell betrachteten Knoten (Die Union-Find-Struktur speichert
zu Beginn jeden Knoten des Baumes als einelementige Menge). Die Tiefensuche sucht den kom-
pletten Baum ab (auch wenn v bereits gefunden ist), denn die Unterbdume von v miissen ebenfalls
kontrahiert werden.

Bemerkung:

Pfad-Liste ist gobal.

Union-Find-Struktur ist global, speichert zu Beginn jeden Knoten des Baumes als einelementige
Menge.

Algorithmus 2 : GETPATHANDSUPERNODES(u, v, T')

Seiteneffekt Pfad als Liste, Superknoten als Union-Find
markiere u als besucht
hénge u an Pfad an
Wenn u = v
‘ Vereinige alle Knoten - fertig!
sonst
L DFS-pATH(u,v,T') // durchsuche UBs von u

i =R VU VI

Rekursiver Teil des Pseudocodes
Algorithmus 3 : DFS-PATH(r, v, T)

1 Ausgabe GEFUNDEN als Boolsche Variable

2 GEFUNDEN <« FALSE // vor Abstieg in UBs von r
3 solange r noch unmarkierten Nachbarn s hat tue

4 INUNTERBAUMGEFUNDEN <« FALSE // vor Abst. in UBs von s
5 markiere s

6 hénge s an Pfad an

7 Wenn s =v

8 | GEFUNDEN < TRUE // weitersuchen fiir Kontaktion
9 INUNTERBAUMGEFUNDEN = DFS-PATH(s, v, T) // Abstieg von s
10 Wenn INUNTERBAUMGEFUNDEN

11 L GEFUNDEN <« TRUE // UBs von s sind UBs von r
12 Wenn nicht INUNTERBAUMGEFUNDEN und nicht GEFUNDEN

13 Losche letztes Element aus Pfad // Aufstieg von s nach r
14 L UNION(FIND(r), FIND(s))

15 return GEFUNDEN

Problem 5: Heap-Varianten (Heap-Datenstruktur) v xapiel 1.3 im skeipt]

(a) Die klassische Heap-Eigenschaft A[Vorgéinger[i]] > A[i] kann auch als Max-Heap-Eigenschaft
bezeichnet werden. Der klassische Heap wird somit zu einem Max-Heap. Wie sieht konsequen-
terweise die Heap-Eigenschaft eines Min-Heaps aus?

(b) Sei A ein Max-Heap (gespeichert in einem Array) und A’ enthalte die Elemente aus A in
umgekehrter Reihenfolge. Ist A’ ein Min-Heap? Begriinden Sie Thre Antwort.

(c) Ergénzen Sie an untenstehendem Heap A (Max-Heap in Baumform) die zugehorigen Array-



Indizes. Wenden Sie DELETE (4,2) an, indem Sie die einzelnen Zusténde, die der Baum
durchlauft, darstellen.

Losung.

(a) Min-Heap-Eigenschaft: A[Vorginger[i]] < Ali]

(b) Min-Heap durch Umkehrung? Antwort: Nein! (siche Gegenbeispiel)

(c) Array-Indizes und Anwendung von Delete (A, 2):
Beachte: Indizierung beginnt mit 1 (nicht mit 0). DELETE (A, i) hat als Parameter i den Index
(nicht den Wert) des Knotens.

(a) HEAPIFY (A, 4).




	1 Dynamisches Array (Amortisierte Analyse) [vgl. Kapitel 0.3 im Skript]
	2 Master-Theorem (Laufzeit rekursiver Funktionen) [vgl. Kapitel 0.4.5 im Skript]
	3 Binäre Suche (Laufzeit rekursiver Funktionen) [vgl. Kapitel 0.4.5 im Skript]
	4 Pfad aus Superknoten (Union-Find) [vgl. Kapitel 1.1 und 1.2 im Skript]
	5 Heap-Varianten (Heap-Datenstruktur) [vgl. Kapitel 1.3 im Skript]

