Karlsruhe Institute of Technology LehI’Stuhl PI'Of. Dr. D. Wagner

\“(IT Institut fiir Theoretische Informatik
—\

Ferien-Ubungsblatt 8
Vorlesung Algorithmentechnik im WS 09/10

Ausgabe 4. Februar 2010
Abgabe keine

Problem 1: Probabilistische Komplexitatsklassen (ve. xapiter 8 im skript] o

Studieren Sie die Komplexitéitsklassen aus Kapitel 8 im Skript.

(a) Zeigen Sie: Fiir jedes Polynom ¢(n) > 1 kann man in der Definition von RP anstelle von 1/2
auch 1 — 279" eingetzen, also Fehlerwahrscheinlichkeit 279" statt 1 /2 fordern, ohne an der
Klasse was zu &ndern.

Die Klasse co-RP enthélt die Entscheidungsprobleme II fiir die es einen polynomiellen, randomi-
sierten Algorithmus A gibt, so dass fiir alle Instanzen Z von II gilt:

T € Y — Pr[A(Z) ist “Nein”] = 0
T ¢ Yn — Pr[A(Z) ist “Nein”] > 1/2

Die Klasse ZPP (zero-error probabilistic polyn.-time) ist definiert durch ZPP := RP Nco — RP.

(b) Welche Art von Algorithmen sind in ZPP enthalten? Begriinden Sie Thre Antwort.

(¢) Zu einem Problem II sei A ein RP-Algorithmus und A ein co-RP-Algorithmus wobei A und
A jeweils Laufzeit p(n) haben. Geben Sie fiir II einen ZPP-Algorithmus A’ an, der A und A
verwendet. Geben Sie weiterhin die erwartete Laufzeit von A’ an.

Hinweis: Es gilt 2 — Ef:o 270 = (k+2)27*.

Problem 2: Vergleich von Wortern (vel. xapitel s im skript] wox

In dieser Aufgabe widmen wir uns folgender Problemstellung. Gegeben seien zwei Bitfolgen a1 - - - a,,
und by - - - by, von denen wir uns vorstellen, dass sie an verschiedenen Orten vorliegen. Méchte man
nun iiberpriifen, ob die Bitfolgen identisch sind, so lédsst sich das natiirlich bewerkstelligen, indem
man alle n Bits von einem Ort zum anderen iibertrigt. Der Monte-Carlo-Algorithmus 1 bendétigt
dafiir jedoch bloB ©(logn) Bits. Eine Bitfolge a; - - - a, kann auf natiirliche Weise als eine Zahl
a:= Z?Zl a;2"~" interpretiert werden.

(a) Beschreiben Sie, wie Sie Algorithmus 1 dazu benutzen kénnen um {iber die Distanz zu iiber-
priifen ob ay - - - a,, = by - - - by, ist. Was miissen Sie dazu iibertragen? Zeigen Sie, dass die Anzahl
iibertragener Bits in O(logn) liegt.

(b) Zeigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeit, dass Algorithmus 1 ein falsches Ergebnis liefert in
O(1/n) liegt. Benutzen Sie dafiir die folgenden beiden Resultate:



Algorithmus 1 : Uberpriife ob Bitfolgen gleich sind

[uny

Eingabe : Bitfolgen aq - --a, und by -- - b,
Ausgabe : Entscheidung ob Bitfolgen gleich sind
p « (Primzahl, zufllig gleichverteilt aus denen kleiner oder gleich n?logn? gewihlt)

2 a4y a2t
3 b«— Z?:l biQiil
4 Wenna modp=5b mod p
5 ‘ return ja
6 sonst
7 L return nein
Satz 2.1 (Chebyshew). Fir die Anzahl p(n) der Primzahlen kleiner oder gleich n gilt
ZL < ( ) < gi
8lnn S = 8lnn
Es ist also p(n) € ©(n/Inn).
Satz 2.2. Die Anzahl k verschiedener Primteiler einer Zahl m < 2" ist hochstens n.
Problem 3: Line-Shooting Problem (va1. kapitel 10 im Skript] e

Gegeben sind n Punkte P C R? (|P| < o) in der Ebene mit p; := (4, y;) fiir alle p; € P sowie eine
Zahl k € N. Gefragt ist nun ob es eine Menge L von k Geraden gibt so, dass die Geraden [; € L
alle Punkte p; € P iiberdecken — das heift fiir jeden Punkt p; € P eine Gerade [; € L existiert so,
dass p; € ;. Eine Instanz des Line-Shooting Problems ist dann durch Z := (P, k) gegeben.

I3

(a) Ja-Instanz Z = (P, 4). (b) Lésung von Z mit 4 Geraden.

Abbildung 1: Beispiel fiir eine Instanz Z = (P, k) des Line-Shooting Problems mit gegebener Punktemenge P

(a)

und k = 4. Eine zul3ssige Lsung ist in Abbildung (b) dargestellt.

Beweisen Sie, dass das Line-Shooting Problem FPT beziiglich k ist. Geben Sie dazu einen
Algorithmus mit beschrénkter Suchbaumtiefe an, der eine Instanz (P, k) exakt 16st. Dabei soll
die Suchbaumtiefe und der Verzweigungsgrad polynomiell in k&, und der Aufwand pro Knoten
polynomiell in |P| =: n sein. Analysieren Sie die Laufzeit IThres Algorithmus im O-Kalkiil.

Hinweis: Verwalten Sie in jedem Baumknoten k Bins, die maximal zwei Punkte aufnehmen
konnen (und damit ggf. eine Gerade definieren). Ein Suchbaum der Héhe O(k) geniigt.

Argumentieren Sie, warum beziiglich der Punktemenge P aus Abbildung la die Instanz 7 =
(P, 3) eine Nein-Instanz des Problems ist.

Gegeben sei eine Instanz 7 = (P, k) des Line-Shooting Problems mit n = |P|. Geben Sie ein
Algorithmus zur Kernbildung von Z an, der die Instanz Z auf eine Instanz Z’ reduziert, so dass
|Z'| polynomiell in k ist. Beweisen Sie die Korrektheit der Transformation und geben Sie die
Gesamtlaufzeit zur Losung von Z mit Threm Verfahren an. Ist Ihr Verfahren effizienter, als das
aus Aufgabe (a)?
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