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Clustering

Definition

Definition
Sei G = (V/, E) ein ungerichteter, einfacher Graph. Ein

Clusterung C = (Cy, ..., Ci) ist eine Partition der Knotenmenge in
nicht-leere, disjunkte Teilmengen, d.h.:

k
V=HG und G#0firi<i<k
i=1

Eine Kante e = {u, v} € E heisst Intra-Clusterkante, falls die beide
Knoten u, v in der gleichen Teilmenge C; liegen und sonst
Inter-Clusterkante.
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Clustering

Notation

> E(V’, V") Menge aller Kanten (u,v) € E mit u € V' und
veVv”

> ungerichteter Fall: E(V/, V") = E(V', V"YU E(V", V)
> E(C)=E(CG,G)W-- W E(Ck, Ck) Menge aller
Intra-Clusterkanten
> E(C) = E \ E(C) Menge aller Inter-Clusterkanten
> G[C] := (G, E(C;, G)) von Cj-induzierte Teilgraph
Falls k = 1, dann heiBt C 1-Clusterung.

Falls k = n, dann heiBt C singeltons.
Falls kK = 2, dann wird C auch Schnitt genannt.
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Clustering

Alternative Darstellung als Aquivalenzrelation

Lemma

Sei G = (V, E) ein beliebiger Graph mit n > 1. Jede Clusterung C
kann eindeutig durch die Aquivalenzrelation

ur~cv: <—=3d4CeC:uveC

beschrieben werden und die Cluster C; entsprechen genau den
Aquivalenzklassen. Ebenso kann jede Aquivalenzrelation iiber V
kann als Clusterung aufgefasst werden.
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Clustering

Lemma

Lemma

Sei G = (V, E) ein Graph, dann ist die Relation, die durch E
reprasentiert wird, genau dann eine Aquivalenzrelation, wenn G die
disjunkte Vereinigung von vollstandigen Teilgraphen ist.

Definition: Graphen, deren Kantenmenge eine Aquivalenzrelation
darstellt, nennt man auch Clustergraphen.
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Editierdistanz

Definition
Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Menge E” C (‘2/) von
Knotenpaaren wird Kantenkorrektur genannt, falls G’ = (V, E')
mit

E':= EAE" .= (EUE")\ (EN E")
ein Clustergraph ist. Die Kardinalitit von E” wird KorrekturgroBe

genannt. Die Editierdistanz von G ist die kleinste mogliche
KorrekturgroBe.
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Clustering

Editierdistanz: Eigenschaften

> Die Editierdistanz kann als minimale Anzahl von
Kanteneinfiige- und Kantenldsungsoperationen angesehen
werden, um den Graphen in einen Clustergraphen
umzuwandeln.

> Die maximale KorrekturgroBe ist (;’)

> Die obere Schranke fiir die Editierdistanz ist
min(E] - 1, (2) — | E]).
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Clustering

Varianten

Definition

Sei G = (V/, E) ein Graph. Eine Kantenkorrektur E’ C E wird als
Kantenreduktionsmenge und eine Kantenkorrektur E” N E = ()
wird als Kantenerweiterungsmenge bezeichnet.

Die Lésch-Editierdistanz ist die minimale KorrekturgroBe von
Kantenreduktionsmengen und die Hinzufiige-Editierdistanz ist die
minimale KorrekturgroBe von Kantenerweiterungsmengen.
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Clustering

Komplexitat

Satz

Das Problem zu einem gegebenen Graphen G = (V, E) zu
entscheiden, ob es eine Kantenerweiterungsmenge der GréBe
hochstens K gibt, ist polynomiell 16sbar.

Erweitert man das Problem, um die Nebenbedingung, dass
hochstens k Clusters vorkommen diirfen, so ist es fiir festes k
immer noch polynomiell I6sbar.
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Clustering

Komplexitat Il

Satz

Das Problem zu einem gegebenen Graphen G = (V, E) zu
entscheiden, ob es eine Kantenreduktionsmenge gibt, die
hochstens K Elemente enthdlt (und den Graphen in mindestens
drei Cluster aufspaltet), ist N'P-vollstindig.

Anmerkung: Es gibt eine Konstante & > 0, so dass es NP-schwer
ist das obige, allgemeine Entscheidungsproblem mit einem Faktor
von 1+ € zu approximieren.
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Clustering

Komplexitat 111

Satz

Das Problem zu einem gegebenen Graphen G = (V, E) zu
entscheiden, ob es eine Kantenkorrekturmenge gibt, die
héchstens K Elemente enthilt, ist NP-vollstindig.

Beweis: Reduktion auf 3-Exact 3-Cover
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3-Exact 3-Cover

Problem

Gegeben sei eine Menge C von 3-Tupeln iiber einer

Menge U = {us,...,u3,} von Elementen, so dass jedes Elemente
von U in hochstens 3 der 3-Tupeln auftritt. Bestimme, falls
moglich, eine Teilmenge /| C C der GroBe n, die U iiberdeckt.

3-Exact 3-Cover ist N'P-vollstindig. (Garey&Johnson, 1979, SP2)
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