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> |CPC-Praktikum
> Auswertung Befragung

> Fragestunde

> Letzte Ubung am Donnerstag, den 12.02.09
> Fragen per Mail an Reinhard (rbauer@ira.uka.de)
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Aufgabe 1
Aufgabe (Algorithmus von De Pina)

(a) Fiihren Sie den Algorithmus von De Pina (algebraische
Version) auf dem folgenden Graphen aus.
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Algorithmus von De Pina

> Algorithmus zur Berechnung einer Kreisbasis minimalen

Gewichts
> betrachte Spannbaum (spannenden Wald) T
> seien E' :={ey,..., ey} Nichtbaumkanten

> sei C; Fundamentalkreis zu e; € E’
> jeder Kreis |38t sich als Vektor iiber {0, 1}V darstellen

> Rekonstruktion des vollstindigen Kreisvektors aus Vektor
v € {0,1}V:

N
v = @ v; G
i=1

> Beispiel: vV =(1,0,1,1) ~»v=CG® GG
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Algorithmus von De Pina

> seien X,Y,Z c {0, 1}N
> betrachte Bilinearform

N
(X,Y):=)_X;-Y; iiber GF(2)
i=1
= (XY, Z)=(X,2)+(Y,2)
> (X, Y) =0 orthogonal

> (X,Y)=1 X und Y haben ungerade Anzahl Kanten
gemeinsam
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Algorithmus von De Pina
iterative Berechnung
> sei (q,...,C; partielle Basis

> berechne S (Zeuge) orthogonal zu Gy, ..., ,
dh. (S,C)=0 j=1,...i

> berechne Kreis C minimalen Gewichts mit (S, C) =1, d.h. C
hat ungerade Anzahl von Kanten aus S

= C linear unabhingig von C,..., G

Kiirzesten Kreis mit ungerader Anzahl Kanten aus S berechnen

> |asst sich auf Kiirzeste-Wege-Suche in geeignetem Graph
reduzieren, siehe Beispiel
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Aufgabe 1
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Aufgabe 1
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Aufgabe 1
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Aufgabe 1
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Algorithmus 1 : Algorithmus von De Pina algebraisch

Eingabe : Graph G = (V,E)
Ausgabe : MCB von G
1 fir i =1 bis N tue
2 L 5,' — {e;}
3 fiir k =1 bis N tue
4 Finde einen kiirzesten Kreis Cx mit (Cy, Sk) =1
5 fiir i = k+1 bis N tue
6 wenn (Cy, S;) = 1 dann
7 | Si—Si® Sk

8 Ausgabe ist: {Cy,..., Cn}
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Aufgabe 1

> Jeder Kreis hat mindestens 5 Kanten.
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Aufgabe 1

— S ={es}

Sy = {es}
S3 = {en}
Sy ={e1s}
S5 ={e1a}
So = {e1s}

> Jeder Kreis hat mindestens 5 Kanten.
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Aufgabe 1

— S ={ea}

Sy = {es}
S3 = {en}
Sy ={eis}
S5 ={e1}
So = {e1s}
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Aufgabe 1

Sy ={ea}
> S ={es}
S3 = {en}
Sy ={e1s}
S5 ={e1a}
So = {e1s}

/
/
/
—
—

> Jeder Kreis hat mindestens 5 Kanten.
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Aufgabe 1

Sy ={ea}
- S = {Cﬁ}
S3 = {en}
Sy = {e1s}
S5 = {e1}
So = {e1s}

/
//
—
—
> Jeder Kreis hat mindestens 5 Kanten.
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Aufgabe 1

Sy ={ea}
Sy = {es}
— S3={en}
Sy ={e1s}
S5 ={e1a}
So = {e1s}

> Jeder Kreis hat mindestens 5 Kanten.
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Aufgabe 1

D

> Jeder Kreis hat mindestens 5 Kanten.

S1={ea}
Sz = {es}
> S3={en}
Sy = {6’1:;}
S5 = {ers}
Se = {615}
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Aufgabe 1

Sy ={ea}
Sy = {es}
S3 = {en}
— Sy ={eis}
S5 ={e1a}
So = {e1s}
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Aufgabe 1

S1={es}
Sz = {es}
S3 = {en}
- Sy = {E’l:s}

4} @Sy = {e1s, e1a}

6 = 1615

> Jeder Kreis hat mindestens 5 Kanten.
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Aufgabe 1

Sy ={ea}
Sy = {es}
S3 = {en}
Sy ={e1s}
— S5 ={ews} ©51={es e}
So = {e1s}

> Jeder Kreis hat mindestens 5 Kanten.
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Aufgabe 1

S1={es}
Sy = {es}
S3 = {en}
Sy ={e1s}
—> 85 ={en} S8 = {er ens}
So = {e1s}

Algorithmik |

Universitat Karlsru
Forschungsunivers tindet 1825

r theoretische Informatik



Aufgabe 1

Sy ={ea}
Sy = {es}
S3 = {en}
Sy ={e1s}

Ss = {ews} @Sy = {e1s,e14}
— 5o ={eis}

> Jeder Kreis hat mindestens 5 Kanten.
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Aufgabe 1

S1={es}
Sy = {es}
Sy = {enn}
Sy ={e1s}

S5 = {e1a} ©S4 = {e1s,ena}
—> S ={eis}
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Aufgabe 1
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Aufgabe 1
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Aufgabe 1
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Aufgabe 1
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Funktioniert De Pina auch mit Negativen Gewichten?

Wo wird Nicht-Negativitat ausgenutzt?
> Suche nach kiirzestem Kreis mit ungerader Anzahl von
Kanten aus S; wird auf Kiirzeste-Wege-Suche reduziert

> funktioniert nur, wenn es keine Kreise mit negativem Gewicht
gibt
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Kurze Wiederholung: Lineare Programmierung

> Standardform fiir Maximierungsprobleme
> Standardform fiir Minimierungsprobleme
> Slackform

> Uberfiihrung in Standardform

> Dualitat

> Komplexitat

> Simplex (Very Tiny Nutshell)
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Standardform fiir (I)LPs
(Maximierungsproblem)

> A= (a) ER™", x=(x),b=(b) €R™, c = (q) € R”

> Zielfunktion: ¢”x

n
maximiere g G Xj = cTx
i=1

> Nebenbedingungen: Ax < b

n
Za,-jxjgb,- (i:l,...
Jj=1

> Nicht-Negativitatsbedingungen: x > 0

Py | xj >0 (i=1,...
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Standardform fiir (I)LPs
(Minimierungsproblem)

> A= (a) ER™", x=(x),b=(b) €R™, c = (q) € R”

> Zielfunktion: ¢”x

n
minimiere E G Xj = cTx
i=1

> Nebenbedingungen: Ax > b

n
Za,-jszb,- (i:1,...
Jj=1

> Nicht-Negativitatsbedingungen: x > 0

Py | xj >0 (i=1,...
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Slack-Form fiir (I)LPs (Maximierungsproblem)

> A= (a,J) S ]Rmxn7 X = (X,'), b= (b,) eR™ c= (C,') e R"
> Zielfunktion: ¢’ x

n

maximiere g CiXj = cTx

i=1
> Nebenbedingungen: Ax = b

n
Za,’ij:b,' (i:].,...,m)
j=1
> Nicht-Negativitatsbedingungen: x > 0

x; >0 (i=1,...n)
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Standardformen (Ubersicht)

Maximierung - maxc'x, Ax < b, x >0
Minimierung :minc’ x, Ax > b, x >0

Slackform :maxc’x, Ax=b, x >0

Algorithmik | Universitat Karlsru
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Standardform fiir (I)LPs

Uberfiihrung in Standardform (Maximierungsproblem)

T T

> Minimierungsproblem: miniere ¢’ x ~» maximiere —c' x
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Standardform fiir (1)LPs

Uberfiihrung in Standardform (Maximierungsproblem)

> Minimierungsproblem: miniere ¢’ x ~» maximiere —c ' x

> Variablen ohne Nicht-Negativitdtsbedingung ~~ ersetze jedes
Vorkommen von x durch x’ — x” fiir zwei Variablen x’ >0
und x” >0

gegriindet 1825



Standardform fiir (1)LPs

Uberfiihrung in Standardform (Maximierungsproblem)

T T

> Minimierungsproblem: miniere ¢’ x ~» maximiere —c' x

> Variablen ohne Nicht-Negativitdtsbedingung ~~ ersetze jedes
Vorkommen von x durch x’ — x” fiir zwei Variablen x’ >0
und x” >0

> Nebenbedingung der Form Z}’Zl ajjxj > bj ~»
—2j-1 5% < —bi

Universitat Karlsruhe (TH)
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Standardform fiir (1)LPs

Uberfiihrung in Standardform (Maximierungsproblem)

> Minimierungsproblem: miniere ¢’ x ~» maximiere —c ' x

> Variablen ohne Nicht-Negativitdtsbedingung ~~ ersetze jedes
Vorkommen von x durch x’ — x” fiir zwei Variablen x’ >0

und x” >0
> Nebenbedingung der Form Z}’Zl ajjxj > bj ~»
- _] 1 9% < —b;i

> Nebenbedingung mit Gleichheit ZJ 1 @jjXj = bj ~» neue
Ungleichungen >-7_; ajx; < bj und — "7, ajix; < —b;

B | ohrstuhl fiir Algorithmik | Universitdt Karlsruhe (TH)
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Dualitat

n
Primales LP: minimiere g cixi =c' x
i=1

n
> ajx; = by
j=1

x>0

n
Duales LP: maximiere Zy,-b,- =yTb

i=1
m
ZYIaij <G
i=1

dhl yi=0

Algorithmik | Universitat Karlsru
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Dualitat

Schwacher Dualitits-Satz

Sei P primales LP zu einem Minimierungsproblem mit dualem LP
D. Sei x zul3ssige Losung fiir P und y zul3ssige Losung fiir D, d.h.
Ax > b (x>0)und yTA<cT (y >0). Dann gilt

yTh<cTx
d.h. y liefert eine untere Schranke fiir den Optimalwert von P.

Anwendung: Primal-Duales Schema fiir Approximationsalgorithmen

Lehrstuhl fiir Algorithmik | Universitdt Karlsruhe (TH)
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Komplexitat

LP

> Simplex-Algorithmus: kann exponentielle Laufzeit haben,
trotzdem meist Algorithmus der Wahl

> Ellipsoid-Methode: polynomiell
> Innere-Punkte-Methode: polynomiell

ILP

> NP-schwere Variante
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Simplex (Very Tiny Nutshell)

> Lineares Programm

T2
A
max CTX

Ax < b
x>0

r Algorithmik | Universitdt Karlsruhe (TH)
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Simplex (Very Tiny Nutshell)

> Lineares Programm

e T
- Ty, maxc
max ¢’ x
Ax < b /
x>0

r Algorithmik | Universitdt Karlsruhe (TH)
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Simplex (Very Tiny Nutshell)

> Lineares Programm

max CTX

Ax < b
x>0

r Algorithmik |

(%)

%

maxc ,‘T.’I?

Az <D

Universitdt Karlsruhe (TH)
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Simplex (Very Tiny Nutshell)

> Lineares Programm

T9 max ¢’z

max CTX

Ax < b
x>0

Az <D

r Algorithmik | Universitdt Karlsruhe (TH)
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Simplex (Very Tiny Nutshell)

> Lineares Programm

T9 max ¢’z

max CTX

Ax < b
x>0

Az <D

> Eckentausch
= GauB-Schritt in \ T
Matrix

Algorithmik | Universitat Karlsru
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Simplex (Very Tiny Nutshell)

> Lineares Programm
max (JTII/'

T N
Az <D

max ¢’ x
Ax < b
x>0

> Eckentausch
= GauB-Schritt in
Matrix
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Simplex (Very Tiny Nutshell)

> Lineares Programm

max CTX

Ax < b
x>0

> Eckentausch
= GauB-Schritt in
Matrix

T2

maxc ,‘T.’I?

Az <D
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Simplex (Very Tiny Nutshell)

> Lineares Programm .

T9 max ¢’z >

max CTX

Ax < b
x>0

Az <D

> Eckentausch

= GauB-Schritt in T
Matrix
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r theoretische Informatik Forschungsunivers tindet 1825




Aufgabe 3

Aufgabe (Euklidischer Handlungsreisender)

> Gegeben: n Punkte P = {p1, ..., pn} mit Koordinaten (x;, y;)
in der Ebene

> Gesucht: kiirzeste Rundtour, die jeden Punkt mindestens
einmal besucht

> Abstandsmal ist euklidische Distanz

> Modellieren Sie dieses Probem als (ggf.) ganzzahliges lineares
Programm.
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Aufgabe 3

bindre Variable
xj € {0,1} Vi,je{l,...,n}
Interpretation:
xjj = 1 < pj ist Nachfolger von p;

Zielfunktion:

n n
min E E d,:,'X,j

i=1 j=1

Algorithmik | Universitat Karlsru
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Aufgabe 3

jeder Punkt hat genau einen Nachfolger:

n
Zx,-jzl Vie{l,...,n}
j=1

jeder Punkt hat genau einen Vorganger

n
ZX,-J-:l Vjie{l,...,n}
i=1

keine reflexiven Kanten, denn diese sind wegen d;; = 0 kostenlos
xji =10 ViE{l,...,n}
keine Subzyklen

DY =1 VS C{l,...,n},S#0
Py | i€eS j¢s

="- Lehrstuhl fiir Algorithmik | Universitdt Karlsruhe (TH)
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Aufgabe 3

Problem: “keine Subzyklen” erfordert in dieser Formulierung 2" — 2
Nebenbedingungen

D) xi>1 VSC{l,...,n},S#0

i€S j¢s
Bessere Formulierung: Ganzzahlige Variable (Nummer des Punktes)

uie{l,...,n—1} Vie{l,...,n—1}
ui—uj+nx;<n-—1 Vi,je{l,....,n=1}, i #j

Interpretation: Falls p; Nachfolger von p; ist (xjj = 1), so ist
uj < uj). Sonst ist Ungleichung trivialerweise erfiillt.

& B | sty fiir Algorithmik | Universitdt Karlsruhe (TH)
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Aufgabe 4
Gegeben

> m Nahrstoffe 1,..., m

> n Produkte 1,....n

> b; Bedarf an Nahrungsmittel / (i =1,..., m)

> ¢; Kosten pro Einheit des Produktes j (j =1,...,n)

> aj; Anteil des Nahrstoffes i am Produkt j
(i=1,....m, j=1,...,n)

Gesucht

> x; Menge des Produktes i (i = 1,...,n), so dass
Gesamtkosten minimal sind

MR | s fiir Algorithmik | Universitdt Karlsruhe (TH)
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Primales/Duales Programm

n
Primales LP: minimiere g CiXi=¢C' X
i=1

n
Za,-jszb,- (i:].,...
Jj=1

xi >0 (i=1,...

Duales LP: maximiere Zy,—b,- =yTb
i=1

m
Zy;a;jgcj (j: e
i=1




>
>

Interpretation Duales Programm

Duales LP: maximiere Zy;b; =yTb
i=1

m
ZYiaijSCJ' G=1,...,n)
i=1

yi>0 (i=1,...,m)

Idee: Nahrstoffe sind “Zutaten” fiir Produkte

ajj beschreibt, wie viele Einheiten der Zutat / man fir ein
Produkt j bendtigt

¢j ist maximaler Preis des Produktes j
y; ist der Preis einer Zutat
maximiert wird dann der Preis fiir den Tagesbedarf von Fogg
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Aufgabe 2

Aufgabe (Flussnetzwerke und Linear Programmierung)
Fiir das folgende Flussnetzwerk seien die Kantenkapazititen
c(e1) :=1, c(e2) :=2 und c(e3) := 3 gegeben.

v
[ )

(a) Stellen Sie das Maximalflussproblem fiir dieses Netzwerk als
lineares Programm dar und bringen Sie es anschlieBend in die
in der Vorlesung definierte Standardform.

et 1825



Lineares Programm

> maximiere e; + €3
> Nebenbedingungen fiir Kapazitit: e < 1,e <2,e3 <3

> Nebenbedingungen fiir Flusserhaltung: e; = e ~> e —ex =0
~e—e<0e—-—e>0we —e<0 e—e<0

> Nicht-Negativitdtsbedingungen: e; > 0, e > 0, e3 >0

& SR fiir Algorithmik | Universitdt Karlsruhe (TH)
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Matrix-Form
> maximiere e; + e3 mit

e1§1
62§2
e3§3
e1—e <0
—e1+e <0
1 00 1
0 10 1 2
A=| o 01|, e=[0], b=]3
1 -1 0 1 0
-1 10 0

Universitdt Karlsruhe (TH)
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Aufgabe 2

(b) Stellen sie das durch die Kapazititsbedingungen gegebene
konvexe Polyeder sowie die durch die
Flusserhaltungsbedingungen gegebene Hyperebene graphisch
dar. Ist das Lésungspolyeder beschrankt?
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- Aufgabe 2

71 maxe; +e3  mit
e1 <1
e <2
e3<3

30 e1—e =0

Lehrstuhl fiir Algorithmik | Universitdt Karlsruhe (TH)
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- Aufgabe 2

v
L
2 el )
L] > e
» A S €3 t
O """"" > . .
1 1 maxe; +e€3 mit
elgl
<
c €2 =2
e3<3
3 61—62:0

ehrstuhl fiir Algorithmik | Universitdt Karlsruhe (TH)
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Aufgabe 2

(c) Fiihren Sie die Simplexmethode auf dem Polyeder durch:
Starten Sie dazu im Nullpunkt.

> Welches sind die verbessernden Kanten von dort aus?

> Welchen Flusserhohungen entsprechen diese im
Ausgangsgraphen?

> Welches ist der Extrempunkt, der dem maximalen Fluss
entspricht?

Algorithmik | Universitat Karlsru
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- Aufgabe 2

v
L
2 el )
L] > e
» A S €3 t
O """"" > . .
1 1 maxe; +e€3 mit
elgl
<
c €2 =2
e3<3
3 61—62:0
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Aufgabe 2

Betrachte allgemeines Flussproblem zu G = (V/, E).

max Z Xs,j — Z Xi s (max aTx)

(s,i)EE (i,s)EE

unter den Nebenbedingungen

Xij < Cij (i,j) € E (Ix <c)

X,"J'ZO (i,j)GE (—IXSO)

Y oxij— > x,i=0 ieV\{s,t} (Bx=0)
J:(i,j)EE J:(,))EE

(e) Welche Dimensionen haben a, I, B?
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Aufgabe 2

max aTx
/ c
—1 0
<
B|*=1|o
—-B 0

> a € R™: Kapazitat fiir jede Kante
> | € R™*™M: Koeffizienten fiir m Kapazitatsbedingungen

> B € R"2*X™: je eine Flusserhaltungsbedingung fiir die n — 2
Knoten in V' \ {s, t}

& SR fiir Algorithmik | Universitdt Karlsruhe (TH)
‘" Institut fiir theoretische Informatik Forschungsuniversitat tindet 1825



Aufgabe 2

(f) Zeigen oder widerlegen Sie: Falls G zusammenhingend ist,
sind die Zeilen der Matrix B linear unabhiangig.
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Aufgabe 2

Struktur der Matrix zu den Nebenbedingungen

Y oxij— Y. xi=0 ieV\{st} (Bx=0)

J:(ij)EE J:(,i)EE

> je eine Zeile fiir Knoten j # s, t
> je eine Spalte fiir eine (gerichtete) Kante
> sei x = (x;) Spaltenvektor zu (u, v), dann gilt

= x=(0,...,0,-1,0,...,0,1,0,...,0)"

mit x, = —1, x, =1 und x; =0 fiir i # u,v
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Aufgabe 2

Annahme: Z,":_lz «;z; = 0 ist Linearkombination der Zeilen, G
zusammenhangend
> sei S C V' \ {s, t} Teilmenge der Knoten i mit «; # 0

> sei (w, t) € E dann gilt «,, = 0: betrachte Spalte zu (w, t)
diese enthidlt genau zwei Eintrdge ungleich Null, namlich w
und t = a¢ # 0, aber es gibt keine Zeile zu t

> G zusammenhdngend = es existiert eine Kante (u, v) mit
veSundv¢s

> Spalte zu (u, v) entélt nur zwei Eintrage ungleich Null,
namlich u und v und es muss gelten

ay+a, =0

= Widerspruch zu a; # 0 und ar, =0
4dal
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Aufgabe 2

(g) Welche Dimension hat das durch die Nebenbedingungen
definierte Losungspolyeder im Allgemeinen?

> Kapazititsbedingungen definieren Hyperquader (siehe
Beispiel)
> falls alle ¢;j > 0, so hat Hyperquader Dimension m

> Zeile von B entspricht Hyperebene in R™ mit nichtleerem
Schnitt mit Hyperquader und anderen Hyperebenen (enthilt
Ursprung)

> B definiert n — 2 linear unabhingige Hyperebenen

= Dimension des Losungspolyeders ist i.A. m — (n — 2) (jede
Hyperebene reduziert die Dimension um genau 1)
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Aufgabe 2

(h) Zeigen oder widerlegen Sie: Die Erhdhung des Flusses entlang
eines erhohenden Weges entspricht einem Schritt im
Simplexverfahren.

Hinweis: Ein Extrempunkt eines Polygons P kann nicht als
Konvexkombination A - s + (1 — \) - t zweier verschiedener
Punkte von P dargestellt werden. Ein Punkt auf einer Kante
von P kann nur als konvexe Kombination zweier verschiedener
Punkte der selben Kante dargestellt werden.




Aufgabe 2

> Erhdhung entlang roter Wege fiihrt zu Fluss
(2,...,2)=1/2(2,2,2,4,4,4,2,2,2)+1/2(2,2,2,0,0,0,2,2,2)

= (2,2,2,2,2,2,2,2,2) kein Extrempunkt
anm — mind einer der erhdhenden Wege ist kein Simplex-Schritt
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Aufgabe 2

(i) Zeigen oder widerlegen Sie die Umkehrung des vorherigen
Satzes, d.h. jeder Schritt im Simplex-Verfahren entspricht
einer Erhohung entlang erhéhender Wege.
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- Aufgabe 2

v
L
2 el )
L] > e
» A S €3 t
O """"" > . .
1 1 maxe; +e€3 mit
elgl
<
c €2 =2
e3<3
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Aufgabe 2

el e
Betrachte einfachen Pfad: E I I !
max e; max e;
e <1 z1=1—¢
e <1 n=1-e
ege—e <0 zz3=¢€— €
e—e <0 zz=e—€

> Basislosung: (0,0,1,1,0,0)
> Einziger moglicher Simplexschritt (Pivot) mit e;

> e; kann wegen z; = ey — e1 und z4 > 0 nicht echt erhéht
werden

= Simplexschritt fiihrt nicht zu Erhdhung der Zielfunktion
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