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Ubungsblitter

sind zu schwer.

sind zu lang.

hab ich mir nicht mal angeschaut.

halte ich prinzipiell fiir nicht niitzlich.

gehen am Stoff vorbei.

wiirde ich gerne machen, aber ich habe zuviel zu tun.
ich schau mir einfach die Lésung in der Ubung an.

es gibt Ubungsblatter?
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Aufgabe 1: Boruvka-MST

> Sei G = (V, E) ein einfacher, ungerichteter,
zusammenhangender Graph mit injektiver Kostenfunktion
w:E — NT.

> Wir schreiben (u, v) fiir eine ungerichtete Kante {u, v}.

> Wir bezeichnen eine Kante (u, v) als lokal minimal wenn sie
fiir x oder y unter allen Kanten, die mit diesem Knoten
inzidieren, das kleinste Gewicht hat.

Teilaufgabe (a).
Zeigen sie: Jede lokal minimale Kante gehort zu allen MST von G.
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Zeigen sie: Jede lokal minimale Kante gehort zu allen MST von G.

> Sei (x, y) eine lokal minimale Kante (minimal fiir x)
> Sei T MST von G der (x, y) nicht enthalt

> Dann gibt es in T’ eine andere Kante (x, y’), die auf dem
Pfad in T’ von x nach y liegt.

> entferne (x,y’) aus T’ fiige (x,y) hinzu
= neuer MST T mit geringerem Gewicht als T’
anm = Widerspruch zu T’ ist MST.
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Folgende Eigenschaften sind zu zeigen:

> w(T) <w(T'), denn w(T)=w(T") —w(x,y")+ w(x,y),
(x,y) ist lokal minimal und Gewichtsfunktion ist injektiv

> T spannt G auf. T’ spannt G auf. Fiir Pfad in T’ zwischen
zwei beliebigen Knoten vy, v, liber (x, y’) ersetze die Kante
(x,y’) durch den Pfad iiber (x,y) nach y’.

> T ist ein Baum. Da T’ Baum ist, miisste ein Zyklus in T die
Kante (x, y) enthalten. Also miisste in
T\ (x,y) = T\ (x,y’) einen Pfad von x nach y existieren.
Der einzige x-y-Pfad in T’ beinhaltet allerdings (x, y’).
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Teilaufgabe (b). Die Menge aller lokal minimalen Kanten eines
Graphen ist ein Wald (zyklenfreier Graph).

> Angenommen es gibe in der Menge der lokal minimalen
Kanten Ej,, einen Zyklus.

> Betrachte darauf die Kante groBten Gewichts (u, v).
> Diese ist eindeutig, da die Gewichtsfunktion injektiv ist.

> (u,v) kann nun aber keine lokal minimale Kante sein, denn
fiir u und v gibt es bereits auf dem Zyklus je eine anliegende
Kante niedrigeren Gewichtes. Widerspruch.
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Eine Boruvka-Phase ist ein Algorithmus, der Folgendes
leistet:

Schritt (1) Er bestimmt die Menge L(G) aller lokal minimalen
Kanten von G.

Schritt (2) Er berechnet den kontrahierten Graphen G/L(G), wie
in der Abbildung unten illustriert. Falls Mehrfachkanten
entstiinden, wird nur die Kante mit geringsten Gewicht
behalten, und die anderen entfernt.
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Teilaufgabe (c).

> Implementieren sie in Pseudocode die Boruvka-Phase mit
einer Worst-case-Laufzeit von O(m) Vergleichsoperationen.

> Begriinden Sie die Laufzeit.

> lhnen steht eine Funktion
LOSCHETEUREMEHRFACHKANTEN(G) zur Verfiigung, die
(im Worst-case) mit O(m) Vergleichsoperationen auskommt.
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Algorithmus 1 : BORUVKA-PHASE
Eingabe : Graph G(Vg, Eg)
Ausgabe : Kantenmenge L(G), Graph B(G)(Vg, Eg)

L(G) — ©
Vg — V¢
EB — EG
Fir v € Vg
Bestimme lokal minimale Kante e von v
L L(G) — L(G)U{e}
7 Fiir jede Zusammenhangskomponente C = {vy,..., v} in dem
von L(G) induzierten Subgraphen von G

S s W =

8 fiige Knoten v¢ in Vg ein

9 |6sche alle in C x C enthaltenen Kanten aus Eg

10 ersetze in Eg alle Kanten der Form (v;, w) mit w ¢ C durch

(VCa W)

11 LOSCHETEUEREMEHRFACHKANTEN(B(G))

dhl
A
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Teilaufgabe (d).
Zeigen sie, dass durch eine Boruvka-Phase die Anzahl der Knoten
um mindestens die Hélfte reduziert wird.

> Fiir jede lokal minimale Kante im Graphen wird durch das
Verschmelzen die Anzahl der Knoten um 1 verringert.

> Jeder Knoten besitzt eine lokal minimale Kante.

> Da jede Kante nur zwei Endpunkte hat, kann sie fiir hochstens
zwei Knoten lokal minimal sein.

> Also gibt es mindestens n/2 lokal minimale Kanten, die in
einer Boruvka-Phase kontrahiert werden.
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Teilaufgabe (e).

> Nutzen sie Teilaufgabe (c) um einen MST mit O(mlog n)
Vergleichsoperationen im Worst-case zu bestimmen
(Pseudocode).

> Begriinden sie die Worst-case-Laufzeit von O(mlog n).

Algorithmus 2 : BORUVKA-MST

Eingabe : Graph G(V,E)
Ausgabe : MST von G
T—©
solange |G(V)| > 1 tue
L(G), G — BORUVKA-PHASE(G)
L T—TU L(G)

return L(G)

A W N =

(&,]

4dhl
A
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Aufgabe 2: Schnitte und MSTs

Teilaufgabe (a). Zeigen Sie:

Wenn in einem Graph G fiir jeden Schnitt die den Schnitt
kreuzende Kante minimalen Gewichts eindeutig ist, dann hat G
einen eindeutigen aufspannenden Baum minimalen Gewichts.
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Wir nehmen an, dass die Voraussetzung erfiillt ist, aber G zwei
verschiedene MSTs T7 und T, hat.

> Sei e € E(T1)\ E(T2) eine Kante von Ty, die nicht in Ty ist.
> Diese partitioniert T; in zwei disjunkte Teilbdume.
S) auf.
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> Unter allen Kanten, die den Schnitt kreuzen, hat e; minimales
Gewicht (sonst ware T; nicht minimal).

> Andererseits induziert e; in T, einen Kreis.

> Mindestens eine weitere der Kanten dieses Kreises kreuzt den
Schnitt. Diese Kante sei e5.

AV

> Wegen c(e1) < c(e2) ist To \ {e2} U{e1} ein Baum mit echt
Py | kleinerem Gewicht als T, ein Widerspruch.
A
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(a) Wenn in einem Graph G fiir jeden Schnitt die den Schnitt
kreuzende Kante minimalen Gewichts eindeutig ist, dann hat G
einen eindeutigen aufspannenden Baum minimalen Gewichts.

Teilaufgabe (b). Gilt die Umkehrung von (a) 7
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(a) Wenn in einem Graph G fiir jeden Schnitt die den Schnitt
kreuzende Kante minimalen Gewichts eindeutig ist, dann hat G
einen eindeutigen aufspannenden Baum minimalen Gewichts.

Teilaufgabe (b). Gilt die Umkehrung von (a) 7

Nein, Gegenbeispiel:
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Teilaufgabe (c). Zeigen oder widerlegen Sie: Wenn in einem
Graph G mit reellen Kantengewichten alle Kanten paarweise

verschiedene Gewichte haben, dann hat G einen eindeutigen

aufspannenden Baum minimalen Gewichts.

Folgt aus (a): Wenn alle Gewichte verschieden sind, dann gibt es
unter den Kanten, die einen Schnitt kreuzen, stets genau eine mit
minimalem Gewicht.
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(c) Wenn in einem Graph G mit reellen Kantengewichten alle
Kanten paarweise verschiedene Gewichte haben, dann hat G einen
eindeutigen aufspannenden Baum minimalen Gewichts.

Teilaufgabe (d). Zeigen oder widerlegen Sie die Umkehrung der
Aussage in (c).

Die Umkehrung gilt nicht, Gegenbeispiel:
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Aufgabe 3: Vier Aquivalente Aussagen

Zur Erinnerung:

> Ein Zyklus ist eine Knotenfolge, bei der Anfangs- und
Endknoten iibereinstimmen und zwischen je zwei
aufeinanderfolgenden Knoten eine Kante existiert.

> Ein Kreis ist ein Zyklus, bei dem keine Knoten auBer dem
Anfangsknoten mehrmals vorkommen.

> In jedem Zyklus ist ein Kreis enthalten.

Kreis Zyklus
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Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen fiir einen ungerichteten
Graphen G = (V, E) 4quivalent sind.

(a) G ist zusammenhingend und enthilt keine Kreise.

(b) G ist maximal kreisfrei, d.h. G enthélt keinen Kreis und fiir je
zwei Knoten u,v € V mit {u, v} ¢ E enthilt der Graph
G' = (V,EU{{u,v}}) einen Kreis.

(c) Zwischen je zwei Knoten in V gibt es genau einen Weg in G.

(d) G ist minimal zusammenhingend, d.h. G ist
zusammenhangend, und fiir jede Kante e € E ist der Graph
G' = (V,E\ {e}) nicht zusammenhangend.
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Vorbemerkung
> Falls G nur einen Knoten enthilt, dann sind die Aussagen
trivialerweise dquivalent.
> Also bestehe der Graph G im folgenden aus mindestens zwei
Knoten.

Folgende Implikationen induzieren die Aquivalenz der vier
Aussagen:
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(a = ¢) : (zusammenhangend und kreisfrei = zwischen je zwei
Knoten gibt es genau einen Weg)

> Der Graph G enthalte zwei Knoten v und w, zwischen denen
0 oder 2 Pfade existieren.

> Falls es keinen Weg gibt, dann ist G nicht zusammenhangend.

> Falls es zwei verschiedene Pfade Wj und W, gibt, dann ergibt
die folgende Knotenfolge einen Zyklus: v, Wy, w, W5, v

> Daraus folgt, dass G nicht kreisfrei ist.
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(c = b) : (genau ein Weg zwischen je zwei Knoten = maximal
kreisfrei)

> Falls G einen Kreis enthilt, dann gibt es mindestens zwei
Knoten, zwischen denen es mehr als einen Pfad gibt.

> Betrachte nun zwei beliebige Knoten v und w, so dass
{w,v} ¢ E.

> Zwischen v und w gibt es genau einen Pfad W in G.

> In G :=(V,EU{{w,v}}) gibe es dann zwei verschiedene
Pfade von v nach w.

> Daraus folgt, dass G einen Zyklus (v, W, w, v) und somit
einen Kreis enthalten miisste.
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(b= a) : (maximal kreisfrei = zusammenhangend und kreisfrei)
> Waire G nicht zusammenhidngend, so wiirden mindestens zwei
Zusammenhangskomponenten Z; und Z, existieren.

> Wahle zwei Knoten b; € Z; und by € Z5 und verbinde sie
durch eine Kante e.

> Diese Kante induziert keinen Kreis. Also wiare G nicht
maximal kreisfrei.

> Somit ist G zusammenhadngend und enthilt auBerdem keine
Kreise.
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(c = d) : (genau ein Weg zwischen je zwei Knoten = minimal
zusammenhingend)
> G ist offensichtlich zusammenhingend.

> Betrachte die Endknoten v und w einer beliebigen Kante
ecE.

> Diese Kante ist der einzige Pfad von v nach w.

> Durch Entfernen von e wiirde kein Weg mehr zwischen v und
w existieren, d.h. diese Knoten wiirden zwei verschiedenen
Zusammenhangskomponenten angehoren.

> Somit ware G’ = (V, E \ {e}) nicht zusammenhingend.
> Da e beliebig gewahlt wurde folgt die Behauptung. (@) <-- (d)

PN

(0) =— (¢
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(d = a) : (minimal zusammenhangend =- zusammenhangend und
kreisfrei)

> Wir zeigen durch einen Widerspruchsbeweis, dass G keine
Kreise enthilt.

> Wiirde G einen Kreis enthalten, dann konnten wir eine Kante
aus diesem Kreis entfernen und der resultierende Graph bliebe
immer noch zusammenhangend.

> Somit ist G zusammenhingend und kreisfrei.
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Wiederholung Matroide

Unabhangigkeitssysteme
Ein Tupel (M,U) wobei U C 2M ein Mengensystem iiber einer
endlichen Menge M ist, heiBt Unabhingigkeitssystem, wenn
> () €U und
> helU, L h=5Lecl.

Die Mengen | C M mit | € U werden unabhéngig, alle anderen
Mengen | C M abhangig genannt.
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Basen von Unabhangigkeitssystemen

Sei (M,U) ein Unabhingigkeitssystem.
> Fiir F C M ist jede unabhingige Menge U € U, U C F die
beziiglich C maximal ist eine Basis von F.

> Eine Basis von M wird Basis des Unabhangigkeitssystems
(M,U) genannt.

> Die Menge aller Basen von (M,U) heiBt Basissystem von
(M,U)

| Lehrstuhl fiir Algorithmik | Universitat Karlsruhe (TH)

-
‘"' Institut fiir theoretische Informatik Forschungsuniversitat - gegriindet 1825



Optimierungsprobleme iiber Unabhangigkeitssystemen

> Betrachte ein Unabhangigkeitssystem (M,U) mit einer
Gewichtsfuntion w auf M.

> Das Problem eine unabhingige Menge U* € U/ zu finden, so
dass w(U*) maximal ist, heiBt Optimierungsproblem iiber dem
Unabhangigkeitssystem (M,U).

> Sei B Basissystem. Dann heiBt das Problem eine Basis B* € B
zu finden, so dass w(B*) minimal ist ein
Optimierungsproblem iiber dem Basissystem B.
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Beispiel

> Das MST-Problem ist ein Minimierungsproblem genauer ein
Optimierungsproblem iiber dem Basissystem der
»aufspannenden Baume".

Universitat Karlsruh
Forschungsuniversit:




Algorithmus 3 : Greedy—Methode fiir ein Optimierungsproblem Tl
iber (M,U), M| =n

Sortiere M aufsteigend (absteigend), falls 1 Minimierungsproblem
iber Basissystem (Maximierungsproblem iiber
Unabhingigkeitssystem), die Sortierung sei ¢, (o, ..., £,.

I* 0

Firi=1...,n

L Wenn U {¢;} e U

| 11U}
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Laufzeit der Greedy-Methode:

> Aufwand mindestens Sortieren der Elemente
> Laufzeit hingt davon ab, wie schnell die Frage
Ist I zusammen mit dem neuen Element unabhangig?
beantwortet werden kann.

> Dies hangt vom Unabhangigkeitssystem ab.

Frage:
> Wann liefert die Greedy-Methode ein optimales Ergebnis?
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Matroid

> Ein Unabhingigkeitssystem (M, U) heiBt Matroid, wenn fiir
alle I,J e U mit |I| < |J|, ein e € J\ | existiert, so dass
lu{e} eld.

> Bemerkung: Aquivalent kann anstatt |/| < |J| auch
|| +1 = |J| gefordert werden.
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Optimalitat fiir Optimierungsproblem iiber
Unabhéangigkeitssystemen (Maximierungsprobleme)

Fiir ein Unabhé&ngigkeitssystem (M, ) sind folgende Aussagen

dquivalent:

(a) Eine Greedy-Methode liefert eine Optimallosung fiir das
Optimierungsproblem M = max{w(U) : U € U} iiber dem
Unabhangigkeitssystem (M, ) bei beliebiger
Gewichtsfunktion w iiber M.

(b) (M,U) ist ein Matroid.

(c) Fiir eine beliebige Menge F C M und beliebige
inklusionsmaximale unabhangige Mengen /1, L C F gilt:

|h| = |k
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Optimalitat fiir Optimierungsproblem iiber Basissystemen
(Minimierungsprobleme)

Sei (M,U) ein Unabhingigkeitssystem und B das Basissystem von

(M,U). Dann sind dquivalent:

(a) Die Greedy-Methode fiir Basissysteme liefert eine
Optimallésung fiir das Problem N = min{w(B) : B € B} fiir
beliebige Gewichtsfunktion w iiber M.

(b) (M,U) ist ein Matroid.
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Aufgabe 4: Einmaschinenscheduling

> Eine Reihe von Auftragen Ay, ..., A, miissen von einer
einzigen Maschine abgearbeitet werden, es kann also zu jedem
Zeitpunkt hochstens ein Auftrag bearbeitet werden.

> Alle Auftrdge bendtigen die gleiche Bearbeitungszeit.

> Jeder Auftrag A; hat eine Deadline D; € R bis zu der er fertig
sein muss.

Sei 0.B.d.A.
> die Bearbeitungszeit eines Auftrages auf 1 normiert
> D1 <Dy <--- <D,
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Teilaufgabe a): Zeigen Sie, dass die Menge aller Teilmengen von
Auftrégen, die rechtzeitig bearbeitet werden konnen, ein Matroid

ist.

> Eine Menge von Auftragen, die rechtzeitig bearbeitet werden
kdnnen, heiBe zulissig.

> Offensichtlich: Die Bearbeitungszeit fiir j Auftrage betragt j.

> Eine Teilmenge {Aj,,..., A } von k paarweise verschiedenen
Auftragen (ih < --- < ix € {1,...,n}) ist genau dann
zuldssig, wenn gilt: Vj < k: D;, > j
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Die Menge aller Teilmengen von Auftragen, die rechtzeitig
bearbeitet werden kénnen ist Unabhangigkeitssystem, denn

> eine leere Menge von Auftragen kann stets rechtzeitig
bearbeitet werden.

> eine Teilmenge einer zuldssigen Menge von Auftrdgen kann
ebenfalls rechtzeitig bearbeitet werden.
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Austauscheigenschaft:

> Seien 7 = {A;,..., A, } und T :={A;,..., A}, } zwei
zulassige Mengen mit k < £ und i1 < ip < ... < iy sowie
<jp<...<J.

> Seien k' bzw. ¢’ die minimalen Indizes mit i1 = jpr 1,
Ik+2 = Jort2, - Ik = Jo,

Ay o A A, A, Ai
;oA = -
Aj Aj, Aj/,+1 Aj/,+2 A
Behauptung: 7' := {A;, ..., A, Aj,, Ai s - - Ai ) ist zulissig.

4dhl
A
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A;

i A Ais

\14\ .
o>
I

[

Jir Aj//+1 Af/'+2

>

Ajl Aj/

Idee:

> Falls A;, # Aj, dann kann Aj, an 7 angehdngt werden, da
|J| > |Z| und J zulissig.

> Falls A;, = Aj, dann laufe in Z und J solange parallel
rickwarts, bis der erste Unterschied A,-k, #* Aje/ auftritt. Dann,
fuge A;, nach A;, in T ein.

> Da die Elemente AJ'z/ bis A, in J zulassig sind, sind sie es
auch in 7.
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Etwas formaler:

> Fir v < k' gilt D;, > v da 7 zulissig ist.
> Da £ > kist, gilt auch ¢/ > k', also ¢/ > k' + 1.

> Daraus folgt D;, > ¢’ > k' + 1, da J zul3ssig ist.

ipr
> AuBerdem gilt fiir 1 < u < k — k’, dass
Di, =D;, >0+u>k+1+pist.

Ikl 4 Jo!

> Also ist 7’ zulissig.
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Teilaufgabe b:)
Wird ein Auftrag nicht rechtzeitig fertig, so muss eine Strafe P;
bezahlt werden, deren Hohe vom jeweiligen Auftrag abhangt.

In welcher Reihenfolge sollten die Auftrige abgearbeitet werden,
damit die Gesamtstrafe minimiert wird?
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> Beobachtung 1: Die Gesamtstrafe hangt nur von der Menge
der nicht bearbeiteten Auftrage ab.

> Schritt 1: Finde zuldssige Menge S fiir die > __¢ Ps maximal
ist

> Beobachtung 2: Wenn S eine zuldssige Menge ist, dann
findet man eine “zuldssige” Reihenfolge indem man die
Elemente in nicht-aufsteigender Deadline bearbeitet

> Schritt 2: Bearbeite die in Schritt 1 gefundene Menge mit
nicht-aufsteigender Deadline
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Greedy-Ansatz fiir Einmaschinenscheduling:

1. Sortiere die Auftrdge in nicht-aufsteigender Reihenfolge ihrer
Strafen.

Setze S := ().
Fiir jeden Auftrag A in obiger Reihenfolge
Wenn S U {A} zulissig ist
Setze S := S U {A}.
Bearbeite die Auftrdge in S in nicht-absteigender Reihenfolge
ihrer Deadlines

S T o\
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