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Programm fiir heute

> Veranstaltungsevaluation
> Wiederholung LA (falls gewiinscht)

> Kreisbasen

> Wiederholung
> In der Vorlesung nicht behandelte Beweise
> Beispielaufgaben Ubungsblatt
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Kleine Wiederholung aus der Linearen Algebra

> Gruppe
> Korper
> Vektorraum
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Gruppe

Ein Tupel (G, o) bestehend aus einer Menge G und einer
zweistelligen inneren Verkniipfung o : G x G — G heiBt Gruppe,
wenn

> die Verkniipfung assoziativ ist: ao (boc) = (aob)oc
> ein neutrales Element existiert: aol = a
> fiir jedes Element ein Inverses Element existiert: aoa™! =1

Eine Gruppe (G, o) heiBt abelsch oder kommutativ, wenn die
Verkniipfung o symmetrisch ist.

Beispiele
> GI’Uppe: (Z7+)' (Q?)
> keine Gruppe: (N, +), (Z,-)
dhl
N
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Korper

Ein Tripel (G, o, +) bestehend aus einer Menge G und zwei
inneren zweistelligen Verkniipfungen o, + heit Korper, falls gilt

> (K, +) ist kommutative Gruppe (mit neutralem Element 0)
> K\ {0} ist kommutative Gruppe (mit neutralem Element 1)
> die Distributivgesetze gelten: a-(b+c)=a-b+a-c

Beispiele

> Korper: (Q,+, ")
> Kein Korper (7Z,+, )
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Der Korper GF(2)
GF(2) =y = (Z/2Z,+,-) ist der Kérper mit 2 Elementen
Zugehorige Verkniipfungstabellen:

b—\O.{.
= O
O OO
= Ol

01
01
10
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Vektorraum

Ein Vektorraum iiber einem Kérper (K, +, ) ist eine additive
abelsche Gruppe (V/, +) auf der zusatzlich die Multiplikation mit
einem Skalar aus K erklart ist: * : K x V — V und fiir die
folgendes erfiillt ist:

> Assoziativitat: ax (G xv) = (o 3) * v
> Distributivgesetze

ax(u+v) = axutaxv
(a+0B)xv = axv+fxv
> Neutralitdt der 1 des Korpers K: 1xv =v

Beispiel: R¥ als R-Vektorraum mit komponentenweiser Addition
und Skalarmultiplikation

4dhl
A
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> Untervektorraum (UVR)
Ein Untervektorraum (UVR) ist eine Teilmenge eines
Vektorraums, die selbst wieder ein Vektorraum iiber
demselben Korper ist.
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> Untervektorraum (UVR)
Ein Untervektorraum (UVR) ist eine Teilmenge eines
Vektorraums, die selbst wieder ein Vektorraum iiber
demselben Korper ist.

> linear unabhdngig
Eine Teilmenge eines Vektorraumes heiBt linear unabhangig,
wenn die einzige Linearkombination dieser Vektoren, die den
Nullvektor darstellt, die trivale ist.
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> Untervektorraum (UVR)
Ein Untervektorraum (UVR) ist eine Teilmenge eines
Vektorraums, die selbst wieder ein Vektorraum iiber
demselben Korper ist.

> linear unabhdngig
Eine Teilmenge eines Vektorraumes heiBt linear unabhangig,
wenn die einzige Linearkombination dieser Vektoren, die den
Nullvektor darstellt, die trivale ist.

> Basis eines (Unter-)Vektorraumes UVR
Linear unabhingige Teilmenge von UVR mit deren Hilfe sich
jeder Vektor in UVR eindeutig als endliche Linearkombination
darstellen I&sst
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> Untervektorraum (UVR)
Ein Untervektorraum (UVR) ist eine Teilmenge eines
Vektorraums, die selbst wieder ein Vektorraum iiber
demselben Korper ist.

> linear unabhdngig
Eine Teilmenge eines Vektorraumes heiBt linear unabhangig,
wenn die einzige Linearkombination dieser Vektoren, die den
Nullvektor darstellt, die trivale ist.

> Basis eines (Unter-)Vektorraumes UVR
Linear unabhingige Teilmenge von UVR mit deren Hilfe sich
jeder Vektor in UVR eindeutig als endliche Linearkombination
darstellen I&sst

> Dimension eines UVR
Kardinalitat einer Basis von UVR

Y Lehrstuhl fiir Algorithmik | Universitat Karlsruhe (TH)
"" Institut fiir theoretische Informatik Forschungsuniversitat - gegriindet 1825




(Allgemeine) Kreise

> Kreis: Ein Teilgraph C = (V¢, Ec) von G = (V, E) heiBt
Kreis in G, falls alle Knoten aus V¢ in C geraden Grad haben.
> Vorstellung: Zusammenhangskomponenten von allgemeinen

Kreisen kdnnen mit einem Stift ohne absetzen nachgefahren
werden, so dass jede Kante nur einmal iiberschrieben wird

> Einfacher Kreis: Falls C zusammenhingend ist und alle
Knoten aus V¢ Grad zwei haben, so heit C einfacher Kreis.
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Was haben Graphen mit Vektoren / Vektorraumen zu tun?

> Eine Kantenmenge E’ C E eines Graphen
G =(V,E ={e1,e,...en}) kann iiber einen Inzidenzvektor
XE' identifiziert werden:

1, fallse € E’
0, sonst

XF .=

1

> Im folgenden wird eine Kantenmenge haufig als Vektor in
{0,1}™ aufgefasst ohne dies explizit zu erw3hnen.
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Der Kreisraum

> Sei C die Menge aller Kreise in G = (V, E).
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Der Kreisraum

> Sei C die Menge aller Kreise in G = (V, E).

> Dann ist C ein UVR des Vektorraumes [F5" der
m-dimensionalen Vektoren iiber dem Kérper [F5.
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Der Kreisraum

> Sei C die Menge aller Kreise in G = (V, E).

> Dann ist C ein UVR des Vektorraumes [F5" der
m-dimensionalen Vektoren iiber dem Kérper [F5.

> Man nennt diesen UVR den Kreisraum von G.
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Der Kreisraum

> Sei C die Menge aller Kreise in G = (V, E).

> Dann ist C ein UVR des Vektorraumes [F5" der
m-dimensionalen Vektoren iiber dem Kérper [F5.

> Man nennt diesen UVR den Kreisraum von G.

> Die Addition im Kreisraum entspicht folgender
Mengenoperation:

ada=(aUa)\(anca)
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Wie zeigt man, dass der Kreisraum ein Vektorraum ist?
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Wie zeigt man, dass der Kreisraum ein Vektorraum ist?

Unterraumeigenschaft: Sei VR ein Vektorraum. Dann gilt:
U C VR ist Untervektorraum von VR &

> U#0
> Abgeschlossenheit beziiglich der Skalarmultiplikation
> Abgeschlossenheit beziiglich der Vektoraddition
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Der Kreisraum ist UVR:

> U # () : Die leere Menge ist nach Definition ein Kreis
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Der Kreisraum ist UVR:
> U # (0 : Die leere Menge ist nach Definition ein Kreis
> Abgeschlossenheit beziiglich der Skalarmultiplikation:
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Der Kreisraum ist UVR:
> U # () : Die leere Menge ist nach Definition ein Kreis

> Abgeschlossenheit beziiglich der Skalarmultiplikation:

> Skalarmultiplikation mit O ergibt die leere Menge
= Ergebnis liegt im Kreisraum
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Der Kreisraum ist UVR:

> U # () : Die leere Menge ist nach Definition ein Kreis

> Abgeschlossenheit beziiglich der Skalarmultiplikation:
> Skalarmultiplikation mit O ergibt die leere Menge
= Ergebnis liegt im Kreisraum

> Skalarmultiplikation mit 1 ergibt wieder das gleiche Element
= Ergebnis liegt im Kreisraum
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Der Kreisraum ist UVR:
> U # () : Die leere Menge ist nach Definition ein Kreis

> Abgeschlossenheit beziiglich der Skalarmultiplikation:

> Skalarmultiplikation mit O ergibt die leere Menge
= Ergebnis liegt im Kreisraum

> Skalarmultiplikation mit 1 ergibt wieder das gleiche Element
= Ergebnis liegt im Kreisraum

> Abgeschlossenheit beziiglich der Vektoraddition
= Nachste Folie
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Abgeschlossenheit beziiglich der Vektoraddition, Problem 1:
Zeigen oder widerlegen Sie:

Die Summe ¢; ® ¢ zweier Kreise ist wieder ein Kreis.
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Abgeschlossenheit beziiglich der Vektoraddition, Problem 1:
Zeigen oder widerlegen Sie:

Die Summe ¢; ® ¢ zweier Kreise ist wieder ein Kreis.

Erinnerung:

> Ein Kreis ist ein Graph, in dem jeder Knoten geraden Grad
hat.

> Die Summe zweier Kreise ist durch

ada=(aUa)\(anca).

gegeben.
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Sei v ein beliebiger Knoten von ¢; @ ¢p. Dann gilt

deg. g, |v] = [{e€ Eleadjazentzuv, ecc\caNal|+
|{e € E | e adjazent zu v, e € ©a \ a1 N 2 }]

= |{e€ E|eadjazentzuv, e€ 1 }| +
|{e € E| e adjazent zu v, e € oo }| —
2.-|{e € E | e adjazent zu v, e € c;1 N 2 }|

= deg (v) +deg,(v) —2-deg.n(v) =0 (mod 2).

Also hat jeder Knoten des Teilgraphen c; & ¢ einen geraden Grad.
und nach Definition ist ¢; @ ¢ ein Kreis.
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Wie findet man eine Kreisbasis von G = (V, E)?

> 0.B.d.A. betrachten wir G als zusammenhéangend.
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Wie findet man eine Kreisbasis von G = (V, E)?

> 0.B.d.A. betrachten wir G als zusammenhéangend.

> Konstruiere einen aufspannenden Baum T von G
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Wie findet man eine Kreisbasis von G = (V, E)?

> 0.B.d.A. betrachten wir G als zusammenhéangend.
> Konstruiere einen aufspannenden Baum T von G

> Definiere P(v, w) als den eindeutigen einfachen Weg vom
Knoten v durch den Baum T zum Knoten w
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Wie findet man eine Kreisbasis von G = (V, E)?

> 0.B.d.A. betrachten wir G als zusammenhéangend.
> Konstruiere einen aufspannenden Baum T von G

> Definiere P(v, w) als den eindeutigen einfachen Weg vom
Knoten v durch den Baum T zum Knoten w

> Definiere fiir jede Nichtbaumkante e; = {v,w} € E den
eindeutigen Kreis C; := P(v,w) U {{v,w}} (Benennung:
Fundamentalkreis zu ;).
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Wie findet man eine Kreisbasis von G = (V, E)?

> 0.B.d.A. betrachten wir G als zusammenhéangend.
> Konstruiere einen aufspannenden Baum T von G

> Definiere P(v, w) als den eindeutigen einfachen Weg vom
Knoten v durch den Baum T zum Knoten w

> Definiere fiir jede Nichtbaumkante e; = {v, w} € E den
eindeutigen Kreis C; := P(v,w) U {{v,w}} (Benennung:
Fundamentalkreis zu ;).

> Die Menge all solcher Kreise C; zu einem aufspannenden
Baum T bildet eine Kreisbasis, die man Fundamentalbasis zu
T nennt.
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Wie findet man eine Kreisbasis von G = (V, E)?

> 0.B.d.A. betrachten wir G als zusammenhéangend.
> Konstruiere einen aufspannenden Baum T von G

> Definiere P(v, w) als den eindeutigen einfachen Weg vom
Knoten v durch den Baum T zum Knoten w

> Definiere fiir jede Nichtbaumkante e; = {v,w} € E den
eindeutigen Kreis C; := P(v,w) U {{v,w}} (Benennung:
Fundamentalkreis zu ;).

> Die Menge all solcher Kreise C; zu einem aufspannenden
Baum T bildet eine Kreisbasis, die man Fundamentalbasis zu
T nennt.

Wieso funktioniert das?
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Die Dimension des Kreisraumes von G = (V, E) ist m— n+ K(G),
wobei IC(G) die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von G
ist.
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Die Dimension des Kreisraumes von G = (V, E) ist m— n+ K(G),
wobei IC(G) die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von G
ist.

Fiir zusammenhangende Graphen ergibt das

Problem 3: Kreisbasen
Wir betrachten einen konstruktiven Beweis der folgenden Aussage:

Die Dimension des Kreisraums eines zusammenhangenden,
ungerichteten Graphen G(V, E) mit |[E| = mund |V| = n ist
m—n+1.
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>> Betrachte einen aufspannenden Baum T(V’, E’) von G(V, E)

> Jede nicht-Baumkante e € E \ E’ induziert einen eindeutigen
Kreis Ce.

> Die Menge aller solcher Kreise sei B = {C. | e € E\ E'}.
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> Betrachte einen aufspannenden Baum T(V’/, E") von G(V, E)

> Jede nicht-Baumkante e € E \ E’ induziert einen eindeutigen
Kreis Ce.

> Die Menge aller solcher Kreise sei B = {C. | e € E\ E'}.
Zeigen Sie, dass gilt |[B|=m—n+1
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> Betrachte einen aufspannenden Baum T(V’/, E") von G(V, E)

> Jede nicht-Baumkante e € E \ E’ induziert einen eindeutigen
Kreis Ce.

> Die Menge aller solcher Kreise sei B = {C. | e € E\ E'}.
Zeigen Sie, dass gilt |[B|=m—n+1
> Ein aufspannender Baum T in G hat genau n — 1 Kanten.

> Die restlichen m — n + 1 Kanten sind Nichtbaumkanten, die
jeweils einen Kreis aus B induzieren.

> Jeder induzierte Kreis C, enthdlt genau eine Nichtbaumkante
e, die ihn induziert.

> Somit ist |[B| =m—n+ 1.
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Zeigen Sie, dass B linear unbhangig ist.

> Wir betrachten den Vektor X., der den Kreis C, darstellt.
> X. hat einen Eintrag 1 fiir alle ¢’ € C, sonst Nullen.

> Da jeder Kreis in B nur eine Nichtbaumkante e enthilt, hat
nur X den Eintrag 1 fiir e, alle anderen Kreise in B haben
dort eine 0.

> Der Kreis C kann also nicht aus der Linearkombination der
Kreise B\ C. gebildet werden.

> Da e beliebig gewahlt war, ist B linear unabhiangig.
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Zeigen Sie dass B eine Kreisbasis ist.

> Wir zeigen, dass sich jeder Kreis als Linearkombination von
Elementen aus B erzeugen lasst.

> Dafiir betrachten wir einen beliebigen Kreis C und seinen
Vektor X¢ als Reprasentanten im Kreisraum.

> Wir wollen zeigen, dass die Linearkombination
=) G
ecC\E’

aller Kreise zu Nichtbaumkanten von C den Kreis C erzeugt.

> Der zu C* gehorende Koordinatenvektor sei X*.
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Wir wollen zeigen, dass die Linearkombination

C*:= Z C.

ecC\E'

aller Kreise zu Nichtbaumkanten von C den Kreis C erzeugt.

Vier Falle missen einzeln betrachtet werden:

> ,Nicht-Baum-aber-Kreis-Kante"

>, Baum-aber-nicht-Kreis-Kante"

>, Baum-und-Kreis-Kante"

>, Nicht-Baum-und-nicht-Kreis-Kante"
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Wir wollen zeigen, dass die Linearkombination
=Y G
ecC\E’

aller Kreise zu Nichtbaumkanten von C den Kreis C erzeugt.

> Sei e € C\ E’, Nicht-Baum-aber-Kreis-Kante"

> Der Kreis Ce € B kommt in der Linearkombination vor.
> (. ist der einzige Basiskreis, der e enthilt

> Also hat X* an der Stelle e eine 1.
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>
>

>

>

>

>

Sei a = (u,v) € E'\ C , Baum-aber-nicht-Kreis-Kante"
a induziert einen eindeutigen Schnitt A, der N, und N,

trennt, wobei N, die von v in T \ a iiber einen Weg
erreichbaren Knoten seien.

Der Kreis C kreuzt diesen Schnitt eine gerade Anzahl von
Malen.

Jede Kreiskante e’ € C, die diesen Schnitt kreuzt ist keine
Baumkante und induziert somit einen Kreis in B, der in C*
vorkommt (da €’ , Nicht-Baum-aber-Kreis-Kante").

Sei B’ C B die Menge der Kreise, die induziert werden durch
die Kanten e’ € C, die A kreuzen.

Jeder Kreis aus B’ enthilt a und es gilt |B’| =0 (mod 2).
Kein anderer Kreis, der in C* vorkommt, enthilt a. Damit hat
X* den Eintrag O fiir die Kante a.
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Wir wollen zeigen, dass die Linearkombination

C*:= Z C.

ecC\E'

aller Kreise zu Nichtbaumkanten von C den Kreis C erzeugt.

> Sei b€ E'N C eine ,,Baum-und-Kreis-Kante"

> b induziert auch einen Schnitt D, den nun aber nur noch eine
ungerade Anzahl weiterer ,,Nicht-Baum-aber-Kreis-Kanten"
kreuzt (gleiches Argument wie eins vorher).

> Sei B” C B die Menge der Kreise, die induziert werden von
den ,, Nicht-Baum-aber-Kreis-Kanten®, die D kreuzen.

> Es gilt |[B”] =1 (mod 2). Somit hat X* den Eintrag 1 fiir die
Kante b.
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Wir wollen zeigen, dass die Linearkombination
=Y G
ecC\E’

aller Kreise zu Nichtbaumkanten von C den Kreis C erzeugt.

> Seid € E\ C\ E’,Nicht-Baum-und-nicht-Kreis-Kante"

> d hat den Eintrag 0 in X*, da kein Kreis in C* die Kante d
enthalt.
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Wir wollen zeigen, dass die Linearkombination

C*:= Z C.

ecC\E'

aller Kreise zu Nichtbaumkanten von C den Kreis C erzeugt.

> Insgesamt hat man in X* fiir alle Kanten des Kreises C eine 1
und fiir alle anderen eine 0.

> Somit gilt X¢c = X*.

> Es wurde C beliebig gewahlt und kann aus Kreisen aus B
dargestellt werden.

> Also bildet B eine Basis des Kreisraums.
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Anwendung: Problem 4

12 11

Finde die Kreisbasis!
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2 3
4
5
6
{ 12 11
8 9 10
Nichtbaumkanten | Induzierte Kreise Inzidenzvektoren
4 C4 =(2,3,4) (011100000000)
5 = (2, 3 6,5) (011011000000)
7 C7 =(1,2,3,7) (111000100000)
8 Cs =(1,2,3,6,8) | (111001010000)
10 Cio = (10, 11,12) | (000000000111)

Kreisbasis: {Cs, G5, G7, Cg, Cio}-
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Nichtbaumkanten

Induzierte Kreise

Inzidenzvektoren

4
5
7
8
10
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C4 =(2,3,4)
=(2,3,6,5)
C7 =(1,2,3,7)
Gs = (1,2,3,6,8)
Cio = (10,11,12)

(011100000000)
(011011000000)
(111000100000)
(111001010000)
(000000000111)
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Nichtbaumkanten

Induzierte Kreise

Inzidenzvektoren

4
5
7
8
10

Co = (2,3,4)

Gs = (2,3,6,5)
G =(1,2,3,7)
Gs = (1,2,3,6,8)
Cio = (10,11, 12)

(011100000000)
(011011000000)
(111000100000)
(111001010000)
(000000000111)

Bilden Sie die Linearkombination aller Basisvektoren.
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Nichtbaumkanten | Induzierte Kreise Inzidenzvektoren
4 G =(2,3,4) (011100000000)
5 G =(2,3,6,5) (011011000000)
7 G =1(1,2,3,7) (111000100000)
8 Cs =(1,2,3,6,8) | (111001010000)
10 Cio = (10,11,12) | (000000000111)

Bilden Sie die Linearkombination aller Basisvektoren.
Die Summe der Basisvektoren ist » g X; = (000110110111).
Dieser Vektor entspricht dem Kreis: C = (4,5,7,8) U (10, 11,12).
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Erstellen Sie mit einer linearen Kombination der
Basisvektoren den schraffierten Kreis.

ot
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Erstellen Sie mit einer linearen Kombination der
Basisvektoren den schraffierten Kreis.

ot

8 9 12

Der schraffierte Kreis C' = (2,3,7,8,5) enthilt die Nichtbaumkan-
ten 5,7 und 8. Es folgt:

X = Xg+ X7+ Xg
= (011011000000) + (111000100000) + (111001010000)
Py —  (011010110000)
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> Sei zu G = (V, E) die Kantengewichtsfunktion w : E — R
gegeben.

> Das Gewicht einer Kreisbasis B von G sei definiert als

w(B) = ZCGB w(C) = ZCGB ZeeC w(e).
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> Sei zu G = (V, E) die Kantengewichtsfunktion w : E — R
gegeben.

> Das Gewicht einer Kreisbasis B von G sei definiert als

w(B) = ZCGB w(C) = ZCGB ZeeC w(e).

Problem Minimum Cycle Basis (MCB)

> Gegeben sei ein Graph G = (V/, E) und eine Gewichtsfunktion
w:E— ]Rg'.

> Finde eine Kreisbasis B von G mit minimalem Gewicht.

| Lehrstuhl fiir Algorithmik | Universitat Karlsruhe (TH)
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Zeige: Falls w : E — R, so ist jeder Kreis einer MCB einfach.
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Zeige: Falls w : E — R™, so ist jeder Kreis einer MCB einfach
Beweisskizze

> Sei B={G,...,C} eine MCB. Annahme: C; nicht einfach.

> Dann gibt es eine Zerlegung C; = C; U G,

> Fiir
Cf = a1GH+aG+...+aC
G LG+ G+ ..o+ B Ci

muss entweder o« = 1 oder 3 = 1, sonst ware B kein minimales
Erzeugendensystem. O.B.d.A sei o = 1.

> Dann ist

C1:C1_+a2C2+...+aka
und {C, G, ..

. Cx} eine Basis geringeren Gewichts
B | o stuhl fiir Algorithmik |
‘"' Institut fiir i
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Kiirzeste Kreise

> Zu jeder Kante e von G, die in einem Kreis enthalten ist, gilt:
In einer Kreisbasis 3 von G gibt es mindestens einen Kreis,
der e enthilt.

> Insbesondere enthilt jede MCB von G zu jedem e einen in G
kiirzesten" Kreis, der e enthilt (Beweis in: Hubicka und
Syslo, Minimal bases of cycles of a graph,).

> Im Folgenden nennen wir einen Kreis minimalen Gewichts
einfach , kiirzester” Kreis.

Lehrstuhl fiir Algorithmik |
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Die Menge
K = {Cnin(ei) : Gnin(ei) kiirzester Kreis, der e; enthilt, e; € E}

ist im Allgemeinen keine Basis.
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Die Menge
K = {Cnin(ei) : Gnin(ei) kiirzester Kreis, der e; enthilt, e; € E}

ist im Allgemeinen keine Basis.

O

/
\
O

O
O
O
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> Sei C die Menge aller Kreise in G = (V/, E) und U die Menge
aller linear unabhangigen Teilmengen von C.

Universitat Karlsruh
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> Sei C die Menge aller Kreise in G = (V/, E) und U die Menge
aller linear unabhangigen Teilmengen von C.

> Dann bildet (C,U) offensichtlich ein Unabhangigkeitssystem.
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> Sei C die Menge aller Kreise in G = (V/, E) und U die Menge
aller linear unabhangigen Teilmengen von C.

> Dann bildet (C,U) offensichtlich ein Unabhangigkeitssystem.

> Das Unabhingigkeitssystem (C,U) ist ein Matroid, genannt
Kreismatroid von G.

ehrstuhl fiir Algorithmik | Universitat Karlsruhe (TH)
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Problem 2: LU Kreise sind Matroide

> Sei G ein Graph.
> Sei C der Vektorraum aller Kreise von G iiber GF(2).

> Zeigen Sie: Die Menge aller linear unabhdngigen Teilmengen
von C ist ein Matroid.
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Exkurs: Basisaustauschsatz von Steinitz
Es sei B := {b1,... by} C V eine Basis des K-Vektorraumes V
und die Vektoren ay, ..., ax € V seien linear unabhangig.

Dann gilt kK < n und fiir eine geeignete Permutation 7w € 5, ist
auch B = {a1, ..., ak, br(k41); - - - » br(n)} €ine Basis.

ehrstuhl fiir Algorithmik | Universitat Karl (TH)
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Wiederholung Unabhadngigkeitssystem

Ein Tupel (M,U) wobei U C 2M ein Mengensystem iiber einer
endlichen Menge M ist, heiBt Unabhangigkeitssystem, wenn

> (€U und
> helU, L h=5hLel.

Die Mengen I C M mit | € U werden unabhingig, alle anderen
Mengen | C M abhangig genannt.
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Wiederholung Matroid:

> Ein Unabhingigkeitssystem (M, U) heiBt Matroid, wenn fiir
alle I,J e U mit |I| < |J|, ein e € J\ | existiert, so dass
lu{e} el.

> Bemerkung: Aquivalent kann anstatt |/| < |J| auch
|| +1 = |J| gefordert werden.

MR | ) i Algorithmik | Universitat Karlsruhe (TH)
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C ist ein Vektorraum. Also gilt:
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C ist ein Vektorraum. Also gilt:

> () € U: Die leere Menge ist linear unabhingig.

Lehrstuhl fiir Algorithmik | Univer: rlsru TH)
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C ist ein Vektorraum. Also gilt:

> () € U: Die leere Menge ist linear unabhingig.

> helU,hb Clh =k el: Teilmengen linear unabhingiger
Mengen sind wieder linear unabhangig.
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C ist ein Vektorraum. Also gilt:

> () € U: Die leere Menge ist linear unabhingig.

> helU,hb Clh =k el: Teilmengen linear unabhingiger
Mengen sind wieder linear unabhangig.

> Fiir alle I, J € U mit |I| < |J|, existiert ein e € J\ /, so dass
I U{e} € U: Das folgt direkt aus dem Satz von Steinitz.
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C ist ein Vektorraum. Also gilt:

> () € U: Die leere Menge ist linear unabhingig.

> helU,hb Clh =k el: Teilmengen linear unabhingiger
Mengen sind wieder linear unabhangig.

> Fiir alle I, J € U mit |I| < |J|, existiert ein e € J\ /, so dass
I U{e} € U: Das folgt direkt aus dem Satz von Steinitz.

Dies sind genau die drei Eigenschaften, die ein Matroid definieren.
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Algorithmus 1 : MCB-GREEDY-METHODE

Eingabe : Menge C aller Kreise in G = (V, E).
Ausgabe : MCB von G
Sortiere C aufsteigend nach Gewicht zu Gy, ..., C
B* «— ()
Fiir i =1 bis k
L Wenn B* U {GC;} linear unabhangig
| B* — BxU{C}

Welche Laufzeit hat dieser Algorithmus ?

& SR i Algorithmik | Universitat Karlsruhe (TH)
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Algorithmus 2 : MCB-GREEDY-METHODE

Eingabe : Menge C aller Kreise in G = (V, E).
Ausgabe : MCB von G
Sortiere C aufsteigend nach Gewicht zu Gy, ..., C
B* — 1
Fiir i =1 bis k
L Wenn B* U {GC;} linear unabhangig
| B* — BxU{C}

> Uberpriifen auf Unabhingigkeit entspricht Lésen von
Gleichungssystem

> Gausssches Eliminationsverfahren hat Laufzeit in O(n?)
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Algorithmus 3 : MCB-GREEDY-METHODE

Eingabe : Menge C aller Kreise in G = (V, E).
Ausgabe : MCB von G
Sortiere C aufsteigend nach Gewicht zu Gy, ..., C
B* — 1
Fiir i =1 bis k
L Wenn B* U {GC;} linear unabhangig
| B* — BxU{C}

> Der Algorithmus ist also polynomial in der Anzahl der Kreise

> Er ist aber nicht polynomial in der GréBe des Graphes
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Problem 5a Kreisbasen

Konstruieren Sie eine unendliche Familie von Graphen, in denen die
Anzahl Kreise (Kreis wie in Definition 5.1 der Vorlesung)
exponentiell in der Anzahl Kanten ist. Beweisen Sie dies.

Anmerkung: Eine Familie (G;);e ist nichts anderes als eine Menge,
bei der jedes Element G; durch einen Index i identifiziert werden
kann.
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Wir konstruieren eine Familie von Graphen, parametrisiert liber
a € N, wie in Abbildung 1 angedeutet.

(@) a=1 (b) a=2

(¢) a=3

die ersten drei Mitglieder der Familie G*P

r Algorithmik | Universitat Karlsruh
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Jeder Graph G5 der Familie enthilt « disjunkte einfache Kreise
zu je vier Kanten:

> G, hat somit |E| = 4 Kanten und |C| = 2 allgemeine Kreise
(die leere Menge und den einfachen Kreis).

> G, hat |E| = 8 Kanten und |C| = 4 allgemeine Kreise (die
leere Menge, die beiden einfachen Kreise und den allgemeinen
Kreis, der die Kanten beider einfachen Kreise enthilt).

> G;3® hat |E| = 12 Kanten und |C| = 8 allgemeine Kreise (die
leere Menge, drei einfachen Kreise, drei 2er-Kombination und
den Kreis, der alle einfachen Kreisenenthilt).

> Fiir festes « betragt damit die Anzahl Kanten |E| = 4 x «, die
Anzahl allgemeiner Kreise dagegen betragt

IC| = 2% = 2'7 € 028,

MR | fir Algorithmik | Universitat Karlsruhe (TH)
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Problem 5b Kreisbasen

Konstruieren Sie eine Familie von Graphen, in denen die Anzahl
Kreise linear in der Anzahl Kanten ist. Beweisen Sie dies.

Universitat Karlsruh
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Wir konstruieren eine Familie von Graphen, parametrisiert ber
a € N, wie in Abbildung 2 angedeutet.

(@a=1 (b) =2
(c) a=3

die ersten drei Mitglieder der Familie G/

r Algorithmik | Universitat Karlsruh
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Jeder Graph G, der Familie enthilt « disjunkte einfache Kreise mit
im Gegensatz zu a) exponentiell steigender Kantenzahl:

> G{™ hat somit |E| = 4 Kanten und |C| = 2 allgemeine Kreise
(die leere Menge und den einfachen Kreis).

> Gl hat |E| = 12 Kanten und |C| = 4 allgemeine Kreise (die
leere Menge, die beiden einfachen Kreise und den allgemeinen
Kreis, der die Kanten beider einfachen Kreise enthilt).

> Glin hat |E| = 28 Kanten und |C| = 8 allgemeine Kreise (die
leere Menge, drei einfachen Kreise, drei 2er-Kombination und
den Kreis, der alle einfachen Kreise enthalt).

> Fiir festes o > 1 betragt damit die Anzahl Kanten

|E| = 29%2 — 4, die Anzahl allgemeiner Kreise dagegen
betragt |C| = 2 = 21°8(EI+49)=2 ¢ O(|E)).
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> Fazit: Einfaches Anwenden des Greedy-Verfahrens fiihrt nicht
zu einem schnellen Algorithmus.
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> Fazit: Einfaches Anwenden des Greedy-Verfahrens fiihrt nicht
zu einem schnellen Algorithmus.

Verbesserungsidee: Theorem von Horton
Fiir jeden Kreis C aus einer MCB von G existiert zu jedem
beliebigen Knoten v aus C eine Kante {u, w} auf C, so dass gilt:

C = SP(u,v) + SP(w, v) + {u, w},

wobei SP(u, v) bzw. SP(w, v) ein kiirzester Weg von u bzw. w
nach v in G ist.
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Institut fiir theoretische Informati




Algorithmus 4 : Algorithmus von Horton

Eingabe : G = (V,E)

Ausgabe : MCB von G

H—0

Fir ve V und {u,w} € E
Berechne CY" = SP(u, v) + SP(w, v) + {u, w}
Wenn C'" einfach ist
L H=HU{C"}

Sortiere Elemente aus H aufsteigend zu Cy, ..., C
Wende die MCB-GREEDY-METHODE an.

Wieso ist dieser Algorithus korrekt?

MR | fir Algorithmik | Universitat Karlsruhe (TH)
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Algorithmus 5 : Algorithmus von Horton

Eingabe : G = (V,E)

Ausgabe : MCB von G

H—0

Fir ve V und {u,w} € E
Berechne CY" = SP(u, v) + SP(w, v) + {u, w}
Wenn C'" einfach ist
L H=HU{C"}

Sortiere Elemente aus H aufsteigend zu Cy, ..., C
Wende die MCB-GREEDY-METHODE an.

Fiir den Fall, dass kiirzeste Wege eindeutig sind, ergibt sich
die Korrektheit direkt aus dem Satz von Horton.
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Algorithmus 6 : Algorithmus von Horton

Eingabe : G = (V,E)

Ausgabe : MCB von G

H—0

Fir ve V und {u,w} € E
Berechne CY" = SP(u, v) + SP(w, v) + {u, w}
Wenn C'" einfach ist
L H=HU{C"}

Sortiere Elemente aus H aufsteigend zu Cy, ..., C
Wende die MCB-GREEDY-METHODE an.

Falls kiirzeste Wege nicht eindeutig sind, kann ein beliebiger
kiirzester Weg gewdhlt werden!

(Dies wird in ‘J.D. Horton. A polynomial-time algorithm to find the
shortest cycle basis of a graph’ gezeigt).
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Algorithmus 7 : Algorithmus von Horton

Eingabe : G = (V,E)

Ausgabe : MCB von G

H—0

Fir ve V und {u,w} € E
Berechne CY" = SP(u, v) + SP(w, v) + {u, w}
Wenn C'" einfach ist
L H=HU{C"}

Sortiere Elemente aus H aufsteigend zu Cy, ..., C
Wende die MCB-GREEDY-METHODE an.

Wie ergibt sich die Laufzeit von O(m3- n)?
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> Wir betrachten zuerst die Zusammenhangskomponenten
einzeln

> m und n beziehen sich jetzt auf eine einzelne
Zusammenhangskomponente
Vorberechnung
> Berechne fiir jeden Knoten s einen Kiirzeste-Wege Baum mit
Wurzel s.
> Speichere fiir jeden Knoten v

> Ds(v): Distanz von s nach v
> Pg(v): Vorginger von v in Kiirzeste-Wege Baum mit Wurzel s

> Laufzeit: O(n(nlogn+ m))
Schleife in Zeile 2-5

> Maximal n- m Durchlaufe

> Pro Durchlauf Aufwand fiir Uberpriifung ob Kreis einfach in
O(n)
anm > Laufzeit: O(n’m)
A

& SR i Algorithmik | Universitat Karlsruhe (TH)
"" Institut fiir theoretische Informatik Forschungsuniversitat - gegriindet 1825



Sortieren
> Maximal n- m Kreise

> Laufzeit also maximal mn + log(mn)

Greedy-Algorithmus

> Test auf lineare Unabhangigkeit mit r linear unabhangigen
Vektoren in )" geht mit Gauss in Zeit O(mr)

> Maximal m - n Kanten zu iiberpriifen
> Dimension des Kreisraums: m —n+1
> Laufzeit in O(m3n)
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Zusammenfassung pro Zusammenhangskomponente i mit n;
Knoten und m; Kanten

Phase Laufzeit
Vorberechnung | O(nj(n;log nj + m;))
Schleife O(n?myj)

Sortieren mjn; + log(m;n;)
Greedy O(m?n;)

Insgesamt o(m?n;)

Es ergibt sich iiber alle Zusammenhangskomponenten eine Laufzeit
von
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Wofiir braucht man Kreisbasen?
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Wofiir braucht man Kreisbasen?

Es gibt Anwendungen in

> Elektrotechnik (= Chipdesign)
> Erstellung von periodischen Fahrplanen

> Oberflachenrekonstruktion
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Geschichte

Jahr Autoren Ansatz Laufzeit

1987 Horton Horton O(m?®n)

1995 de Pina de Pina O(m® + mn?log n)
2002  Golinsky/Hortn Horton O(m“n)

2004 Berger/Gritzmann/de Vries de Pina O(m*mn? log n)
2004 Mehlhorn et al de Pina O(m?n + mn?log n)
2007  Mehlhorn/Michail Hort-Pina  O(m?n/log n + mn?)
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