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Ubersicht

> Organisatorisches

> Landau-Symbole & Laufzeiten
> Amortisierte Analyse

> Rekursionsauflosung

> Heaps und Fibonacci Heaps
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Organisatorisches

Algorithmentechnik-Homepage (mit Forum)
http://illwww.iti.uni-karlsruhe.de/teaching/WS_0809/algotech/

Skript
> auf der Homepage
> zusatzliche Kapitel werden gerade eingearbeitet

Ubungsleiter
> Reinhard Bauer (rbauer@Qira.uka.de)
> Marcus Krug (krugQira.uka.de)
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Vorlesungs/Ubungsbetrieb

> kein regelmaBiger Rhythmus
> Ubersicht auf der Homepage
Di Do
21.10 Vorlesung 23.10 Ubung
28.10 Vorlesung 30.10 Vorlesung
411  Ubung 6.11 Vorlesung
11.11 Vorlesung 13.11. Vorlesung
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Ubungsblitter

> Insgesamt 6 oder 7 Ubungsblatter
> Blatter werden jeden zweiten Dienstag online gestellt
> Bearbeitungszeit: 2 Wochen

> vorraussichtlicher Plan:

Ausgabe 1. Blatt 21.10.2008
Ausgabe 2. Blatt 04.11.2008
Ausgabe 3. Blatt 18.11.2008
Ausgabe 4. Blatt 02.12.2008
Ausgabe 5. Blatt 16.12.2008
Ausgabe 6. Blatt 13.01.2009
Ausgabe 7. Blatt 7 27.01.2009
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Ubungsblatter

> Abgabe immer Dienstags in Kasten am Sekretariat Wagner
(gegeniiber von Raum 319 im Informatik-Hauptgebaude
50.34)

> Die korrigierten Blatter werden an diesem Kasten zur
Abholung ausgelegt

> Keine Matrikelnummer auf das Blatt schreiben

> Korrekturzeitraum: 2 Wochen
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Ubungsblitter

> Besprechung der Blitter in der Ubung
> Losungshinweise auf der Homepage

> Keinen Ubungsschein
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Wieso die Algorithmentechnik Ubungsblitter?
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Wieso die Algorithmentechnik Ubungsblitter?
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Klausurentermine (vorlaufig)

> Haupttermin: 26.02.2009
> Nachschreibetermin: 09.04.2009
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Frage: Ich kann mich an nichts erinnern. Wo kann ich den Stoff
der heutigen Ubung nachlesen?

Antwort:
> Algorithmentechnik-Skript
> Informatik Il Vorlesungsfolien

> Cormen/Leiserson/Stein: Introduction to Algorithms
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Wiederholung Landau-Symbole

feO(g)
> f wachst (asymptotisch) nicht wesentlich schneller als g

> Definition: 0 < I|)r(n_)soL(ij ‘g(x) < o0
feo(g)
> f wichst (asymptotisch) langsamer als g

> Definition: lim ) =0

X—00 g(x)

Bemerkungen:
> Ha&ufig auch dquivalente Definitionen mit Quantoren iiblich

> Verallgemeinerung x — a moglich

4dhl
A
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feQg)
> f wichst (asymptotisch) mindestens so schnell wie g

X—00

> Definition: 0 < I|m|nf ’ < o0

> Aquivalente Definition: g € O(f)

few(g)
> f wichst (asymptotisch) schneller als g

> Definition: lim 0| =

X—00

> Aquivalente Definition: g € o(f)

f €O(g)

> f wachst (asymptotisch) genauso schnell wie g

> Definition: 0 < liminf

X—00

Flx )) < I|msup‘

< 00

ARl > Aquivalente Definition: f € O(g) und g € O(f)
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Wiederholung Laufzeiten

Sei t4(x) die Anzahl Operationen, die ein Algorithmus A bei
Eingabe x ausfiihrt.

Die Worst-case-Laufzeit von A ist:

TR (n) = max ta(x)
x Eingabe,|x|=n

Die Average-case-Laufzeit von A ist:
1 PORAC
X
|[{x : x ist Eingabe mit |x| = n}| A

x:|x|=n

79 (n) ==
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Vergleichsbasiertes Sortieren

> Gegeben: Ein unsortierter Array A= A[l, ..., n] von
Objekten

> Gesucht: Ein Algorithmus der A sortiert und dabei die
Schliissel in A nur durch Vergleiche < auswertet

> Losungen: Zum Beispiel
> Bubble Sort (Laufzeit O(n?))
> Insertion Sort (Laufzeit O(n?))
> Merge Sort (Laufzeit O(nlogn))
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Frage: Ist die Laufzeit O(nlog n) schon optimal ?

Antwort: Ja, denn Sortieren liegt in Q(nlog n).

Anmerkung: Es gibt auch Sortieralgorithmen, die nicht in dieses
Schema passen, etwa Bucket-Sort (entspricht Counting Sort aus
Informatik 11). Diese kénnen mitunter mit starkeren Annahmen
bessere Laufzeiten erzielen.
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Man kann einen deterministischen, vergleichsbasierten
Sortieralgorithmus auf folgende Art als bindren Entscheidungsbaum
auffassen:

> Der Algorithmus entscheidet deterministisch (nach der
Eingabeldnge), welcher Vergleich zuerst durchgefiihrt wird
(ergibt Wurzelknoten)

> jedes, der beiden moglichen Ergebnisse ergibt eine ausgehende
Kante

> abhadngig von dem Ergebnis wird wieder deterministisch der
nichste Vergleich bestimmt (ergibt Knoten der dazu
passenden ausgehenden Kante)

> usw

> fertige Sortierungen werden als Blatter an den Baum
angehangt
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Beweisskizze fiir die untere Schranke

> Die Tiefe eines Baumes ist die Anzahl der Kanten von der
Wurzel bis zum am weitesten entfernten Blatt.

> Damit entspricht die Tiefe des Entscheidungsbaums der
worst-case Vergleichsanzahl

> Es gibt n! mogliche Sortierungen, also mindestens n! Blatter
im Entscheidungsbaum.

> Ein Bindrbaum mit n! Blattern besitzt mindestens Tiefe log n!

> Es ergibt sich folgende Abschatzung:

Taer(n) > logy(nt) = log, [ (5)2] = 3 (logan — 1) € Q(nlog n)
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Verallgemeinerung

Anstatt einfachen Vergleichen werden beliebige Orakel-Fragen

zugelassen

Lebt es im Wasser?

Hat es Schuppen?

Fisch Frosch Hat es Fliigel?

ja '/ &nein

Fliege Spinne

ehrstuhl fiir Algorithmik | Universitat Karl
nstitut fiir theoretische Informatik Forschungsunive

Hat es mehr als vier Fiif3e?
j;/ \:uain ja’/ \I;ein

Hat es Fliigel?
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Verallgemeinerung
> Entscheidungsbaum mit Orakel-Fragen als Model fiir einen
Algorithmus

> Lange des Weges im Baum entspricht Laufzeit des
Algorithmus

> Blatt entspricht Ausgabe des Algorithmus

> Sogenanntes nicht-uniformes Model: Fiir verschiedene
EingabegroBen verschiedene Baume
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Amortisierte Analyse
> Gewdhnliche Laufzeitanalyse: Jede Operation wird einzeln
betrachtet

> Amortisierte Laufzeitanalyse: Die Kosten eines
Programmabschnittes werden iiber alle auszufiihrenden
Operationen gemittelt.

> Vorteil: Machmal bessere Schranken mdoglich

> Wichtig: Keine Verteilungsannahme der Eingabedaten, keine
average-case Analyse
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Beispiel Binadrzdhler

> Gegeben: k-bit Bindrzéhler als Array A[0... k — 1] von bits

> Aufgabe: Z3hle den Binarzahler schrittweise hoch, beginne
bei 0

> Operationen: bit-flips: 0 - 1und 1 — 0
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> Fiir einen Hochzihlvorgang
sind im worst-case k
Operationen notwendig:
01111 — 10000

> Bei n Hochzdhlvorgangen
gibt das eine
Laufzeitabschdtzung von
O(kn)

> Aber: Meistens werden viel
weniger bits umgeklappt

> Mit amortisierter Analyse
kann man zeigen, dass die
Laufzeit in O(n) liegt

O O O O O OO OO0 O0OOoOOo o oo
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Verfahren zur amortisierten Analyse

Ganzheitsmethode / Aggregat-Analyse

> Bestimme eine obere Schranke T(n) fiir die Gesamtkosten

von n Operationen.

> Die amortisierten Kosten fiir eine Operation sind dann T(n)
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A[O] klappt bei  jedem Aufruf um  also insgesamt  n-mal

A[1] klappt bei  jedem 2. Aufruf um also insgesamt |n/2]-mal
A[2] klappt bei  jedem 4. Aufruf um also insgesamt |n/4]-mal
A[i-1] klappt bei jedem i.  Aufruf um also insgesamt |n/2/|-mal

Die Gesamtzahl umgeklappter bits ist also
EIETDIES
2!
=0 i=0

Damit liegt die Laufzeit in O(n).
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Verfahren zur amortisierten Analyse

Buchungsmethode (engl. accounting)

> Waihle amortisierten Kosten fiir die Operationen.
> Verschiedene Operationen kénnen verschiedene Kosten haben.

> Es werden friihe Operationen in der betrachteten Folge hoher
veranschlagt.

> Die zu hoch veranschlagten Kosten werden jeweils als Kredit
fiir festgelegte Objekte gespeichert und spater verbraucht.
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> Beobachtung: Damit ein bit auf 0 umklappen kann, muss es
erst auf 1 umgeklappt sein.

> Schiebe die Kosten fiir das Umklappen auf Umklappen nach 1

Operation ‘ tatsadchliche Kosten ‘ zugewiesene Kosten
Bit auf 1 setzen 1 0
Bit auf 0 setzen 1 2

> Beobachtung: Jeder Hochz3hlvorgang setzt hochstens ein bit
auf 1

> Gesamtkosten fiir n Hochzéhlvorginge also 2n
> Damit liegt die Laufzeit in O(n).
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Potentialmethode

> Sei D; die zugrundeliegende Datenstruktur im j-ten Schritt
> Seien ¢; die tatsidchliche Kosten von Schritt i
> Ordne den D;'s ein Potential ®(D;) zu

> Ordne dem /-ten Schritt amortisierte Kosten zu:
é\i =G + CD(D,) — ¢(D,'71)
> Es gilt
Y &= (ci+0(D)—d(Di_1)) =Y ci+PD(Dy)—P(Dyo)
i=1 i=1 i=1

> Also ist Y7 ; & eine obere Schranke fiir die tatsichlichen
Kosten falls ®(D,) > ®(Dy).
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> Sei ®(D;) := b; die Anzahl der 1en nach dem i-ten
Hochzihlvorgang

> Sei t; die Anzahl der bits die im i-ten Hochz&hlvorgang auf 0
gesetzt werden

> Dann gilt
®(D;) = ®(Di1) < (b1 —ti+1) = b1 =1-1t

und damit
&Gi=c+®D)—P(Di—1) <(ti+1)+(1—-t)=2

> Die Laufzeit ist also in O(n).
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Divide-and-Conquer Verfahren - Das Prinzip der
Rekursion

> Divide-and-Conquer Verfahren zerlegen Probleme in kleinere
Teilprobleme (h3ufig desselben Typs). Aus den Lsungen
dieser Hilfsprobleme wird eine Losung fiir das
Ausgangsproblem konstruiert.

> Haufiger Spezialfall: Rekursive Algorithmen (z. B. Mergesort
aus Informatik I1)

Frage: Wie kann man worst-case Laufzeiten von solchen
Algorithmen ermitteln?
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Die folgenden Methoden stehen zur Verfligung:

© Substitutionsmethode: Wir vermuten eine Ldsung und
beweisen deren Korrektheit induktiv.

@ Iterationsmethode: Die Rekursionsabschitzung wird in eine
Summe umgewandelt und dann mittels Techniken zur
Abschatzung von Summen aufgeldst.

© Meistermethode: Man beweist einen allgemeinen Satz zur
Abschatzung von rekursiven Ausdriicken der Form

T(n)=a-T(n/b)+ f(n), wobei a>1 und b> 1.

Lehrstuhl fiir Algorithmik | Universitat Karlsruhe (TH)

"' Institut fiir theoretische Informatik Forschungsuniversitat - gegriindet 1825



Theorem (Master-Theorem)

Seien a > 1 und b > 1 Konstanten, f(n) eine Funktion in n und
T(n) iiber nichtnegative ganze Zahlen definiert durch

T(n)=a- T(n/b)+ f(n),

wobei n/b fiir [n/b| oder [n/b] steht.
(i) T(n) € ©(f(n)) falls f(n) € Q(n'°8>3*¢) und af () < cf(n)
flir eine Konstante ¢ < 1 und n > ng,
(i) T(n) € ©(n'°8s2log n) falls f(n) € ©(n'es2),
(i) T(n) € ©(n'°e6?) falls f(n) € O(n'°8>3¢).
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Beispiel: Matrix-Multiplikation

Problem Matrix-Multiplikation
> Gegeben: (n x n)-Matrizen A, B
> Gesucht: A- B

Herkdmmlicher Ansatz mit Laufzeit O(n3)
> C=A-B=(aj)- (by) = (cj) mit cj = >4_; aik - by
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Ein Divide-and-Conquer Ansatz fiir die Matrixmultiplikation ist:

A B_ | 2 by b2\ _(a —C,
a3 a4 b3 by 3 €
wobei die aj, b;, ¢; (n/2 x n/2)-Matrizen sind. Dann berechnet sich
C durch

= albl + 32b3
Cy = 31b2 + 82b4
c3 = azby + asb3
Cy = 33b2 + a4b4

8 Matrixmultiplikationen
von (n/2 x n/2)-Matrizen und
4 Additionen von (n/2 x n/2)-Matrizen
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Aufwand:
> 8 Matrixmultiplikationen von (n/2 x n/2)-Matrizen
> 4 Additionen von (n/2 x n/2)-Matrizen.

Die Addition zweier (n x n)-Matrizen ist in ©(n?). Damit ergibt
sich

T(n) = 8-T(n/2)+c-n? c >0 Konstante,

O(n'°&85) = O(n® %) mit0<e=1
O(n°828) = 9(nd) (leider!)

c'n2 S
= T(n) €
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Es gibt einen Divide-and-Conquer Ansatz von Strassen, der
> 7 Multiplikationen
> 18 Additionen

verwendet. Als Laufzeit ergibt sich dann

T(n) = 7-T(n/2)+c-n?
— T(n) e ©(n'°e’),

Lehrstuhl fiir Algorithmik |
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Wiederholung Priority Queue

Priority Queue: Datenstruktur H um eine geordnete Menge M zu
verwalten, die folgende Operationen unterstiitzt:

> GETMAX: gibt den maximalen Wert an, der in H abgelegt ist
> DELETEMAX(H): entfernt das Element an der Stelle 1 in H
> INSERT(H, x): fiigt einen neuen Wert x in H ein
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Manchmal werden auch folgende Operationen unterstiitzt

> INCREASEKEY
> DECREASEKEY
> DELETE(H, i)
> MERGE

Haufige Variante: Suche das Element mit minimalem Wert
anstatt dem mit maximalem Wert.

ehrstuhl fiir Algorithmik | Universitat Karl (TH)
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Wiederholung Heaps

Ein (Bindr)-Heap ist ein voller bindrer Baum, der mit einem Array
A realisiert wird.

Die Indizierung von A wird entsprechend der Indizierung der
Knoten von der Wurzel nach unten und im gleichen Level von links
nach rechts angelegt. Der Heap erfiillt zusatzlich die
HEeAP-Eigenschaft, d.h.:

Vi:  A[Vorgénger[i]] > Ali]
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Operationen auf Heaps

> Heapify (alternativ auch Bottom-Up-Heapify)
> Makeheap

> Delete

> Sift-Up

> Insert

Mit diesen Operationen kann eine Priority Queue realisiert werden.
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Laufzeiten einer Priority-Queue bei Realisierung durch
einen Binar-Heap

Operation Bindr-Heap
Findmax 0o(1)

Insert O(log n)
IncreaseKey | O(log n)
DeleteMax | O(log n)
Delete O(log n)
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Fibonacci-Heaps (Skizze)

> Datenstruktur zur Realisierung der Operationen INSERT,
GETMAX, DELETEMAX, MERGE, INCREASEKEY, DELETE

> Beispiel fiir eine Vorgehensweise die mit dem Gedanken an
eine amortisierte Analyse entworfen wurde (wird nicht in der
Ubung vorgestellt)

> Theoretische (amortisierte) Laufzeiten sind besser als bei
Binar-Heaps

> Wegen groBen Konstanten allerdings praktisch weniger
relevant
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Vergleich der amortisierten Laufzeiten einer Priority-Queue
bei Realisierung durch Binar-Heap und Fibonacci-Heap

Operation Bindr-Heap | Fibonacci-Heap
Findmax 0o(1) o(1)

Insert O(log n) 0(1)
IncreaseKey | O(log n) 0o(1)
DeleteMax | O(log n) O(log n)

Delete O(log n) O(log n)
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Ungeordnete Binomialbaume

Rekursiv definiert:

> Der ungeordnete Binomialbaum Uy besteht aus einem Knoten

> Ein ungeordneter Binomialbaum Uy besteht aus zwei
ungeordneten Binomialbdumen
> T; mit Wurzel
> T, mit Wurzel r

und der Kante (r1, )
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Datenstruktur des Fibonacci-Heaps

Ein Fibonacci-Heap ist eine Sammlung von ungeordneten
Binomialbdumen, die alle die Heap-Eigenschaft erfiillen und deren
Wurzeln durch eine doppelt-verkettete zirkuldre Liste verbunden
sind.

Zusatzlich wird ein Zeiger auf die Wurzel mit dem groBten
Schliissel unterhalten.

Fiir jeden Knoten x gibt es label
> degree[x]| (Anzahl der Kinder im Baum)

> mark|[x] (gibt an, ob x ein Kind verloren hat, seit x das Kind
eines anderen Knotens wurde (zu Beginn false))
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Fibonacci-Heap - Beispiel
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Einfiigen eines Knotens x in einen Fibonacci-Heap

> Der Knoten x wird als Baum der GréBe 1 angesehen und
direkt in die Wurzelliste eingefiigt

> degree[x] :=0

> der Zeiger auf das maximale Element wird bei Bedarf auf x
gesetzt

Universitat Karlsruhe (TH)

ehrstuhl fiir Algorithmik |
stitut fiir theoretische Informatik Forschungsuniversi - gegriindet 1825



Suchen des maximalen Elements

> Direkt durch den Zeiger auf das maximale Element
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Loschen des maximalen Elements m

> losche m aus der Wurzelliste und fiige dafiir alle direkten
Kinder von m in die Wurzelliste ein

> Konsolidierung: tue folgendes solange es in der Wurzelliste
Knoten mit der gleichen Anzahl an Kindern gibt:

> Finde zwei Wurzeln x und y mit gleicher Anzahl Kindern. Es
sei key[x] > key|y]

> Losche y as der Wurzelliste und mache es zu einem Kind von x
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Wie funktioniert der Konsolidierungsschritt genauer?

> Ein Hilfsarray A[0, ... M] wird angelegt (man kann ein
hinreichend groBes M berechnen) und alle Felder mit nil
vorinitialisiert.
> Es werden iterativ alle Knoten x der Wurzelliste
durchgegangen.
> Falls A[degree[x]] = nil wird ein Zeiger auf n in A[degree[x]]
eingetragen.
> Falls A[degree[x]] einen Zeiger auf einen Knoten y enthilt, ist
ein Paar gefunden. A[degree[x]] wird auf nil gesetzt. O.B.d.A.
habe x den groBeren Wert als y. Der Knoten y wird nun Kind
von x und ein Zeiger auf x in A[degree[x]] eingetragen.

MR | fir Algorithmik | Universitat Karlsruhe (TH)

-
‘"' Institut fiir theoretische Informatik Forschungsuniversitat - gegriindet 1825



