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Problem 1: Flussnetzwerk bei Goldberg-Tarjan

Zeigen Sie, dass die fiir den Algorithmus von Goldberg-Tarjan verwendete Definition eines Fluss-
netzwerkes dquivalent zu der urspriinglich in der Vorlesung vorgestellten Definition ist.

Die urspriingliche Definition eines Flussnetzwerkes benutzt einen einfachen gerichteten Graphen
D = (V,E) mit Kantenkapazititen ¢ : E — R(J{ und ausgezeichneten Knoten s,t € V., s Quelle
(source) und t Senke (target).

Man bezeichnet das Tupel (D; s, t;¢) dann als Netzwerk. Eine Abbildung f : E — ]Rar heifit Fluss,
wenn sie die folgenden beiden Eigenschaften hat:

(a) Fiir alle (7,j) € E ist die Kapazititsbedingung
0 < f(i,j) < (i, ) (1)
erfiillt.

(b) Fiir alle i € V'\ {s,t} ist die Flusserhaltungsbedingung

o faih- Y fGi)=0 (2)
{51G.5)eE} {i1G)eE}
erfiillt.

Der Ausdruck
w(f) = Y fls,i)— Y f(i,s)
(s,0)ER (3,8)EE
heifit Wert des Flusses f.

Zur Vereinfachung der Darstellung wird das Netzwerk D = (V. E) zu D' = (V, E’) erweitert,
wobei E' := EU {(v,w) | (w,v) € EA (v,w) ¢ E}. Auerdem wird c: E — R{ fortgesetzt zu
d:V xV — R{ durch ¢ (v,w) = 0 fiir (v,w) ¢ E. Aus Griinden der Ubersicht bezeichnen wir im
Folgenden allerdings auch ¢’ mit c. Ein Fluss f ist dann eine Abbildung f: V x V — R mit
Kapazitdtsbedingung

V(o) €V XV fu,w) < c(v,w) | 3)
Antisymmetrie-Forderung
V(U,UO eVxV f(v,u0:2<—f(ugv) (4)
und Flusserhaltungsbedingung
Yo e V\ {s,t} Zf(u,v):o . (5)
ueV

Der Wert eines Flusses f ist dann

w(f) =) flsv)=) flvt) .

veV veV



Proof. Fiir den Beweis sei D = (V, E) ein gerichteter Graph und D’ = (V, E’) sei der gerichtete
Graph, der fiir den Algorithmus von Goldberg-Tarjan betrachtet wird, d.h.

E' = EU{(v,w) | (w,v) € EA (v,w) & E} . (6)

Das urspriingliche Flussnetzwerk sei N' = (D, s,t,c). Fiir den Algorithmus von Goldberg-Tarjan
wird ein Flussnetzwerk N/ = (D', s,t,¢) konstruiert, wobei cf p = cund CT g = 0 gelten. Im
folgenden sei ¢’ ebenfalls mit ¢ bezeichnet. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit enthalte D keine
Kante (u,v), so dass (v,u) ebenfalls eine Kante von D ist (vgl. Ubungsblatt 3).

Wir zeigen die Aquivalenz in zwei Schritten:

(i) Sei f ein Fluss in N'. Dann ist f|p ein Fluss in V.

(ii) Sei f ein Fluss in A. Dann ldfit sich f in kanonischer Weise zu einem Fluss in A fortsetzen.

Schritt (1): Sei f ein Fluss in . Dann gelten

Kapazititsbedingung
Viv,w) e VxV f(v,w) <e(v,w) (7)

Antisymmetrie-Forderung
\V/(’U,'U}) evVxV f(’U,'lU) = —f(w,v) (8)

und Flusserhaltungsbedingung

Vo e V\{s,t} > fluv)=0. (9)

ueV

Zu e = (u,v) € E bezeichne e~! die Kante (v,u). Sei e € E mit f(e) < 0. Dann gilt e=! € E'\ E
und damit c¢(e™!) = 0. Wegen der Antisymmetriebedingung gilt aber f(e~!) > 0 im Widerspruch
zu f(e71) < c(e7!) = 0. Also gilt f(e) > 0 fiir alle e € E. AuBerdem gilt f(e) < c(e) aufgrund der
Kapazitétsbedingung (7). Somit erfiillt f|p die Kapazitéitsbedingung fiir A/, d.h.

0< fip(e) < ele) (c€E).

Weiter gilt fiir alle v € V'\ {s,t}

ueV
= Z f(uav)+ Z f(u,v)
(u,v)EE (u,0)EE'\E
= Z fu,v) — Z f(v,u) Antisymmetrie
(u,v)EE (u,v)EE'\E
= > flwo)— > flv,u).
(u,v)EE (v,u)eEE

Damit ist die Flusserhaltungsbedingung fiir fip in N erfiillt. Aulerdem gilt

w(f) = —w(s) = w(fip) -

Also ist auch der Wert des Flusses in beiden Flussnetzwerken gleich.



Schritt (ii): Sei f ein Fluss in A/. Wir erweitern f in kanonischer Weise auf E’. Dabei miissen wir
sicherstellen, dass die Antisymmetriebedingung erfiillt bleibt, d.h. wir setzen

fle™h) = ~f(e) (10)

fir alle e € E. Aufrund der Kapazititsbedingung in N ist die Kapazititsbedingung in N’ tri-
vialerweise erfiillt. Die Antisymmetribedingung ist nach Definition ebenfalls erfiillt. Analog zur
Argumentation in Schritt (i) lisst sich damit auch zeigen, dass die Flusserhaltung sowie der Wert
des Flusses erhalten bleiben.
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