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6. Musterlosung

Problem 1: Fingerabdriicke 2pt

Algorithmus 1 : MATRIZENPRODUKTTEST (A, B, C)

r < ( Vektor von n unabhéingigen Zufallsbits )
x < Br
y — Ax
z+—Cr
Wenn y # z
L return NO

L return YES

(a)

(b)

(c)

Der Algorithmus iiberpriift ob A(Br) = Cr fiir einen zufillig gewihlten Vektor r gilt. Wenn AB = C
gilt, dann gilt A(Br) = Cr auch und der Algorithmus 1 liefert in diesem Fall YES.

Sei D = AB — C, also D # 0. Auflerdem setzen wir y = ABr und z = Cr. Dann gilt, dass der
Algorithmus 1 genau dann YES liefert, wenn Dr = 0. Es bezeichne d die erste Zeile von D. O.B.d.A
sei d nicht der Nullvektor und die Nichtnulleintrige von d seinen genau die erste ¢ Eintrige dy,...,d.

Der erste Eintrag im Produkvektor Dr ist gerade dr. Wir suchen eine obere Schranke fiir die Wahr-
I

scheinlichkeit, dass dr = 0 ist. Das ist genau der Fall, wenn Zdﬂ“i = 0, also genau dannn, wenn

i=1
-1 '
re = (— Zdﬂ‘i)/d4~ Um einzusehen, wie unwahrscheinlich dies ist, stelle man sich vor, r1,...,rp_1
i=1
seinen bereits gewdhlt. Dann kann offensichtlich fiir héchsten einen der beiden moglichen Werte 0
und 1 fiir r, obige Gleichung richtig sein. Also ist diese Wahrscheinlichkeit hochsten 1/2.

Durch k-fache Wiederholung des Algorithmus kann die Fehlerwahrscheinlichkeit wie iiblich auf 2%
gedriickt werden.

Problem 2: Approximation der Grofle einer Clique 3pt

Eine Clique ist ein vollstindig verbundener Subgraph eines Graphen. Sei G = (V, E) ein ungerichteter,
zusammenhiingender, einfacher Graph. Fiir jedes k > 1, k € N sei G*) der ungerichtete Graph (V*), B(*)
wobei V(#) die Menge aller geordneten k-Tupel von Knoten aus v ist und E*) so definiert ist, dass
(v1,v2,...,v) genau dann mit (wy,ws, ..., wy) benachbart ist, wenn fiir alle ¢ mit 1 <4 < k entweder
der Knoten v; in G mit w; benachbart ist oder v; = w; gilt.

(a)

(b)

Beweisen Sie, dass die Gréfle der maximalen Clique in G*) gleich der k-ten Potenz der maximalen
Clique in G ist.

Zeigen Sie, dass fiir das Problem, eine maximale Clique zu berechnen, ein Approximationschema mit
vollstdndig polynomieller Laufzeit gibt, falls es einen Approximationsalgorithmus mit konstantem
Approximationsverhéltnis fiir dieses Problem gibt.

Lésung:



(a) Projektion des Problems

Seien ¢ und ¢ die Kardinalitéiten von Cliquen von maximaler Kardinalitiit in G respektive G*). Zu
zeigen ist ¢ = c*. Wir zeigen zunichst ¢ > ¢*, und dann ¢ < c*.

Sei C := {v1,...,v.} eine maximale Clique (i.e. von maximaler Kardinalitéit) in G = (V, E) mit
Kardinalitit c. Betrachte die folgende Menge von Tupeln C'%) := {(z1,...,2x) € VF | 2; € C fiir
alle i = 1,...,k}. Offenbar gilt C*) C V(¥) weiterhin ist die Bedingung fiir Adjazenz in G(*) fiir
jedes Paar vl(k),vfk) e C®) erfiillt. Somit bildet C*) in G*) eine Clique der Kardinalitéit ¢*. Dies
beweist ¢ > ¢*.

Sei D eine Clique in G*) mit den Elementen d',...,d", dabei bezeichne d' = (di,...,d.) mit
dé € V. Fir j=1,...,k sei der Koordinatensack S; = {dé\l < i < (£} die Menge aller Knoten aus
V, die in der j-ten Koordinate der Elemente von D vorkommen. Da D Clique ist, ist jedes S; Clique
in G. Somit gilt |D| < H?:l |S;|. Sei nun D eine maximale Clique (i.e. von maximaler Kardinalitét)
in G, und seien die zugehérigen Koordinatensiicke Sy, . .., Sz. Dann gilt wieder |D| < H?:l |§j\,
wobei S; die Koordinatenséicke von D sind. Da die Koordinatensécke Cliquen in G sind, gilt S‘; <c
fir 1 < j <k, und somit |D| =¢ < c*.

Somit gilt Gleichheit. Dariiberhinaus gilt fiir die Koordinatensicke: ¢ = c¥ = Sy =,..., S, = C fiir
eine maximale Clique C in G.

“Konstantes Approximationsverhiltnis = PAS?”

Angenommen es gibe einen solchen Algorithmus A mit relativem Approximationsverhéltnis a > 1.
Sei C' eine maximale Clique in G, und fiir ein gegebens k sei OPT™ eine maximale Clique in G*).
Nach (a) gilt dann |C[¥ = |OPT®)|. Man definiere das Schema wie folgt:

Definiere k wie folgt:
loga
ki=|—————
log(1+¢)

e Lose das Problem fiir G*). Dann liefert A eine Clique D der Kardinalitit ¢ Dabei gilt:
|OPT )| <a
Dl =

e Sei S; der Koordinatensack maximaler Kardinalitét von D. Dann sei D die Clique in G
mit Koordinatensicken S; = S;,1 < j < k (siche (a)). Dann gilt |D| > |D| und somit auch
|OPT )| <a

Dl =

e In G sei nun C’ die nach (a) zu der Clique D in G*) korrespondierende Clique. Dann gilt:

k
c| |OPT®)| .
(& YIDl ~
Somit gilt fiir die die Grofle der approximiert maximalen Clique C' in G die gewiinschte relative
Approximationsgiite 1 + €.

1 log(1+¢)
a=ak Sa Tog a :aloga(1+6):1+5 .

Die Konstruktion des Graphen G®) mit n* Knoten und O(n?*) Kanten erfolgt in O(n?*), und der
Approximationsalgorithmus wird in Polynomialzeit auf einem Graphen mit n* Knoten ausgefiihrt.
Da auch noch der Riickschluss auf die Losung in G unmittelbar erfolgt, 1duft das gesamte Schema
in Polynomialzeit.

Um nun zu zeigen, dass das obige PAS ein FPAS ist, miisste man noch zeigen dass die Laufzeit

polynomiell in 1/¢ ist. Dazu muss man also zeigen, dass n* polynomiell in 1/¢ ist. Da sich n[logz%iﬂ1
superpolynomiell in 1/¢e verhilt, ist obige Konstruktion kein FPAS. Dies schlieit natiirlich noch nicht
aus, dass die Existenz eines FPAS auf andere Weise gefolgert werden kann (ich halte dies aber fiir
unwahrscheinlich).
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Problem 3: Vertex-Cover 2pt

(a)

Der Algorithmus liefert ein Vertex Cover, da fiir jede Kante, die nicht iiberdeckt ist, beide Endknoten
zur Losung hinzugenommen werden. Betrachten wir nun einen weiteren Algorithmus (Algorithmus
2), der bereits eine optimale Losung C* als Eingabe bekommt, und diese auch wieder ausgibt.

Algorithmus 2 : Exakter Algorithmus fiir VERTEX COVER

Eingabe : Graph G = (V, E), Optimallssung C*
Ausgabe : C' (Minimales Vertex Cover von G)
C—0

fiir alle {v;,w;} € E tue
Wenn {v;, w;} nicht durch C iberdeckt ist

‘Wenn v; € C*
L C<—’Ui

Wenn w; € C*
L CHwi

return C

Offensichtlich fiigt der Approximationsalgorithmus héchstens doppelt so viele Knoten zu C' hinzu
wie Algorithmus 2, denn mindestens eine der beiden inneren Wenn—Abfragen in Zeile 3 bzw. 5 muss
erfiillt sein, weil C* schlieflich eine Losung ist, und somit zu jeder Kante mindestens einen inzidenten
Knoten beinhalten muss. Es ldsst sich leicht ein Beispiel konstruieren, das zeigt, dass diese Grenze
scharf ist. Siehe dazu Abbildung 1. Somit liefert der Algorithmus eine Faktor—2—Approximation fiir
das Problem VERTEX COVER.

Abbildung 1: Ein optimales Vertex Cover wiirde nur einen der Knoten v oder w beinhalten. Der Algo-

(b)

rithmus aus Aufgabe 3 (a) wihlt jedoch beide Knoten aus.

Betrachte den Graph in Abbildung 2. Eine giiltige Folge, in der die Knoten im Algorithmus be-
trachtet werden konnen, ist die durch die Knotebeschriftung induzierte. Offensichtlich ist |C] = 11.
Ein optimales Vertex Cover C* ist durch die grauen Knoten gegeben, und hat eine Méchtig-
keit von |C*| = 5. Es gilt also |C| > 2|C*|, und damit ist der Algorithmus kein Faktor—2—
Approximationsalgorithmus fiir VERTEX COVER.

Sei G = (V, E) ein Baum. Knoten v € V mit Grad 1 wollen wir als Blatt bezeichnen. Offensichtlich
hat jeder Baum mit wenigstens einer Kante mindestens ein Blatt, da der Graph sonst nicht kreisfrei
ware.

Ist nun v ein beliebiger Blattknoten, so ist wegen Grad(v) = 1 das Blatt zu genau einem weiteren
Knoten w inzident. Die Kante {v,w} muss also entweder von v oder w iiberdeckt werden. Die Wahl
von w fiir das Vertex Cover ist in jedem Fall giinstiger, da dadurch noch weitere (zu w inzidente)
Kanten iiberdeckt werden koénnen. Loschen wir schlieflich alle Kanten, die zu w inzident sind®, so
erhalten wir einen Baum kleinerer Grofie, und kénnen das gleiche Verfahren iterativ fortsetzen.

Es folgt, da wir in jedem Schritt immer den giinstigeren Knoten wihlen, dass das Ergebnis ein Vertex
Cover minimaler Grofle ist. Die Blattknoten kénnen mit einer Tiefensuche in O(m + n) = O(m)
Zeit gefunden werden, der Algorithmus hat also lineare Laufzeit in Abhéngigkeit der Kanten. Siehe
auch Algorithmus 3 fiir eine Beschreibung in Pseudo—Code.

1Die Knoten v und w kénnen, miissen aber wegen unserer Definition von Blatt nicht, geloscht werden.
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Abbildung 2: Gegenbeispiel fiir Aufgabe 3 (b).

Algorithmus 3 : Optimales Vertex Cover fiir Baume

Eingabe : Baum G = (V, E)
Ausgabe : Optimales Vertex Cover

C <10

solange |E| > 1 tue
v «— Blattknoten in G
w «— Zu v adjazenter Knoten in G
C — CU{w}

Losche w und alle zu w inzidenten Kanten

return C

Problem 4: euklid-TSP-Approximation 1pt

Algorithmus 4 : E-TSP-ApPPROX-1(G)

T —p
solange |T'| < |V| tue
v, pi; < Knoten mit d(p;,,v) minimal, mit p;, € T,v € V\T
k — ‘T|
T (Piyy -3 Pijy Vs Dijprs - - Piy) //flige v zwischen p;; und p;; , ein
(pi17' . 7pik+1) —T
return 1T’

Zeile 3 von E-TSP-APPROX ist eine Anwendung der griinen Regel auf den Schuitt (T, V \ T'), vgl PRIM.
Sei ¢(F) := Z(i,j)eE d(p;.pj) Kantengewichtsfunktion, M der MST, wie er von PRIM gefunden wird, sei
T* die optimale Rundtour und W eine Pre+Postorder-Traversierung von M, d.h. eine Rundtour, die jede
Kante des MST zweimal betritt.

Da T™* durch Loschen einer beliebigen Kante zu einem Spannbaum wird, gilt: ¢(M) < ¢(T*). Da W jede
Kante von M genau zweimal benutzt, gilt: ¢(W) = 2¢(M). Da die Dreiecksungleichung gilt, kann W
einfach verkiirzt werden, indem bereits besuchte Knoten aus der Rundtour geloscht werden. Genau dies
tut (implizit) Zeile 5, indem es eine Preorder-Traversierung aufbaut. Daher gilt: ¢(T") < ¢(W).
Insgesamt also: ¢(T) < (W) = 2¢(M) < 2¢(T*). Somit ist E-TSP-APPROX ein 2-
Approximationsalgorithmus.
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