Kapitel 8
Parallele Algorithmen

Der Literaturtip. Zu parallelen Algorithmen vgl. [GR90].

Beim Entwurf paralleler Algorithmen ist in stirkerem Maf als bei sequen-
tiellen Algorithmen das zugrundeliegende Berechnungsmodell von beson-
derer Bedeutung. Das Hauptmerkmal paralleler Algorithmen ist, dass an-
statt eines Prozessors mehrere Prozessoren gleichzeitig, mehr oder weniger
unabhéingig voneinander, Operationen ausfithren kénnen. Mogliche Berech-
nungsmodelle, und auch wirkliche Parallelrechner, unterscheiden sich etwa
darin, wie unabhingig die Prozessoren voneinander sind (gleichartige bzw.
unterschiedliche Operationen in einem parallelen Schritt; Kommunikation
kostet mehr oder weniger viel Berechnungszeit, etc.)

Ein sinnvolles Berechnungsmodell fiir den Entwurf von parallelen Algo-
rithmen auf relativ hohem Abstraktionsniveau und fiir theoretische Betrach-
tungen wie etwa Komplexitdtsbetrachtungen ist die PRAM (Parallel Ran-
dom Access Machine), eine parallele Version der RAM (siehe Einfithrung).
Das Konzept einer PRAM, das am meisten zitiert und fiir Algorithmen zu-
grundegelegt wird, stammt von Fortune & Wyllie (1978).
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8.1 Das PRAM Modell

e unbegrenzte Prozessorenzahl;

unbegrenzter globaler Speicher, auf den alle Prozessoren Zugriff haben;

Speicherzellen des globalen Speichers wie bei RAM;

Operationen, die jeder einzelne Prozessor ausfithren kann wie bei RAM;

Jeder Prozessor hat einen eigenen lokalen Speicher, der ebenfalls un-
begrenzt ist.

Jeder Prozessor darf nur auf seinen eigenen lokalen Speicher zugreifen, nicht
aber auf den lokalen Speicher eines anderen Prozessors. Alle Prozessoren
diirfen auf den globalen Speicher zugreifen.

Problem. Was passiert, wenn mehrere Prozessoren gleichzeitig aus der-
selben Speicherstelle des globalen Speichers lesen wollen oder dieselbe Spei-
cherzelle des globalen Speichers beschreiben wollen? Alle der folgenden Kom-
binationen sind denkbar und werden als Modelle untersucht bzw. beim Al-
gorithmus zugrundegelegt:

gleichzeitiges Lesen erlaubt gleichzeitiges Lesen verboten
CR (concurrent read) ER (exclusive read)
gleichzeitiges Schreiben erlaubt | gleichzeitiges Schreiben verboten
CW (concurrent write) EW (exclusive write)

Wir wollen uns hier auf die CREW-PRAM beschrianken.

8.2 Komplexitit von parallelen Algorithmen

Wir betrachten wieder die Laufzeit im worst-case. Beim Ablauf eines paralle-
len Algorithmus werden N Operationen, die gleichzeitig von N Prozessoren
ausgefiihrt werden, als ein (paralleler) Berechnungsschritt geziahlt. Dann ist
die Laufzeit T4(n) eines parallelen Algorithmus A definiert als

Definition 8.1 T4(n) := max{Anzahl der Berechnungsschritte von A bei
Eingabe des Problembeispiels 1, wobei I ein Problembeispiel der Grifle n
ist}.



8.2. KOMPLEXITAT VON PARALLELEN ALGORITHMEN 93

Bemerkung. Die Berechnung beginnt, wenn der erste Prozessor aktiv
wird, also irgendeine Operation ausfithrt, und endet, nachdem der letzte
Prozessor inaktiv geworden ist, also keine Operation mehr ausfithrt. Die
Prozessoren arbeiten synchron.

Fiir die Giite eines parallelen Algorithmus ist neben der Laufzeit (und
dem Speicherplatzbedarf, den wir hier nicht betrachten) die Anzahl der
benédtigten Prozessoren relevant. Die Prozessorenzahl Py4(n) eines par-
allelen Algorithmus A ist definiert als

Definition 8.2 P4(n) := max{Anzahl an Prozessoren, die wihrend des
Ablaufs von A bei Eingabe des Problembeispiels I gleichzeitig aktiv ist,
wobei I ein Problembeispiel der GréBe n ist}.

(Dies entspricht also wieder einer worst-case-Abschitzung).

Ein paralleler Algorithmus A steht natiirlich in Konkurrenz zu sequen-
tiellen Algorithmen. Dabei interessiert uns vor allem:

worst-case Laufzeit des schnellsten
bekannten sequentiellen Algorithmus

speed-up(A) :=
P p(A) worst-case Laufzeit des

parallelen Algorithmus A

Je grofler der speed-up(.A) ist, umso besser ist natiirlich der Algorithmus A.
Im Idealfall hofft man natiirlich, einen speed-up von N zu erreichen, wenn
etwa Ps(n) =: N (fiir alle n). Bei PRAM-Algorithmen geht man allerdings
meist davon aus, dass die Prozessorenzahl abhingig von der Problemgrofie
ist (wie aus der Definition 8.2 von Py4(n) ersichtlich). Man betrachtet also
bei Ty, P4, speed-up(A), usw. asymptotisches Verhalten.

Ein Qualitdtsmaf fiir einen parallelen Algorithmus .4, in welches also
sinnvoll Laufzeit und Prozessorenzahl eingehen, sind die Kosten C'4 von A:

Ca(n) :=Tx(n) - Pa(n)

Sind asymptotisches Wachstum von C4(n) und die schirfste asymptotische
untere Schranke fiir die Laufzeit eines sequentiellen Algorithmus gleich, so
nennt man 4 kostenoptimal. Kennt man keine gute untere Schranke, so
betrachtet man die Effizienz F 4 von A:

worst-case Laufzeit des schnellsten
bekannten sequentiellen Algorithmus

Ep(n) := :
A(n) Kosten des parallelen Algorithmus A

Man kann davon ausgehen, dass E4(n) < 1, denn sonst kénnte man aus A

einen sequentiellen Algorithmus ableiten mit (asymptotisch) besserer Lauf-

zeit, als die Laufzeit des schnellsten bekannten sequentiellen Algorithmus,
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indem man einen Prozessor alle Operationen eines parallelen Berechnungs-
schritts von A hintereinander ausfiihren ldsst. Dann ist die Laufzeit =~ C 4(n).

8.3 Die Komplexititsklassen

Die am meisten untersuchte Klasse in Zusammenhang mit parallelen Algo-
rithmen ist die Klasse N'C:

Definition 8.3 (Nick’s Class nach Nicholas Pippinger) Die Klasse NC
ist die Klasse der Probleme, die durch einen parallelen Algorithmus A mit
polylogarithmischer Laufzeit und polynomialer Prozessorenzahl gelist wer-
den kann, d.h. T4(n) € O((log,,)*) mit k; Konstante, und P4(n) € O(n*?)
mit ko Konstante.

Eine wichtige offene Frage ist: Gilt P = NC? Vermutung ist: ,nein.
Wie bei der Frage, ob P = NP ist, gibt es auch hier ein Vollstindigkeits-
konzept. Parallele Laufzeitkomplexitéit steht in engem Zusammenhang zu
sequentieller Speicherplatzkomplexitit.

Definition 8.4 (Steve’s Class nach Stephan Cook) Die Klasse SC ist
die Klasse der Probleme, die durch einen sequentiellen Algorithmus mit
polylogarithmischem Speicherplatzbedarf und polynomialer Laufzeit gelost
werden kann.

Die offene Frage ist hier: NC = SC?

Einschub. Verschiedene PRAM-Modelle wie CREW-PRAM und EREW-
PRAM, oder ein Modell, bei dem zu Beginn der Berechnung eine beliebi-
ge Anzahl von Prozessoren aktiv sind gegeniiber einem Modell, bei dem
zu Beginn nur ein Prozessor aktiv ist und alle anderen erst ,aufgeweckt®
werden miissen, unterscheiden sich in der Laufzeit im wesentlichen nur um
einen Faktor log N (bei N Prozessoren, die gleichzeitig lesen wollen, bzw.
aktiviert werden sollen). Dies lisst sich durch den folgenden Ubertragungs-
algorithmus, bei dem ein Wert an N Prozessoren auf einer EREW-PRAM
iibertragen wird, veranschaulichen.
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Formale Beschreibung des Algorithmus BROADCAST.

Eingabe: Wert m.
Datenstruktur: Array A der Linge N im globalen Speicher.

BROADCAST(N)
1. P liest m,
kopiert m in den eigenen Speicher
und schreibt m in A[1].

2. Fiir i =0 bis [log N — 1 fiihre aus: (MERGEWITHHELP)
3. Fiir alle j (2¢ +1 < j < 2'*!) fithre parallel aus:
4. Pj liest m aus A[j — 2],

kopiert m in den eigenen Speicher
und schreibt m in A[j].

Die Laufzeit ist in O(log N).

8.4 Parallele Basisalgorithmen

8.4.1 Berechnung von Summen

Ziel ist die Berechnung der Summe (bzw. Produkt, Minimum, Maximum,
allgemein n-fache bindre Operation) aus n Werten a1, ... ay.

Formale Beschreibung des Algorithmus SUMME.

Eingabe: n Werte a1, ... ,ay,, 0.B.d.A. sei n = 2™.
Ausgabe: > 7 | a;

SUMME(ay, ... ,a,)
1. Fiir 4 = 1 bis m fiithre aus:
2. Fiir alle j, 1 < j < & fiihre parallel aus:
3. Prozessor P; berechnet a; := agj_1 + ag;.
4. Gib ay aus.

Beispiel: Die Berechnung einer Summe.

8

4 2 5 7 3 1 6
\1;1/ \f;/ \1;3/ \fz/
\ fé / \ f; /
\ é’é /
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Es ist P4(n) = n/2, Ta(n) € O(logn), C4 € O(nlogn). Der Algorith-
mus A ist also nicht kostenoptimal.

Bemerkung. Das logische ODER aus n boooleschen Variablen (0 und
1) kann ebenso auf einer CREW-PRAM in O(logn) berechnet werden. Auf
einer CRCW-PRAM konnte man mit n Prozessoren das logische ODER. aus
n Werten in O(1) bestimmen, wenn concurrent-write aufgelést wiirde, indem
mehrere Prozessoren an dieselbe Speicherzelle schreiben diirften g.d.w. sie
denselben Wert schreiben wollen:

1. Fiir alle 4, 1 < ¢ < n fithre parallel aus:

2. Prozessor F; liest i-ten Eingabewert x;.

3. Falls z; = 1:

4. F; schreibt Wert 1 in die Speicherzelle ,,1¢
des globalen Speichers.

Geht man davon aus, dass zu Beginn der Berechnung in allen Speicherzellen
des globalen Speichers 0 steht, so hat das Ergebnis des logischen ODER den
Wert 1 g.d.w. am Ende in Speicherzelle ,,1“ eine 1 steht.

Zuriick zum Algorithmus A zur Berechnung von SUMME. Durch Re-
scheduling lisst sich aus A ein ein paralleler Algorithmus A’ gewinnen, der
Kosten C 4 (n) € O(n) hat. Dazu werden anstatt n Prozessoren [%] Pro-
zessoren verwendet. Die § Operationen, die im ersten Durchlauf von A von

5 Prozessoren in einem parallelen Berechnungsschritt ausgefithrt werden,

werden stattdessen von [&] in hochstens lﬂgﬂ parallelen Berechnungs-

schritten ausgefiihrt, bzw. allgemein im i-ten Durchlauf 5 Operationen in

hochstens 102%" Berechnungsschritten. Damit ergibt sich insgesamt
logn log n logn 1
TA(n)Sc-Z 2gz =c-lognzge(’)(logn).
i=1 i=1
<1

Es gilt Py (n) = [n/logn], also C4 € O(n).

8.4.2 Berechnung von Prifixsummen

Wir berechnen die Préfixsummen Zle a; (1 <k <n) aus den n gegebenen
Werten aq,... ,a, (bzw. Produkt, Minimum, Maximum). Aus technischen
Griinden nennen wir die Eingabewerte an,an41,--- ,02,—1; €8 sei wieder
0.B.d.A. n = 2™. Das Verfahren besteht aus zwei Phasen. In der ersten
wird SUMME(ay,, ... ,a,+1) ausgefithrt. In der zweiten Phase werden aus
dem Ergebnis von SUMME und aus Zwischenergebnissen des Verfahrens die
Y% a; (n <k < 2n—1) als Differenzen geeignet berechnet.

=n
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Formale Beschreibung des Algorithmus

Eingabe: n Werte a,,... ,a2, 1; n =2,
Ausgabe: Die n Prifixsummen Zle a; fir 1 <k <n.

PRAFIXSUMME(ay, ... ,a27,-1)
1. Fiir j = m — 1 bis 0 fiithre aus:
2. Fiir alle 4 (29 < < 2/%! — 1) fithre parallel aus:
3 a; = ag; + ag;it1
4 Setze by := a;.
5. Fiir 5 = 1 bis m fiithre aus:
6. Fiir alle 4 (27 < < 29%! — 1) fithre parallel aus:
7 Falls 7 ungerade ist, setze b; :== bi-1.
8. Falls i gerade ist, setze b; :== b: —2ai+1.
9. Das Ergebnis steht in by, ... ,bap_1. ’

Durch Induktion lidsst sich leicht zeigen, dass byj s = Gg9j + ... + a9y ist
fir £40,...,27 — 1.

Komplexitét. Offensichtlich ist die Laufzeit in O(logn). Die Prozessoren-
zahl ist in O(n), es sind maximal n/2 Prozessoren gleichzeitig aktiv. Durch
Rescheduling kann die Prozessorenzahl wieder auf O(n/logn) bei Laufzeit
O(logn) reduziert werden, womit die Kosten wieder optimal sind.
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Beispiel.
a8=3 a9=6 a10—2 a11—5 a12—7 013—1 a14—4 a15:8
a4 = 9
a; = 36
b1 =36
36\ ~
as = 16 > as = 36
bg =16 36-20 b3 =20
AN AN
AN AN
16 \ 36 N\

N N
a4=9¢ 16—7 a5=16 a6:24¢ a7=36
by =9 bs =7 be =8 3612 by =12

\ \ \ \
9\ 16\ 24\ g\

A Y A Y
ag = 3 ag = 9 ajg = 11 ail = 16 aip = 23 aig = 24 alg = 28 als = 36

b8=3 bg=6 b10=2 b;1 =5 bio =7 b13=1 by =4 b15=8

8.4.3 Die Prozedur LiST RANKING oder SHORT CUTTING

In einer linearen Liste (oder allgemeiner einem Wurzelbaum, in dem je-
des Element 7 nur seinen direkten Vorginger kennt) sollen alle Elemente
das erste Element in der Liste bzw. die Wurzel kennenlernen. Dies kann in
O(logn), wobei n die Lange der Liste ist, bzw. in O(log h), wobei h die Hohe
des Wurzelbaumes ist, mit n Prozessen (n Anzahl der Elemente im Baum)
realisiert werden. Es sei VOR[root|=root.
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Formale Beschreibung des Algorithmus.

Eingabe: Lineare Liste bzw. Wurzelbaum der Hohe h mit n Elementen.
Ausgabe: Vorginger VORJ[i] fiir jedes Element 1 <4 < n.

LisT RANKING(n, h)
1. Fir j =1 bis [logh] fithre aus:
2. Fiir alle 4 (1 <4 < n) fiihre parallel aus:
3. Setze VOR[i] := VOR[VOR][i]].

8.4.4 Binidroperationen einer partitionierten Menge mit K
Prozessoren

Gegeben. n Werte, die in p Gruppen aufgeteilt sind.

Problem. Mit K Prozessoren sollen die p Werte bestimmt werden, die
sich als Binédrverbindungen (also Summe, Minimum etc.) der Werte der p
Gruppen ergeben. Die Laufzeit soll ¢(n) sein, mit

[%#] —1+logK, fallsn>K
t(n) € { logn, sonst.

Mit K > n Prozessoren kénnen die p Bindrverbindungen wie iiblich in
O(logn) berechnet werden. Falls K < n ist, teile die n Werte in K Ab-
schnitte auf. Jeder Abschnitt erhélt einen Prozessor.

-2 -1 - - R - R (%]
\ \ \ \ \ \ \ e " Abschnitte

1 2 34 5 6 7 . p Gruppen

Die Werte eines Abschnitts gehoren entweder alle zu derselben Gruppe
oder zu verschiedenen Gruppen. Gehoren alle Werte zu derselben Grup-
pe, so wird die Bindrverbindung aus diesen berechnet, ansonsten, falls sie
zu m Gruppen gehoren, werden m solche Binirverbindungen berechnet.
Alle diese werden mit den K Prozessoren jeweils sequentiell in hdchstens
[# | — 1 Schritten berechnet. Gehéren alle Werte einer Gruppe zu demsel-
ben Abschnitt, so sind nach diesen [ %] —1 Schritten ihre Bindrverbindungen

endgiiltig berechnet. Fiir jeden Abschnitt sind jedoch héchstens 2 (bzw. 1)
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Ergebnisse noch nicht endgiiltig, sondern miissen mit anderen zusammenge-
fasst werden. Falls also fiir jede Gruppe G; (1 < i < p) die Anzahl der noch
zusammenzufassenden Teilergebnisse n; ist, so gilt

D
D ng <2K -2
1=1

Ordne den Gruppen G; (1 <4 < p) jeweils | 4 | Prozessoren zu, dann kénnen
diese in logn; Zeit die endgiiltigen Ergebnisse bestimmen. Da n; < K gilt,
ist dies in log K. Die Anzahl an Prozessoren ist ausreichend, da

p
ng
2:2

(2K — 2) < K.

[\le—\

8.5 Ein paralleler Algorithmus fiir die Berechnung
der Zusammenhangskomponenten

Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V, E) mit V = {1,... ,n}. Be-
stimme durch einen CREW-PRAM-Algorithmus die Zusammenhangskom-
ponenten von G.

Idee. Zunichst wird jeder Knoten als eine aktuelle Zusammenhangs-
komponente aufgefasst. Der Algorithmus besteht aus maximal [logn] Pha-
sen, wobei in jeder Phase gewisse aktuelle Zusammenhangskomponenten zu
neuen Zusammenhangskomponenten vereinigt werden. In einer Phase wird
zunichst fiir alle Knoten parallel die aktuelle Zusammenhangskomponente
(ungleich der eigenen) kleinster Nummer gewéhlt, die einen Nachbarkno-
ten enthélt. Dann wird fiir alle Knoten ¢ parallel die aktuelle Zusammen-
hangskomponente kleinster Nummer gewihlt unter allen zuvor gewéhlten
Zusammenhangskomponenten, die benachbart sind zu einem Knoten, der
in derselben Komponente wie 7 liegt. Jede Komponente kann nun mit der
so bestimmten Zusammenhangskomponente kleinster Nummer zusammen-
gefasst werden. Da bei diesem Schritt Ketten von Zusammenhangskompo-
nenten entstehen kénnen, muss in einer anschliefenden Berechnung fiir alle
Zusammenhangskomponenten, die zuvor zusammengefasst worden sind, eine
gemeinsame neue Nummer bestimmt werden. Dies wird mit LiST RANKING
realisiert. In jeder Phase wird die Zahl der aktuellen Zusammenhangskompo-
nenten, die echte Subgraphen von Zusammenhangskomponenten von G sind,
halbiert. Daher endet der ALgorithmus tatsdchlich nach maximal [logn|
Phasen.
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Der Algorithmus ZUSAMMENHANG(G)
(Chandra, Hirschberg & Sarwarte 1979)

Eingabe: G = (V,E), V ={1,... ,n}

Ausgabe: Zu i € V steht in K[i] kleinster Knoten, der in derselben Zusam-
menhangskomponente wie 7 in G liegt.

Datenstruktur:

e Array K der Linge n (K[i] enthilt Nummer der aktuellen Zusammen-
hangskomponente, in der i liegt.)

e Array N der Liange n (N[i] enthélt die Nummer der aktuellen Zusam-
menhangskomponente kleinster Nummer, in der ein Nachbar von ¢
bzw. eines Knoten aus K|[i] liegt).

ZUSAMMENHANG(G)

1. Fir alle 7, 1 <14 < n fiithre parallel aus:
2. K[i] == .
3. Fir £ =1 bis [logn] fiihre aus:
4. Fiir alle ¢ (1 <1 < n) fithre parallel aus:
5. N[i] := min{K[j] : {i,j} € E und K[i] # K[j]}.
6. Falls kein solches j existiert, setze N[i] := K|[i].
7. Fiir alle ¢ (1 <4 < n) fithre parallel aus:
8 Ni] = min{N[j] : K[i] = K[j], N[j] # K[j]}.
9. Fiir alle ¢ (1 <4 < n) mit N[N[é]] = K[i] fithre parallel aus:

10. N[i] := min{N[i], K[i]}.

11. Fiir alle ¢ (1 <1 < n) fithre parallel aus:

12. K[i] :== NJi].

13. Fiir m = 1 bis [logn] fithre aus:

14. Fiir alle i (1 < ¢ < n) fiihre parallel aus:

15. K[i] .= K[K][i]].

Komplexitit: Die Laufzeit ist in O(log? n): Schleife 3. hat Tiefe log n und
innerhalb von 3. werden mehrere Minimum-Berechnungen vom Aufwand
O(logn) vorgenommen. 13. ist eine Ausfithrung von LiST RANKING und
benstigt O(logn). Die bendtigte Prozessorenzahl ist zunichst n2. Durch
Rescheduling kann diese auf [%1 gesenkt werden, womit die Kosten in
O(n?logn) sind. Dies ist nicht kostenoptimal.
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Beispiel. Wir betrachten folgenden Graphen:

(12—13)

Dann ist n = 14, [logn] = 4. Der Algorithmus ZUSAMMENHANG geht wie
folgt vor:

1. K=[123456789101112 13 14]
3. /=1
4. N=1[947222371912111213]
7. N=1[947222371912111213]
9. N=1[123222371911111213]
11. K=1[123222371911111213]
@)
(4) ©]
1o (12+—13)
2% ®) av oy
®)
©) (7}
3)
13. m=1

14. K=[123222331111111112]
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13.
14.

3.

1)

©
W

o

®

@
)

m=2

K=[123222331111111111]

Fiir m = 3,4 ergibt sich keine Anderung mehr.
£=2
N=[123123232111111111
N=[212111222211111111
N=[112111221111111111
K=[112111221111111111
m=1
K=[111111111111111111]
Fiir m = 2, 3,4 ergibt sich keine Anderung mehr.
Fiir £ = 3,4 ergibt sich keine Anderung mehr.

—
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8.6 Modifikation zur Bestimmung eines MST

Der Algorithmus zur Bestimmung der Zusammenhangskomponenten kann
. . 2

geeignet modifiziert werden, so dass er in O(log? n) Zeit mit n? bzw. [longn-|

Prozessoren einen MST in einem gewichteten Graphen bestimmt.

8.6.1 Der Algorithmus

Gegeben. Graph G = (V,E), V = {1,... ,n} und Kantengewichte c;;
fir (i,5) € V x V, wobei ¢;; = oo, falls {i,j} ¢ E. Zusétzlich werden im
Algorithmus Datenstrukturen 7" und S benutzt. T ist ein Array, das die
zum MST gehorenden Kanten enthélt. S ist ein Array der Liange n, in dem
an der Stelle S[7] die Nummer desjenigen Knoten steht, der in derselben
Komponente wie ¢ ist und eine Kante minimalen Gewichts zu einem Knoten
einer anderen Komponente hat. In dem Array N steht nun an der Stelle N|¢]
die Nummer desjenigen Knotens, zu dem es von ¢ aus eine Kante minimalen
Gewichts gibt und der in einer anderen Komponente als ¢ liegt.

Im Algorithmus ZUSAMMENHANG werden die Schritte 4. - 12. ersetzt. Der
neue Algorithmus sieht damit aus wie folgt:

MST(G)
1. Fiir alle 7, 1 <4 < n fiithre parallel aus:
2. Kli] = i.
3. Fir £ =1 bis [logn] fithre aus:
4. Fiir alle ¢ (1 <4 < n) fiihre parallel aus:
5 Finde k € V mit K[| # K[k] und
cik = min{c;; : 1 < j < n, K[i] # K[j]},
6. setze N[i| :== k.
7. Fir alle i (1 <4 < n) fiihre parallel aus:
8. Finde t € V mit K[i| = K[t] und
cnpg = min{c;ng : 1 < j < n, K[i] = K[j]},
9. setze N[i| := N[t] und S[i] := t.
10. Fiir alle i (1 < ¢ < n) fithre parallel aus:
11. Falls N[N[i]] = S[i] und K[i] < K[N[i]]:
12. Setze S[i] := 0.
13. Fir alle i (1 <4 < n) fiihre parallel aus:
14. Falls S[i] # 0 und K[i] = i und cyp; 5[ 7 00
15. Setze T :=T U {N[i], S[¢]}.
16. Falls S[i] # 0:
17. Setze K[i] = K[N[i]].
18. Fiir m = 1 bis [logn| fithre aus:
19. Fiir alle ¢ (1 < i < n) fithre parallel aus:

20. K[i] := K[K][i]].



8.6. MODIFIKATION ZUR BESTIMMUNG EINES MST

Beispiel. Wir betrachten folgenden Graphen:

Der Algorithmus geht nun wie folgt vor:

1. K:=[123456789]

3. /=1
4. N:=[21234896 §|
7. N:=[21234896 8|
S:=[123456789]
Bx—®
G\
2 ©®
10. S:=1[023450789]
14. T :={{1,2},{2,3},{3,4},{4,5},{6,8},{7,9},{8,9}}
16. K:=[11234696 §]
B—
g\
2 ©®
18. m=1
19. K:=[11123686 6]
18. m =2
19. K:=[11111666 6]

18. Fiir m = 3 und m = 4 ergibt sich keine Anderung mehr.
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Die Schritte 18-20 lassen sich wie folgt darstellen:

e m=020.
15 T2 T3 T4 75
6 8 "9 7
em=1
e 3 Ty 5
\_/ \/
6 8~ 9 7
~_ °
e m=2
e Ergebnis:
3. {=
4. N:=[6666841505]
7. N:=[888885555]

S:=[555558888]
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10. S:=[00000888§]

14. T :=[{1,2}{2,3}{3,4}{4,5}{5, 8}{6,8}{7, 9}{8, 9}]

16. K:=[111111111]

18. Fiir m = 1 ergibt sich keine Verdnderung mehr.
Endergebnis:

n2
log?n

8.6.2 Reduzierung der Prozessorenzahl auf

Idee. Schritt 4. bis 15. miissen jeweils nur fiir die Repriisentanten der
Komponenten ausgefiihrt werden, nicht fiir alle Knoten. Die Anzahl der
Komponenten halbiert sich jedoch mindestens in jeder Phase. Bei Vorgabe

von [logjn] Prozessoren wird der Algorithmus an zwei Stellen modifiziert:

n
log2 n

1. Minimum in Schritt 4. und 7. wird mit nur [ | Prozessoren aus-

gefiihrt;

2. nach jeder Phase wird die Adjazenzmatrix des Graphen neu aufge-
stellt, d.h. fiir alle Knoten ¢ und j werden die Kanten {i,j} auf die
Représentanten der Komponenten von ¢ bzw. j iibertragen.

Realisierung von 1. Biniroperation aus n Werten mit K Prozessoren.
Gegeben. n Werte a4, ... ,a,.

Problem. Die Summe (bzw. Produkt, Minimum, etc) aus aq, ... ,a, soll
mit K Prozessoren in Zeit O(t(n)) bestimmt werden, wobei

[n/K|] —1+1logK, falls[n/2] > K
log n, sonst.

tn) < {

Fir K > [n/2] ist das, wie bereits bewiesen, in O(logn) Zeit moglich.
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Sei K < [n/2]: Teile ay,... ,a, in K Gruppen auf, wobei jede Gruppe
[n/K]| bzw. die letzte Gruppe n — (K — 1) - [n/K| Werte enthilt. Jeder
Gruppe wird ein Prozessor zugeteilt, der die Binédrportion der Werte seiner
Gruppe sequentiell in maximal [n/K]—1 Schritten bestimmt. Die Binédrope-
ration aus diesen K Ergebnissen wird dann in log K Zeit mit K Prozessoren
parallel bestimmt.

Im Algorithmus ergibt sich dann eine Gesamtlaufzeit von

T(n) € (9(% +logn - logk)
fiir die Schritte 4. und 7. mit K < [n/2] Prozessoren: Da sich die An-
zahl der zu behandelnden Reprisentanten in jeder Phase halbiert und nach
¢ =logn — [log K| hochstens 2K Représentanten iibrig sind, gilt:

-1 logn—1
n
T(n) < Y ([3] —1+logK)+ ) (log(5)
m logn—1
< f+logn-logK—log2K+ Z logn — k
k=¢

€ O(% +logn - log K).

Die letzte Ungleichung gilt, da ) p— 2% <2

Realisierung von 2. Um die Adjazenzmatrix des Graphen nach jeder
Phase geeignet neu aufzustellen, werden die Knoten der Komponenten ent-
sprechend der Nummer ihrer Reprisentanten angeordnet und jeweils an den
Anfang einer solchen Knotengruppe ihr Reprisentant geschrieben. Zum Er-
mitteln der Eintrige fiir alle Reprisentantenpaare muss jeweils fiir jede Kno-
tengruppe die ODER-Verbindung der entsprechenden Eintrige berechnet
werden.

n
log2n
um die ODER-Verbindungen fiir alle Adjazenzen von Knoten der Kompo-
nenten zu bilden. Dies ist eine Binédrverbindung einer partitionierten Menge
und kann mit k¥ Prozessoren in O([%] — 1 + log k) berechnet werden (siehe
8.4.4)

Dafiir werden jeder Komponente K = [ | Prozessoren zugeordnet,

Analog wie bei 1. ist die Gesamtlaufzeit iiber alle Phasen fiir die Neube-
rechnungen der Adjazenzmatrix mit K Prozessoren in O(g +logn -log K),
also bei K = I_logLQn] in O(log? n).
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8.7 PARALLELSELECT: Parallelisierung von SELECT
zur Bestimmung des k-ten Elements aus n Ele-
menten

Das Verfahren PARALLELSELECT benutzt p Prozessoren (wobei p < n) auf
einer CREW-PRAM. Sei S die Menge der gegebenen n Elemente. Falls
|S| = n < 5 ist, wird das k-te Element durch Sortieren bestimmt. An-
sonsten wird S in p Teilfolgen der Lange hichstens [%] aufgeteilt, und jeder
Prozessor bestimmt mittels SELECT in O([7]) das mittlere Element sei-
ner Teilfolge. Beachte, dass SELECT wieder ,ganz normal“ in Teilfolgen der
Linge 5 unterteilt. Die mittleren Elemente bilden die Menge M, deren mitt-
leres Element m (d.h. das [%]—kleinste) durch einen rekursiven Aufruf von
PARALLELSELECT bestimmt wird. S wird dann wieder in Teilfolgen

Sc={ze€eS:z<m}und
Ss={zeS:z>m}

geteilt. (Voraussetzung sei wieder, dass alle Elemente verschieden sind.) Falls
|S<| > k ist, wird dann PARALLELSELECT rekursiv auf S< mit & aufgerufen,
ansonsten auf Ss. mit k—|S<|. Da PARALLELSELECT kostenoptimal arbeiten
soll, kéonnen S. und Ss nicht durch sequentielles Durchlaufen der Menge
S und Vergleichen mit m bestimmt werden. Stattdessen unterteilen die p
Prozessoren jeweils parallel ihre Teilfolgen S* (1 < i < p) in

St ={z€ S :z<m} und
SL={zxeS:z>m}

S< und Ss werden dann aus diesen Si< und Si zusammengesetzt, indem
die Prozessoren gleichzeitig in verschiedene Positionen eines Arrays S< im
gleichen Speicher ihre S% schreiben. Die Positionen werden zuvor mittels
PREFIX-SUMME berechnet.
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Formale Beschreibung von PARALLELSELECT(S, k; p)

Eingabe: S mit |S| =n, k, p.

Datenstruktur: Arrays S. und Ss und M im globalen Speicher. Arrays
St, S% und S in den lokalen Speichern fiir 1 <i < p.

1. Falls n < 5:

2. Prozessor py liest Folge S, sortiert S und gibt das k-kleinste Ele-

ment aus.

3. Falls n > 5 fiihre aus:

4. Prozessor p; berechnet aus n und p die Zahl ¢ mit p = n' .

5 Fiir alle 7 (1 <4 < p) fiihre parallel aus:

6 Prozessor p; berechnet (i —1)-|n¢| und i-|n’| —1 und kopiert
die Elemente aus S, die zwischen Position (i — 1) - [nf] und
Position 4 - |[nf] — 1 stehen, nach S°.

7. Prozessor p; berechnet n' := n'~¢. |nf] und kopiert das Ele-
ment aus S, das an Position n’ + 7 steht, nach §?, falls vor-
handen.

8. Prozessor p; fithrt SELECT(S?, [4n*]) aus und schreibt das
Ergebnis m; an die i-te Position von M.

9. Prozessor p; berechnet p’ := [|M|'~*] (beachte |[M| = p = n!~%).

10. PARALLELSELECT(M, [%1 ;') Ergebnis sei m.
11. Fiir alle i (1 <4 < p) fiihre parallel aus:
12. Prozessor p; berechnet
SQ ={z € SZ: 1z < m},|SZ<| =:q;
SL={z eS8 :2>m}|SL|=:b;.
13. PRAFIX-SUMME(ay, . .. ,ap)
PRAFIX-SUMME(by, ... ,bp)
Die Ergebnisse seien Ay,... , A, und By,... , B),.
14. Setze Ay = By = 0.
15. Fiir alle ¢ (1 < i < p) fiihre parallel aus:
16. Prozessor p; schreibt S an die Positionen (4; 1 + 1) bis A;
von S< und S an die Positionen (B;_1 + 1) bis B; von Ss.
17. Prozessor p; berechnet aus A, = |S<| die Zahl s; := [A}7] und
aus By = |5 | die Zahl sy := [B;_K].
18. Falls |S<| > k fiihre aus:
19. PARALLELSELECT(S<; k; s1).-
20. Ansonsten:
21. Prozessor p; berechnet k' := k — |S<|.
22. PARALLELSELECT(Ss; k'; $2).

Laufzeit. Die Laufzeit von PARALLELSELECT ist in O(n?), wobeip = n

1-¢

die Anzahl der Prozessoren ist.
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Schritt 1: o)

Schritt 4: o)

Schritt 6: O(nt)

Schritt 7: o

Schritt 8: O(nt)

Schritt 9: o)

Schritt 10: t(n'=9), wobei t(n) Laufzeit
von PARALLELSELECT(n) ist.

Schritt 12: O(n?)

Schritt 13: O(logn'~*)

Schritt 16: O(n?)

Schritt 17: o1

Schritt 19: <t(3n+ "144)

Schritt 21-22: < ¢(3n + 227)

Die letzten beiden gelten wegen

1-£

S<Sn_[nT

41, 3 nt

1-[——=—1< g + R
Denn wenn m das [%]—kleinste Element von M ist, so gibt es [%] Ele-
mente in M, die gréBer als m sind, und fiir jedes dieser Elemente existieren
€'| _1

mindestens [MT] Elemente in S, die grofler sind. Damit ergibt sich fiir

geeignete Konstanten ¢y, co:
3 nl—f
t(n) <ep-nf+t(n' =) + t(Zn + T) + ¢y - logn! ¢
Wihle Konstante csg so, dass c2 - log nil < e nt ist, und setze c4 := c3 + c1;
dann ergibt sich per Induktion iiber n:

¢ 0e 3 ntt,
ttn) < ca-nt4c-(nth) +c-(1n+T)
1 3 1—¢
< 04-n£—l-c-7-n€+c-(—n)e+c-(n—)e, daf <1
n 4 4

C4 1 3 1
S n(( +ne2+(1)e 4@ ’I’I/p)

C4 2 3[
< nt ~_+(9)H.

&+ e Y

Fiir festes £ (0 < £ < 1) ist (3)¢ =1 —¢, wobei € > 0 ist. Das bedeutet, fiir

geeignetes ¢ und geniigend grofies n ist
C4 2 3 ¢
—+ —+ (=) <1

und damit ¢(n) < c - nt.
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Beispiel. Sein =17, p=4, k =7. Gesucht: das 7.-kleinste Element.

Vorgehen des Algorithmus.

S:=1[243122176 13 2023 1414 15 16 2 22 19

St = [24 3 12 21 19]
S2 = [76 13 20|
S3 = [23 14 1 4]

st = [15 16 2 22]
8. M =[19 13 14 16]
9. p' =2
10. m = 14
11.
SL =13 12] Sl =124 21 19]
S2 =17 6 13] 52 = [20]
S22 =114 1 4] S3 = (23]
Si =12 S =1[15 16 22]
16.
Sc = [31276 13 141 4 2]
Ss = [24 21 19 20 23 15 16 22]
17. 1S<| =9, 55| =8, 51 =3, (s2 =3)

Aufruf von PARALLELSELECT(S<;7;3)
7.
shl = [3 12 7]

Sh?2 = [6 13 14]
Sh3 = 14 2

8. M'=[7 13 2]
10. m=7
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11.
S =31 51 =[12]
512 = [6] 512 =13 14]
SB3=1114 2]
16.
SL = 376142
SL = [12 13 14]

20. |SL|=6<7, K =7-6=1

PARALLELSELECT mit SL = [12 13 14] und k = 1 liefert sofort
das Ergebnis:

Das gesuchte 7.-kleinste Element ist die 12.

8.8 Ein paralleler Algorithmus fiir das Scheduling-
Problem fiir Jobs mit festen Start- und End-
zeiten

Gegeben. 7 Jobs J; mit Startzeiten s; und Endzeiten ¢; (1 < i < n),
0.B.d.A. S; 7é Sj, ti 7é tj fiir 4 7é ]

Gesucht. Ein optimaler Schedule, d.h. eine Zuordnung der J; auf einer
minimalen Anzahl an Maschinen, so dass sich keine zwei Jobs auf derselben
Maschine iiberlappen.

Sequentiell kann das Problem in O(nlogn) Zeit wie folgt gelost werden:

1. Sortiere die s1, t1, So, to,... ,Sn, ty in nichtabsteigender Reihenfolge,
wobei t; vor s kommt, falls t; = s;.
Schreibe sortierte Folge in Array U.
Setze £:=1und S[i] ;=i fir 1 <i<n.
Fir k = 1 bis 2n fithre aus:
Falls U[k] = sj,
setze M[j] := S[¢], S[f] :=0 und £ := £+ 1;
ansonsten, falls U[k] = t;
setze S[{ — 1] := M[j] und £:=£— 1.

© NS oA N

Dabei realisiert S einen STACK, auf dem die freien Maschinen liegen; M |j]
gibt an, welcher Maschine Job J; zugeordnet wird.

Die parallele Version des Algorithmus besteht aus drei Phasen.
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1. Phase. Die s;, t; werden mittels eines parallelen Sortieralgorithmus
sortiert und in ein Array U der Linge 2n geschrieben. Fiir alle Jobs J;
wird parallel die Anzahl a; der Maschinen berechnet, die unmittelbar nach
der Startzeit von J; belegt sind sowie die Anzahl b; der Maschinen, die
unmittelbar vor Beendigung von J; belegt sind. Dazu wird ein Array L der
Lénge 2n angelegt mit

Lk = 1, falls U[k] Startzeit
| -1, falls U[k] Endzeit.

Wenn nun Ele L[j] = pg fiir 1 < k < 2n, dann ist

a; = Pk, falls U[k] Startzeit s; und
bi = pp+1,  falls U[k] Endzeit ¢;.

2. Phase. Fiir alle parallelen Jobs J; wird der unmittelbare Vorginger
auf derselben Maschine berechnet (falls er existiert). Dies ist gerade der Job
Je, der als letzter Job vor bzw. zum Zeitpunkt s; geendet hat und fiir den
a; = by ist.

3. Phase. Durch List Ranking wird der erste Vorginger eines jeden Jobs
J; auf derselben Maschine berechnet und den Jobs die entsprechende Ma-
schinennummer zugeordnet.

Zum Schluss enthélt M[i] die Nummer der Maschine, der der Job J;
zugeordnet wird. Die Schritte 3. bis 20. entsprechen der ersten Phase, die
Schritte 21. bis 26. der zweiten Phase und 27. bis 31. der dritten Phase.
Der Algorithmus benétigt O(logn) Zeit bei % Prozessoren, ist also nicht
kostenoptimal.
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Formale Beschreibung des Algorithmus PARALLEL SCHEDULING
(Dekel & Sahni 1983)

Eingabe: n Jobs J;, Startzeiten s;, Endzeiten t; (1 <17 < n).
Ausgabe: M[i] enthilt Nummer der Maschine, der Job J; zugeordnet wird.

Datenstruktur: Arrays U und L der Linge 2n.

PARALLEL SCHEDULING
1. Fir alle 7 (1 <14 < n) fithre parallel aus:

2. Setze U[i] :== s; und Uln + i] := ¢;.
3. Fiir alle 4, j (1 < 4,5 < 2n) fiihre parallel aus:
4. Falls U[i] < U[j], oder U[i] = U[j] und U[i] Endzeit, U[j] Start-
zeit:
5. Setze r;;j :== 1,
6. ansonsten
7. setze r;; := 0.
8. Fiir alle j (1 < j < 2n) fithre parallel aus:
9. Berechne T1(5) := Y27, 7ij,
10. setze U[II(j) + 1] := U[j].
11. Fiir alle k£ (1 < k < 2n) fithre parallel aus:
12. Falls U[k] Startzeit:
13. Setze L[k] := 1,
14. ansonsten
15. setze L[k] := —1.
16. Berechne p = Zi?:l L[¢).
17. Falls U[k] = s;:
18. Setze a; := py,
19. ansonsten, falls U[k] = t;
20. setze b; := py + 1.
21. Fiir alle ¢ (1 <14 < n) fithre parallel aus:
22. Finde k mit ¢, = max{t;: ty < s;,by = a;}.
23. Falls k existiert:
24. Setze VOR[i] := k,
25. ansonsten
26. setze VOR[i] := i.
27. Fiir alle £ =1 bis [logn] fiithre aus:
28. Fiir alle ¢ (1 <1 < n) fithre parallel aus:
29. Setze VOR[i] := VOR[VOR][i]].

30. Fiir alle 7 (1 < ¢ < n) fiihre parallel aus:
31. Setze M[i] := ayogy;-
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Beispiel.

8
6

7
7

1 23 45 6

5 01 2 4 3

i

84

8 4 5 79 6 10 12

t;

Vorgehen des Algorithmus.

2U0U=50124376845796 10 12]

5.

123 45 6 7 89 10 11 12 13 14 15 16

10000O0O0T1T1T1

0
1
1
1
0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

2101111111

3100111111

4100011111

51 00000111

6 1 00010111

0
0
0

7000O0O0O0OOO0OT1

8 0000O0O0O1OCO0T1

Tij -

900 00O0O0O0O0OQO0

10 1 0 001 0111

1.1 00000111

0
0

12 0 0 0 00 01 01

1300 0 0 0 O0O0O0O0

14 0 0 0 000111

0
0

150 0000 0O0O0O0

6 0 0 000 0 O0O0O

[701253119 1246 10 13 8 14 15]

9. II =

01234455667 789 10 12

7. U=

mPi111-11-11-11-11 -1 -1 -1 —1]

9. L=

41234444
44443421

aj
bj:

11.

14. VOR=[3 23 4 2 6 4 6]

15. £=1.

(C2¢—5 (a1 (. 6+—8

C3%1



8.8. DAS SCHEDULING-PROBLEM 117

19.
M, J2 Js
My J3 J1
M3 Ja J7
My J6 Js

0 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12
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