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Im Rahmen des PraktikumgAlgorithm Engineering” im Wintersemester
2006/2007 an der Universitat Karlsruhe haben wir den Atgorus zum Planar-
Separator-Theorem in Java implementiert und mit Hilfe vava3D visualisiert.
Das Planar-Separator-Theorem besagt, dass jeder plargyh @itn > 5 Kno-
ten durch Wegnahme einer Separatormenge, die wenigéralsKnoten enthal,
S0 in zwei nicht-zusammenhangende Komponenten zerteitien kann, dass je-
de hdchsten&n/3 Knoten enthalt. In dieser Ausarbeitung prasentierenumir
sere Implementierung des Algorithmus und modchten bessradg die zum Teil
nicht offensichtlichen Schwierigkeiten eingehen, diehveind der Implementie-
rung aufgetreten sind. AbschlieRend stellen wir einigeeBrgsse von Experi-
menten bezuglich der Qualitat des Algorithmus vor, dieami drei Graphklassen
durchgefuhrt haben.



1 Einleitung

Planare Graphen spielen eine wichtige Rolle in vielen Ardumgsgebieten wie etwa der
Routenplanung oder zur Modellierung von Netzwerken. Eiegobders schone Eigenschaft
planarer Graphen ist, dass viele — im Allgemeinen schwaerigAlgorithmen auf planaren
Graphen effizient gelost werden kdnnen. Als Zwischerigatieser Algorithmen wird oft das
Aufteilen des Graphen in zwei ungefahr gleich grof3e lealfienotigt, auf die der Algorithmus
rekursiv angewendet werden kann.

Es ist daher wichtig, diesen Aufteilungsschritt algoriteoh moglichst effizient l6sen zu
konnen. Lipton & Tarjanl[T77] haben gezeigt, dass dies fur planare Graphefi(in) Zeit
moglich ist. Im Rahmen des Praktikuplgorithm Engineering”, das auf der Vorlesungl-
gorithmen auf planaren Graphenf/hg0§ an der Universitat Karlsruhe (TH) basiert, imple-
mentierten wir das Planar-Separator-Theorem von Liptah Tarjan in Java. Der Schwer-
punkt der Arbeit lag auf der Visualisierung des Algorithnrmai$ Hilfe von Java3D av] und
dem Algovis3D-Frameworkdd]. Zur Verwaltung der Graphdatenstruktur verwendeten wir
die JungX-Bibliothek [unt], die die Jung-APIjLing um planare Graphen erweitert.

Experimente mit der Implementation des Algorithmus wareendalls von zentraler Bedeu-
tung fur das Praktikum. Hierbei interessierte uns primée sich der Algorithmus bezuglich
einfacher Giitekriterienauf verschiedenen Graphen diverser Graphklassen verhalt

Im nachsten Abschnitt gehen wir kurz auf das Theorem einwolten die dafur notigen
grundlegenden Begriffe definieren. Im Hauptteil der Auséting besprechen wir den Algo-
rithmus im Detail. Im Laufe des Algorithmus werden einigeb8lgorithmen, beispielsweise
eine Triangulierung des Graphen, durchgefuhrt. Auf diedehten wir ausfuhrlicher einge-
hen, da die Implementierung dieser nicht ganz unproblectativar. AbschlieRend werden
wir noch einige Experimente vorstellen, die etwas UberQlialitat des Algorithmus aussa-
gen. Auf Laufzeitmessungen mochten wir aufgrund der Asengebung Java verzichten.

2 Das Planar-Separator-Theorem

Ein GraphG = (V, E) ist ein Tupel bestehend aus einer Menge von Kndfesowie einer
Menge von Kanted? C V' x V. Eine Kantee = {u, v} € E verbindetalso genau die Knoten
undv ausV'. In diesem Fall heil3en undv adjazentsowiee zuw bzw.v inzident Wir wollen

im Folgenden einen Graphéh= (V, E) immer als ungerichtétohne Mehrfachkantérund

ohne Schleifehbetrachten.

Da der von uns implementierte Algorithmus nur auf planaresgp@en korrekt ablaufen kann,

1wie beispielsweise die SeparatorgroRe oder die Ausdegiiteit der Partition.
2Die Kanten haben keine vorgegebene Richtung.

3zwischen je zwei Knoten gibt es hochstens eine Kante.

4Kein Knoten ist zu sich selbst adjazent.



wird der Begriff degplanaren Graphelin dieser Ausarbeitung von zentraler Bedeutung sein.
Deshalb mdchten wir kurz auf die Definition eingehen.

Definition 1 (Planarer Graph)Ein GraphG hei3tplanat wenn es eine Darstellung der Kno-
ten und Kanten vor in der Ebene gibt, so dass sich keine zwei Kanten kreuzerKimigen
werden dabei auf Punkte in der Ebene, und die Kanten auf ekdaven zwischen den Punk-
ten abgebildet.

Eine konkrete Abbildung der Knoten und Kanten in die Ebenbenavir geometrische Ein-
bettungdes Graphen nennen. Offensichtlich zerteilt eine solchéditung die Ebene iRa-
cetten(Gebiete), die jeweils von Kanten bzw. Knoten begrenzt werdVir wollen die be-
grenzenden Knoten bzw. Kanten einer Facgtts die zuf inzidenten Knoten bzw. Kan-
ten nennen. Mit dem Satz von Euler folgt, dass ein planarapGaufn Knoten hochstens
m = 3n—6 Kanten haben kann; siehe dazu aucteDd], Seite 99-100. In einem solchen ma-
ximal planaren Graphen sind alle Facetten durch genau dnetigdd begrenzt, und wir wollen
diesen Graphen alsianguliert bezeichnen. Jeder nicht notwendigerweise maximal planare
GraphG = (V, E)) kann durch geeignetes Einfiigen von Kanten zu einem maytaahren
Graphen’ = (V, E’) trianguliert werden. Dies wird spater als wichtiger Zwischenschritt in
unserem Algorithmus eine Rolle spielen.

Lipton und Tarjan [T77] haben 1977 gezeigt, dass fir jeden planaren Graphen rhit ale

funf Knoten stets eine Mengge von Knoten so gefunden werden kann, dass der Graph durch
Wegnahme vory' und allen zuS inzidenten Kanten in zwei Teile zerfallt, digut* balanciert
sind; siehe auch Abbildung zur Verdeutlichung. Was das im Genauen bedeutet, liefart da
Planar-Separator-Theoreim Folgenden.

Theorem 1 (Lipton & Tarjan, 1977) SeiG = (V, E), n > 5 ein zusammeréngender und
planarer Graph. Der Graph kann so ivi, V5, .S C V partitioniert werden, dass gilt

* Wi, [Val < 3n
e S ist ein Separator, dev; undV; trennt
e |S| <4y/n.

V1, Vo, S kdnnen inO(n) Zeit gefunden werden.

Der Beweis des Theorems liefert bereits einen AlgorithmusBestimmung der MengeSi
sowieV; und Vs, der linearen Zeitaufwand in der Anzahl der Knoten hat. diptind Tarjan
garantieren sogar eine scharfere Schranke|$on< 2+/2n fiir die SeparatorgroRe; unsere
Implementierung orientiert sich jedoch im Wesentlicherj\éag0§, und wir kbnnen nur die
0.g9. Schranke garantieren.



Abbildung 1: Planarer Graph, der durch Loschen der hellen Knoten uret dezidenter, gestrichelter
Kanten in zwei Teile separiert wird.

3 Der Algorithmus

In diesem Teil mochten wir detaillierter auf den Algoritheneingehen. Wir werden nicht alle
Schritte (wie zum Beispiel das Aufbauen eines Breitensachis auf dem Graphen) ausfiihr-
lich beschreiben, da dies den Rahmen dieser Ausarbeituagggn wirde. Es gibt jedoch —
auf den ersten Blick triviale — Stellen im Laufe des Algonitls, die sich bei der konkreten
Implementierung als problematisch erwiesen haben; dakedem wir auf diese besonders
eingehen.

Der Algorithmus besteht aus drei Phasen, die wir in denstaohAbschnitten jeweils fur sich
vorstellen werden. Die Phasen bauen dahingehend aufeinanf] dass erzeugte Datenstruk-
turen und gesammelte Informationen in Folgephasen Ubamen werden. Gelingt es einer
Phase, einen geeigneten Separator zu finden, bricht derithigs ab; sonst wird mit der
Nachfolgephase fortgefahren. Phase Ill liefert immer eikarrekten Separator. Zunachst sei
hier eine grobé&lbersicht iiber den Ablauf des Gesamtalgorithmus und sBin@sen gegeben.

« Phase |.Baue einen Breitensuchbaum auf dem Graphen auf. Findendigtteren Le-
vel* p in dem Baum und prife, ob dieser bereits einen geeignetear&®r liefert, der
weniger alst,/n Knoten enthalt.

e Phase Il. Ist das nicht der Fall, suche ausgehend von dem mittlereelld®n ersten
Level oberhalb bzw. unterhalb vgn der klein genug ist, und nenne diesebzw. M.
Prufe, ob die Leveln und M einen geeigneten Separator bilden.

* Phase lll. Verschmelze alle Knoten unterhalb von Leve] und losche alle Knoten
oberhalb von Leve)M . Trianguliere den Graphen und fuihre eine Fundamentatuei
che durch. Das heif3t, vergroRRere bzw. verkleinere solaimga durch eine Nichtbaum-
kante induzierten Kreis, bis ein Kreis gefunden wurde, deere Separator liefert, der
die Knoten im Innern von den Knoten aul3erhalb des Kreisestre



Auf die genaue Definition der Begriffe und Algorithmen wemdeir in den folgenden Ab-
schnitten ausfuhrlich eingehen.

Bevor wir nun mit Phase | fortfahren, mochten wir noch kuut einen Vorverarbeitungs-
schritt eingehen. In Abschnit haben wir erlautert, dass die Eingabe fur den Algorithmus
eine geometrische Einbettung des planaren Graphen ist.ifadoch im Wesentlichen nur
die Kantenfolge an den Knoten als Information benotigsines bequemer mit einkombi-
natorischen Einbettungu arbeiten.

Definition 2. SeiG = (V, E) ein planarer Graph. Ein&kombinatorische Einbetturdgefiniert
fur jeden Knoteny € V eine zirkuére Ordnung der zw inzidenten Kanten. Ist € E mit
v € e, SO istO,(e) die anv gegen den Uhrzeigersinranhste Kante, ahrend© ! (e) die im
Uhrzeigersinn Achste Kante am ist.

Abbildung 2: Kantenfolge an Knoten beziiglich Kantes.

Zur Verdeutlichung dieser Definition siehe auch Abbild@nglgorithmusl erzeugt aus einer
gegebenen geometrischen Einbettung eines Graphen eir@riainrische Einbettung und ist
Teil der Vorverarbeitung fur den Hauptalgorithmus.

Algorithmus 1 : EMBEDDER

Eingabe: Planarer Graplé = (V, E) in geometrischer Einbettung
Ausgabe: Planarer Graple’ = (V'/, E’) in kombinatorischer Einbettung

1 forv e V do

2 v — 0

3 Fugev’ in G’ ein

4 for e = {v1,v2} € Edo
e’ — {v1,v2}

vory < FINDEVORGANGER(v1, €')
vory «+— FINDEVORGANGER(v2, €')

8 Fugee’ unter Beriicksichtigung vonor; undwvor, in G’ ein

Die kombinatorische Einbettung vai kdnnen wir nun benutzen, um mit Phase | unseres
eigentlichen Algorithmus zu beginnen.



3.1 Phase |

Phase | des Algorithmus schafft die Grundlage fur alle faglenden Operationen. Im ersten
Schritt erzeugen wir — wie bereits in debersicht zu sehen ist — einen Breitensuchb&um
der Hoheh aufG. Dieser spannt den Graphen auf. Die Wahl der Wurzel fur deité&such-
baum ist zunachst nicht festgelegt, kann aber zu Variatian der Laufzeit des Algorithmus
fuhren. Wir betrachten in unserer Implementierung eingliebigen Knoten des Graphen als
Startknoten fur die Breitensuche.

Im Zusammenhang mit einem Breitensuchbaum (BFS-Baumylevexir den den Begriff des
Levek eines Knoten dedfteren gebrauchen:

Definition 3 (Level eines Knoten)In einem Breitensuchbaufi wird die LAnge des Pfades
von einem Knoten zur Wurzel des Baunis als dasLevel des Knotemw bezeichnet.

Abbildung 3: Ein aufspannender Breitensuchbaum auf einem Graphersin&lMarkierung der Levels.

Nun fassen wir alle Knoten eines Levelén einer MengeS; zusammens, enthalt damit
ausschlieRlich den Wurzelknoten des Breitensuchbadmenthalt alle zum Wurzelknoten
adjazenten Knoten, usw.

Ein erster Separatorkandidat wird dadurch erzeugt, dassimvi. € {0, ..., h} derart finden,
dass gilt:

p—1 n
Z |S;i] < 5 und
1=0

- n
D ISil> 3
i=0

(\}

Wir suchery also derart, dass dgrLevel, knapp Uber der Halfte der Knoten liegt*. Algorith-
mus2 illustriert unser Vorgehen zum Finden ded evels. Im Wesentlichen iterieren wir von
der Wurzel levelweise durch den Graphen und addieren didikaitaten der Knoten eines
Levels auf, bis wir den Level gefunden haben.



Algorithmus 2 : FINDEMU
Ausgabe: ,Mittlerer* Level

1furi—0...htue .
2 | wenn Z;B ISjl <n/2und> % [S;| > n/2dann

3 W1
4 bruch
5 return g

Giltnun|S,| < 4\/nundu < h, ist mit demu-Level bereits ein glltiger Separator gefunden:

S:=8,
pn—1
V1= U S
1=0
h
Vo = U S;
1=p+1

Erfullt ;. die vom Theorem geforderten Bedingungen nicht, so misgan Rhase |l iberge-
hen.

3.2 Phase Il

In Phase Il finden wir zusatzlich zumLevel noch einenn- und M-Level und prifen, ob
letztere einen korrekten Separator induzieren.

Wir findenm so, dassS,,, der unterste Level oberhalb veh, ist, der weniger alg/n Knoten
enthalt — oder genausoviele. Es liegt nahe, dass wirgvans in Richtung Wurzel iterieren
und abbrechen, sobald der aktuell betrachtete Level kiemug ist, umm zu finden.M ist
analog zun als der oberste Level unterhalb v8p definiert, fir der.Sy;| < \/n. Wir finden
M ebenso wien. Man muss hier beachten, dass es durchaus moglich istAdassh + 1
und damitSy; = 0.

Mithilfe von y, m und M kdnnen wir uns nun drei Mengety, A> und A3 konstruieren:



Der urspriingliche Graph besteht nun also aus f&chichten*, die entlang des Breitensuch-
baums verlaufend,, S,,., As, Sar, As.

(0)

Ay
o N

g ==Y
Su @ o)
)

Abbildung 4: A1, Sm, A2, Sy und As.

Ist|Aq| < %n so haben wir mifS,,, U Sj; einen Separator gefunden:

S:=8,USy
V1 € {Ay, Ay, A3}, kardinalitatsmaximal
Vo=V \(ViUS)

Ist aber|A,| > 2n, so gehen wir in Phase 1l Uiber.

3.3 Phase Il

Phase Il ist von allen drei Phasen die aufwandigste, diet fédoch in jedem Fall zu einem
Ergebnis, das den Bedingungen von Theotesntspricht. Wir betrachten nicht langer die
Level des BFS-Baums als Separatorkandidaten, sonderersickise im Graphen, die dann
zu einem Separator fuhren werden.



Definition 4 (Fundamentalkreis)SeiG = (V, E) ein Graph undl’ C E ein spannender
Baum aufG. Zu einer Nichtbaumkantec F, e ¢ T heildt der inT durche induzierte Kreis
C. C V Fundamentalkreis zur Kante

Die Knoten aug”, bilden einen Separator ii, der die Knoten aus dem Inneren des Kreises
von den Knoten auf3erhalb des Kreises trennt. Die Idee ineAhdst, beginnend mit einem
beliebigem Fundamentalkreis, durch sukzessi¥esgrolRern* und,Verkleinern“ des Krei-
ses, zu einem Fundamentalkreis zu gelangen, der den Grgph@ifd den Bedingungen von
Theoreml separiert. Wir wollen das Verfahrdrundamentalkreissuchend den Separator
Fundamentalkreisseparatoennen.

Da wir den Graphen aber nur in seiner kombinatorischen Hinibg betrachten und damit
keine Lageinformationen zur Verfiigung haben, ist die thaieeidung zwischen Kreisinne-
rem und -aufRerem nicht mehr offensichtlich.

Tatsachlich ist es aber irrelevant, was Inneres AnBeres ist, wenn der Wurzelknoten des
BFS-Baums selbst Teil des Kreis€s ist. Stellt man sich den Graphen auf einer Kugel ein-
gebettet vot, sieht man leicht ein, dass sich Kreisinneres und -auf3goks voneinander
unterscheiden lassen. Es ist fiir unseren Algorithmuswaisoheblich, ob die Knotenmenge,
die wir als, Inneres* abzahlen tatsachlich geometrisch innen liegimindest, solange der
BFS-Wurzelknoten Teil vor©’, ist und wir bei zwei Abzahlungen immer dieselbe Seite als
»innen* abzahlen.

Liegt der BFS-Wurzelknoten nicht auf dem Kreis, so ist deadPfom hodchsten (bzgl. des
BFS-Baumes) Kreisknoten zur Wurzel des BFS-Baums eingleutd liegt aul3erhalb des
Kreises. In diesem Fall ist also eindeutig bestimmt, wasditieeres bzw. -aul3eres ist.

Abbildung 5: Kreisinneres vs. -aufleres mit BFS-Wurzelknote@'e und ¢ C.

Die Fundamentalkreissuche direkt &itiuszufihren, kann unter Umstanden einen Separator
finden, der zu grof3 ist, da — wegen der Hdhdes BFS-Baums — eine obere Schranke fur
die Anzahl Knoten in einem Krei€' sicherlich|C| < 2h + 1 ist. Wegenh € O(n) ware ein
solcher Separator im Allgemeinen nicht hinreichend kleim, weniger alst,/n Knoten zu
beinhalten. Um dem entgegenzukommen, ldschen wir alledtd!_,, S; aus dem Graphen
und verschmelzen die Knoten aLqu["LZO S; zu einem neuen Knotendurch sukzessives Zu-
sammenziehen von Kanten. Der Knotebildet dann die neue Wurzel unseres BFS-Baums

SEine Einbettung auf einer Kugeloberflache ist aquivaieneiner Einbettung auf einer Flache.



auf dem kontrahierten Graphé# = (V', E’).

Damit der VergoR3erungs- bzw. Verkleinerungsschritt imohechgefuhrt werden kann, muss
der kontrahierte Grapty’ noch trianguliert werden. Das heif3t, es werden so viele éaint
G’ eingefugt, big?’ ein maximal planarer Graph ist und somit alle Facetten Rkeidilden.
DasFundamentalkreislemngarantiert uns nun die Existenz eines geeigneten Kreises.

Lemma 1(FundamentalkreislemmageiG = (V, E) ein maximal planarer Graph mjy’| >
5, und? ein aufspannender Baum véhmit Hoheh. Dann existiert ein Fundamentalkreig
der folgende Eigenschaften hat:

i) C trenntInneres(C)) vonAuReres(C)
i) Inneres(C), AuReres(C) < Zn
iy |Cl<2h+1

Ein solcher Kreis kann i¥(n) gefunden werden.
Beweis. Siehe [Vag04. O

Wegen der Kontraktion und des Loschens der Level gilt, dessggefundene Kreis in dem
urspriinglichen Graphen nicht mehr algn Knoten enthalt.

Wir werden im weiteren Verlauf dieses Abschnitts detaillauf das Verschmelzen der Kno-
ten, die Triangulierung sowie die Fundamentalkreissuéhgetien. Da am Schluss der ur-
sprungliche Graph wiederhergestellt werden muss, ergsicd — bedingt durch das Frame-
work — einige Schwierigkeiten bei der Implementierung ders¢hmelzung, die wir jedoch
mit ein paar Tricks ldsen konnten.

3.3.1 Verschmelzen und L 6schen der Level

Die Knoten inA; U S,, werden in diesem Schritt verschmolzen usigh U A3® geloscht.
In [Wag0q ist vorgesehen, diesen Schritt nach der Triangulierung)(gurchzufuhren. Wir
ziehen ihn allerdings vor, weil wir die Triangulierung sbnach dem Ldschen vafiy; U A3
wiederherstellen missten. Diese Reihenfolgenvertaugrhat keine weiteren Seiteneffekte.

Wir implementierten den Verschmelzungsschritt so, dassliwiKnoten nach und nach derart
verschmelzen, dass ein Knoten in seinen Vorganger biehidgs BFS-Baums geschmolzen
wird. Hierdurch ist das Problem der Mengenverschmelzufigh@hrere Einzelverschmelzun-
gen reduziert.

Der Algorithmus sieht vor, dass der Ursprungsgraph naameséurchfiihrung wieder zur
Verfugung steht. Da es das Framework nicht unterstugss dnan den Graphen wahrend der
Algorithmenausfiihrung austauscht, kdbnnen wir nichteaném temporaren Graphen arbeiten.

6Selbstverstandlich inklusive der inzidenten Kanten.
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Wir sind stattdessen gezwungen, geldschte Knoten undeliamptater wieder in den Graphen
einzufiigen und eingefiigte Kanten zu loschdeim Einfiigen von vormals geldschten Kan-
ten muss allerdings bedacht werden, dass die zu dieser Kaidenten Knoten zum Einfuige-
zeitpunkt auch schon im Graphen vorhanden sein missetetei gibt es Kanten, die sich
aufgrund der Verschmelzung nproriibergehend” im Graphen befinden, also nicht geldscht
werden durfen, bevor sie eingefuigt werden.

Wir I6sen dieses Problem dadurch, dass wir jeweils eindleKiir geloschte Kanten, sowie
fur eingefugte Kanten und Knoten pflegen. Jede Graphméatipn wird auf einem der Kel-
ler festgehalten. Zum Algorithmenende hin werden die dgeébhrten Operationen in exakt
umgekehrter Reihenfolge durchgefihrt.

3.3.2 Triangulierung

Ist G = (V, F) ein planarer Graph, so wollen wir, wie in Abschriiterwahnt,G trianguliert
nennen, falls alle Facetten @ ein Dreieck bilden. Die Triangulierung hat also die Aufgabe
geeignete Kanten so einzufiigen, dass neue Kanten

i) keine Doppelkanten induzieren;

i) die Planaritatseigenschaft des Graphen nicht zeggtdas heillt, es darf keine Kreuzung
mit einer anderen Kante entstehen.

Die grundlegende Idee des Triangulierungsalgorithmudiestolgende. Wir betrachten fur
jeden Knoternw alle inzidenten Kanter im Uhrzeigersinn. Es werden nun, falls moglich,
Kanten so eingefiigt, dass die Facette rechtsevmiach Einfigen der Kanten ein Dreieck
bildet. Da der Algorithmus Uber alle Knoten und dort wiadariiber alle inzidenten Kanten
iteriert, wird jede Kante hochstens zweimal betrachteht®nan davon aus, dass das Einfiigen
einer Kante in konstanter Zeit moglich ist, so hat die Tgialierung eine Laufzeit vo®(2m+

n) = O(n).

Das Bestimmen, wie eine Kante eingefugt wird, geschientidaine Fallunterscheidung der
Konfigurationen, die die Kantea ©~1(¢e), ©*(e) und ©*(0*(e)) einnehmen konnen. Die
Details zur Fallunterscheidung sind ifgj0 7] naher beschrieben.

3.3.3 Fundamentalkreissuche

Die Fundamentalkreissuche bildet das eigentliche Kaoksiér dritten Phase. Algorithm@s
illustriert den prinzipiellen Aufbau, wobei wir auf den \@einerungs- bzw. Vergrof3erungs-
schritt spater eingehen mochten. Die Wahl der erstentbiizhmkante — und somit des ersten
Kreises — ist nicht festgelegt, kann aber moglicherweis@ss auf die Qualitat des Ergeb-
nisses und die Geschwindigkeit des Algorithmus haben. tériseplementierung wahlt eine

"Dies betrifft auch die Triangulierungskanten.
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beliebige Nichtbaumkante. Das Fundamentalkreislerhgerantiert, dass die Schleife in Al-
gorithmus3 in jedem Fall nach endlicher Zeit terminiert.

Algorithmus 3 : FUNDAMENTALKREISSUCHE
Eingabe: Triangulierter, planerer Graphi = (V, E') mit BFS-Bauml’

1 e + beliebige Nichtbaumkante i@

2 solangewahrtue

3 C «— Fundamentalkreis induziert dureh

4 wenn Inneres(C') > AuReres(C) undInneres(C') < 2/3n dann
5 | bruch

6 sonst wenninneres(C) > AuReres(C) undInneres(C') > 2/3n dann
7 | VerkleinereC

sonst wennAuReres(C) > Inneres(C) undAuReres(C) < 2/3n dann
| bruch

10 | sonst
11 | VergroRere”

12 | Setze Separatdf sowiel; undV, zusammen

Mit Inneres(C) bzw. AuReres(C') bezeichnen wir die Knoten im Inneren bzAauReren des
Kreises. Es giltV| = | Inneres(C)| 4 | AuReres(C)| + |C| firr jeden Fundamentalkre.
Es reicht also, fur jeden Kreis nur die Knoten im Inneren evelbhnen, und mithilfe dieser
die Anzahl der Knoten imAuReren abzuleiten. Um die Knoten im Inneren effizient e&hl
zu konnen, berechnen wir beim Aufbau des Breitensuchbaui®@én) fir jeden Knoten die
Grol3e seines Unterbaums. Diese Information benutzenwiBestimmung der Grof3e des
Inneren des Kreises, indem wir alle Kreisknoten ablaufeth die GrofR3en der Unterbaume
dieser Knoten aufaddieren. Siehe dazu auch Abbilding

Sind nun Inneres undluBeres so balanciert, dass Fall 1 (Z&8)jeder Fall 2 (Zeil&7) eintreten,

so kdnnen wir die Fundamentalkreissuche abbrechen, un8ejgarator aus dem gefundenen
Kreis zusammensetzen; siehe dazu den nachsten Absétmatrnfalls missen wir den Kreis
solange verkleinern bzw. vergroRern, bis Inneres AnBeres im geforderten Gleichgewicht
stehen.

Wir betrachten hier 0.B.d.A. einevierkleinerungsschrittDer Vergrol3erungsschritt ist sym-
metrisch und bedarf in der Implementierung lediglich efaltunterscheidung. Wir mochten
es vermeiden, den Kreis wahllos zu verkleinern, da dies dislzten konnte, dass der Al-
gorithmus zwischen einem Verkleinerungs- und VergodRgssohrit hin- und herspringt, und
somit das Terminieren der Fundamentalkreissuche nicht siehergestellt ware. Um den
Kreis kontrolliert zu verkleinern, bedarf es der Trianguling, da sie Voraussetzung fur das
folgende Lemma ist:

Lemma 2. SeiG = (V, E) ein planarer, triangulierter Graph und” ein BFS-Baum auf7.
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Abbildung 6: Fundamentalkrei€’.. Wir zahlen fur jeden Knoten € C. die grof3e seiner Unterbaume
im Inneren des Kreises auf. Die GroRen der Unterbaumerihdien Zahlen der dun-
kelgrauen Knoten angedeutet. Da der Baum aufspannendhatte:n wir so die Anzahl
Knoten im Inneren voi..

Dann gilt fur jede Kante{u,v} € E

| Level(u) — Level(v)| < 1

Damit folgt: Iste := {z,y} eine Nichtbaumkante des Kreis€s mit Inneres(C,) > 0, SO
gibt es immer einen Knotenim Inneren vorC.., der sowohl zu: als auch zy, inzident ist —
siehe Abbildung.

Istt € C,, wobeio.B.d.A{t, z} die Baumkante ist, so wahlen wit, y } als neue Nichtbaum-
kante. Die Facette, die von den Knoten: undy begrenzt wird, liegt nun induReren des
KreisesCy,. Somit ist der Kreis um genau eine Facette verkleinert wartkt andererseits

t ¢ C., dann berechnen wir die Kreig&, undC,,, und wahlen als neuen zu betrachtenden
Fundamentalkreis denjenigen mit grof3erem Inneren. 8ellA. C,, der groRere der beiden
Kreise. Wegen Lemma2gilt

Inneres(Cy, ) = Inneres(C,) — 1

was ebenfalls dazu filhrt, dass in einem Verkleinerungisdas AuRere des Kreises nicht
wesentlich zu grof3 wird. Aus Effizienzgriinden reichen vidrldformation, auf welcher Seite
von e das Innere des Kreises liegt, an den verkleinerten Fundatkezis weiter. Somit er-
sparen wir uns die fir den neuen Kreis anfallende BereapzunBestimmung des Inneren,
und kdnnen sofort mit dem Akkumulieren der Unterbaumerofdrtfahren.
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Abbildung 7: Wegen der Triangulierung existiert immer ein Knotem Inneren vonC., der zuz und
y adjazent ist. Es ist moglich, dasselbst auf dem Kreis liegt (links), dann ist mindestens
eine der Kanter{t, z} oder{¢,y} eine Baumkante. Im anderen Fall (rechts) sind beide
Kanten Nichtbaumkanten.

Da wir in jedem der einzelnen Verkleinerungsschritte da®ta um hochstenisverkleinern,
folgt, dass nach endlich vielen Iterationen das Inneraldenug, und gleichzeitig désiRere
nicht zu gro3 geworden ist, und die Fundamentalkreissierin@niert. Mit dem so gefunde-
nen Fundamentalkreis lassen sich nun ebenfalls der Sepamtie die Menger; und V5
zusammensetzen.

3.3.4 Zusammensetzen des Fundamentalkreisseperators

Der aus der Fundamentalkreissuche gefundene Kréisrt nun auf dem urspringlichen Gra-
phenG direkt zu einem Separator. Wir wollen mi{ = AuReres(C) undVy = Inneres(C)
die Knoten bezeichnen, die ikuReren bzw. Inneren des Fundamentalkrei@¢s dem kon-
trahierten Graphe@”) liegen. Nun stellen wir zunachst den Grapldewieder her. Das heif3t,
wir loschen die Triangulationskanten, stellen die Knated Kanten aus den Levelsbis m,
die wir verschmolzen haben, wieder her, und machen auetdeischen der unteren Level
M bis h rickgangig. Da wir beim Verschmelzen einen Keller fig Binfuge- und Loschope-
rationen benutzt haben, konnen wir diesen Keller abagbeind fir jeden Schritt die inverse
Operation durchfiihren. Die Mengéh V; undV; auf G setzen sich nun wie folgt zusammen:

e S :=(CUS,USy)\ s. Dabei sindS,, und .Sy, die m- bzw. M-Level unds die
Menge der Knoten, die verschmolzen wurden.

1} ist die grofRRere der beiden Meng€hundV;. Ist|V/| = [V3], so istV; die Menge,
die s nicht enthalt.

* Va=VA\(SUW).

Dies garantiert uns, dass sowoW] | als auch ;| die GroRe2n /3 nicht Ubersteigen.
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Man erkennt, dass Phase Il von der Laufzeit sicherlich digrvandigste der drei Phasen ist.
Die kniffligsten Stellen in der Implementierung stelltersd#@schen der Level, vor allem das
Wiederherstellen der Knoten und Kanten, sowie die Untesisicing vonAuRerem und Inne-
ren bei einem Fundamentalkreis dar, worauf in den BeweissiTteorems nicht eingegangen
wird.

Die Qualitat der Mengef; und V5, die von Phase Il erzeugt werden unterscheidet sich in
unserer Implementierung deutlich von der Qualitat aus@hader 1. Erflllt namlich der ers-

te generierte Fundamentalkreis nicht die gewiinschtearisichaften (ist er beispielsweise zu
grof3), so wird er in jedem Iterationsschritt der Fundamkrgassuche um genau einen Knoten
im Inneren verkleinert, bis er gerade die Balancebedingongnnerem unduRerem erfilllt.

Es ist leicht ersichtlich, dass die so gefundene PartitezuilglichV;, und V» schlecht ausge-
wogen ist. Dies hat sich auch in unseren Experimenten tiggs&uf die wir im Ubernachsten
Abschnitt eingehen mochten. Zuvor mochten wir aber naclpaar Dinge zur Visualisierung
des Algorithmus vorstellen.

4 Visualisierung

Zur Speicherung der Graph-Datenstruktur mit allen grapbeagenen Metadaten verwen-
den wir die JungX-Bibliothekj[inh], die die Jung-Graphenbibliothekipg um planare Gra-
phen erweitert. Das Algovis3D-Framewot(] stellt den Graphen unter Benutzung von Ja-
va3D [av] selbststandig in einer 3D-Umgebung in Form von Kugeln dgtindern dar. Es
bietet weiterhin die notwendigen Schnittstellen, um diaghidarstellung im Algorithmenver-
lauf bequem zu verandern.

Da der Planar-Separator-Algorithmus in seiner Gesamtheftt komplex ist, bemuhten wir
uns, fur jeden seiner Ausfulhrungsschritte eine Darsteglizu finden, die das Verstandnis des
aktuellen Vorgangs erleichtert.

Alle Schritte des Algorithmus verwenden Farbmarkierungem deutlich zu machen, welche
Knoten oder Kanten in einem jeweiligen Ausfuhrungsstihétrachtet werden oder schon
betrachtet worden sind. Dartiberhinaus gibt es noch e@grationen, die die Position oder
Gestalt von Knoten verandern: Beim Aufbauen des Breitelnsaums in Phase | wird der
Level eines jeweiligen Knotens durch eine Verschiebumgdader Z-Achse dargestellt; je
hoher der Level eines Knoten ist, desto hoher ist seineodrélinate. In spateren Schritten
werden die Knoten wieder auf dieselbe Hohe gebracht, umBaérachter nicht unnotig zu
verwirren. Beim Verschmelzen von Knoten bemihten wir umsaine intuitive Darstellung
des Vorgangs: Ein Knoten wird so in einen andepeimeingeschmolzen®, dass er in seinen
Vaterknoten hineinbewegt wird. Der Vaterknoten selbstiso vergroRert, dass sein Volumen
um das des Kindknotens wachst. Beim Triangulieren des l@merhalten die eingefugten
Kantenzylinder einen geringerer Durchmesser, um GrapthTuiangulierungskanten optisch
deutlich voneinander zu trennen.

Nachdem ein Separator gefunden ist, stellen wir den Grajhsginer urspringlichen Form
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Abbildung 8: Schnappschisse aus der Visualisierung des AlgorithrBasMsualisierung der Levels
des Breitensuchbaums durch die Hohe und Sucheudesvels in Phase 1.8b) Ver-
schmelzungsschritt8¢) Ein generierter Fundamentalkreis in Phase Bd)(Ein sepa-
rierter Graph nach Durchfiihrung des Algorithmus.

wieder her und farben zunachst die Separatorknoten notliese hervorzuheben. In einem
Folgeschritt werden die Separatorkndtgeloscht und die separierten Knotenmengen unter-
schiedlich eingefarbt, um das Endergebnis des Algorithamsprechend darzustellen.

Abbildung8 zeigt einige Ausziige aus der Visualisierung des Algoritem

5 Experimente

Zusatzlich zur Implementierung und Visualisierung degakithmus mochten wir noch eini-
ge Experimente vorstellen, die wir am Planar-SeparatgeAihmus durchgefuhrt haben. Im
Wesentlichen haben wir einige Graphklassen auf die Caial@r vom Algorithmus gefunde-
nen Separatoren untersucht. Auf die Graphklassen und Btggrdie wir gemessen haben,
gehen wir im nachsten Abschnitt ein. Danach folgt eine Aersung und Interpretation der

8Inklusive ihrer inzidenten Kanten.
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Ergebnisse. Da der Schwerpunkt des Praktikums in der seialng des Algorithmus lag,
gibt es durchaus noch weitere interessante Untersuchudigeman durchfiihren kdnnte. Wir
werden kurz am Ende dieses Kapitels einige Ideen fur weEaperimente prasentieren.

Fur die Durchfuhrung der Experimente entwickelten wisazlich zur Visualisierungsum-
gebung eine weitere, die fir Messungen ausgelegt ist. iBimmnhuber die Kommandozeile
Parameter entgegdrund speichert Messdaten in einer Textdatei, so dass diésgidisweise

mit Gnuplot [gni] ausgewertet werden kdnnen. Weiterhin verzichtet die K@mdozeilenum-

gebung auf die grafische Darstellung des Algorithmus.

5.1 Graphklassen und Messparameter

Die Grundlage fur die Eingaben unserer Messungen war deaplGenerator
gengr aph [ger] mit dem sich unterschiedliche Graphklassen generieisseta wobei man
die Anzahl der Knoten und Kanten frei festlegen kann. Wirdaiten im Wesentlichen
folgende drei Graphklassen:

» Delaunay-Graphen.Zu einer zufalligen Punktemenge im Einheitsrechteck vdiad
Voronoi-Diagramm berechnet. Der duale Graph bildet dieaDe&y-Triangulierung.
Um die Kantenzahl zu reduzieren, werden zufallig Kantdivgygt.

« SechseckgitterRegulare Graphen bestehend aus Sechsecken.

 Dreiecke.Regulare Graphen bestehend aus Dreiecken. Diese sindybiie aullere
Facette, vollstandig trianguliert.

In Abbildung9 ist zu jeder Graphklasse eine Instanz abgebildet. Furded&lassen haben
wir Graphen zwischeh0 und20000 Knoten generiert, wobei die Anzahl generierter Graphen
bei den Dreiecks- und Delaunay-Grapl2e, und bei den Sechseck-Gitter0 betragt. Alle
Messungen sind somit in Abhangigkeit der Knotenanzahl

Gemessen haben wir das Folgende.

* Phase des ErfolgsWelche Phase im Algorithmus fuhrt als erste zum Erfolg?

» Separatorgrof3e Uns interessierte hier die GrofRe des Separators. Thebgamantiert
eine Worst-Case-SeparatorgrofRe vayin. Um die tatsachliche GroRRe des Separators
damit in Zusammenhang zu bringen und ein MaR zu erhaltenutigdey gefundene Se-
parator (bezliglich der GroRRe) ist, haben wir die Ergetmauf den Term/n normiert
und folgenden Zusammenhang gemessen:

ML
1/n

e Balance Zusatzlich zur Grof3e des Separators ist es wichtig, dizssengeny; und
V5 beziglich ihrer Grof3e moglichst gut balanciert sinch Bptimales Ergebnis liegt

n

9Somit kénnen beispielsweise alle Graphen in einem angegebVerzeichnis mit dem Algorithmus getestet wer-
den.
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(@) (b)

©

Abbildung 9: Betrachtete Klassen:9§ Delaunay-Graphen,9p) Dreiecksgraphen,9€) Sechseck-
Gitter.

vor, wenn|V;| = |V gilt. Das Theoreni garantiert jedoch nur, dass sowdhl als
auchV; weniger al2n/3 Knoten enthalten. Sei 0.B.d.AV;| > |V4|. Es gilt also im
Optimalfall |V;|/| V2| = 1, wahrend im Worst-Case

Vil 2n/3

Vol 1n/3

gilt'®. Um auch hier eine Gute fir die Balance zu erhalten, habenmns fur folgende
Messung entschieden:
VAl

n—|l—+——

V2|
Je naher das Ergebnis also an @ést, desto besser die Balance.
» Anzahl generierter Fundamentalkreise Sicherlich ist es auch fur die Laufzeit des
Algorithmus von Bedeutung, wie viele Fundamentalkreidehiase 11l generiert werden

mussen — wie oft also ein Verkleinerungs- bzw. VergroRgsschritt durchgefuhrt wird
— bis ein separierender Kreis gefunden wird.

10Tatsachlich kdnnen auch Werte groReramuftreten, fall§ Vi | = 2n/3. In dem Fall isS| 4 |V2| = 1n/3, und
wegen|S| > 0 kann|V>| < 1n/3 erfullt sein.
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Jede der Messungen haben wir auf allen drei Graphklassehggfiihrt. Wir haben auf3erdem
die Ergebnisse betrachtet wenn man die Phasen | und Il eggtias heil3t die Fundamental-
kreissuche direkt auf dem Originalgraphen durchfiihré Dheorie garantiert uns dann zwar
die Schranketl\/n beziglich der Separatorgrof3e nicht mehr, da die HoheBdeigensuch-
baums auf dem Graphen durchaus(in) liegt und somit die GroRRe eines Kreises auch
O(n) Knoten beinhalten kann. Dennoch haben die experimentBlé=ultate gezeigt, dass
die GroRRe der Separatoren mit dieser Methode nicht wéslesthlechter ausfallt. Die Mes-
sung bezuglich der generierten Fundamentalkreise hablveaush nur unter Ausfithrung von
Phase Il gemessen, da bei Erfolg in Phase | bzw. Il Ubeitiaaipe Kreise generiert wiirden.

5.2 Auswertung

Die Messdaten im Folgenden haben teilweise eine recht hvkaudig. Wir haben uns da-
her entschlossen, nicht die Messpunkte direkt anzugebedesn eine Bézier-Kurve durch
die Daten zu legen. Dadurch sind die Tendenzen weitaus thgisbebar. Die Streuung der
Originaldaten kann dadurch erklart werden, dass die Wah\\lrzel des Breitensuchbaums,
sowie der ersten Nichtbaumkante bei der Fundamentalkigissicht deterministisch ablau-
fen, aber dennoch einen hohen Einfluss auf die Qualitat dg=biRisses haben konnen. Leider
gibt es hier bislang keinen Ansatzpunkt, der immer zu einesobders guten Ergebnis fuhrt.

Delaunay-Graphen Dreiecke| Sechseck-Gitter

Phase | 111 (55%)| 200 (100%) 100 (100%)
Phase I 0 0 0
Phase IlI 89 (45%) 0 0
Gesamt 200 200 100

Tabelle 1: Zum Erfolg fuhrende Phase.

Tabellel zeigt die Verteilung der zum Erfolg fuhrenden Phasen baidiei Graphklassen.
Aufgrund der sehr regelmaRigen Struktur der Gitter- unei@ksgraphen sieht man, dass die
erste Phase stets zum Erfolg fUhrt, also deittlere” Level, im Breitensuchbaum fiir einen
Separator hinreichend klein ist.

Abbildung10zeigt die GroRRe des Separators in Abhangigkeit der AngahKnoten fiir jede
der drei Graphklassen. Da wir die GroRe ayfr normiert haben, bedeutet ein Wert von 1 die
schlechtest mogliche GrolRe, wahrend ein Wert nahe bieeheehr kleinen Separator angibt.
Es ist deutlich zu erkennen, dass bei den Delaunay-Graphdmgt durch ihre recht zufallige
Struktur, die Grol3e der Separatoren schlechter ausfallvei den regelmafiigen Gitter- und
Dreiecksgraphen. Der Verlauf ist relativ konstant, wasigéerraschend ist.

Beziiglich der Balance in Abbilduridl lasst sichAhnliches sagen wie bei der SeparatorgroRe.
Gegeben durch die sehr regelmafige Struktur, fuhrt dited?hase bei den Dreiecks- und
Gittergraphen bereits zu einer sehr ausgewogenen Paigitimg. Bei den Delaunay-Graphen
ist das Verhalten chaotischer. Dennoch spricht ein Werdnimmernoch fiir eine sehr gute
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Abbildung 10: Relative Separatorgro38|/4./n.

Balance. Die Spitzen am Anfang der Kurven lassen sich dadenidaren, dass bei Graphen
mit sehr wenigen Knoten die Separatorknoten die Balanck wedtaus starker beeinflussen.

Die nun folgenden Messungen beziehen sich ausschliefllicRlase Ill. Das heil3t wir be-
rechnen lediglich einen Breitensuchbaum und fihren dé&fuhdamentalkreissuche direkt
auf dem Eingabegraphen aus. Abbildub?jzeigt die SeparatorgroRe mit dieser Methode.
Wir haben die Kurve wieder auf,/n normiert. Obwohl man erwarten wirde, dass hier auch
Separatoren mit mehr als,/n Knoten auftreten, sind die Separatoren weit von der obe-
ren Schranke entfernt. Dieses Resultat ist insoweit enitdn) da vor allem bei Delaunay-
Graphen mit dieser Methode sogar wesentlich bessere Reseltzielt werden als bei den
Phase-I-Separatoren.

Der positive Effekt auf die Separatorgrof3e scheint sidr abder Balance wieder auszuglei-
chen. Wie man in Abbildung3sieht, ist die Balance der Meng&hundV; weitaus schlechter
als bei Durchfuhrung aller Phasen. Besonders bei denmédiejen Graphen macht sich das
bemerkbar, wo die Phase | extrem gut balancierte Mengeafgelhat. Die schlechte Balance
lasst sich dadurch erklaren, dass bei der Fundamenitsdlehe in unserer Implementierung
sofort der erste Kreis als Separator genommen wird, der démdereten Balancebedingun-
gen genugt. Dies fuhrt naturlich zu einer Worst-CaséBee in Phase llI.

Abbildung 14 zeigt schlieRlich die Anzahl generierter Fundamentadiergiro Graph mit
Knoten. Um den Zusammenhang zur Anzahl Knoten besser daliens ist nicht die absolu-
te Anzahl an Kreisen aufgetragen, sondern die Anzahl des&ero100 Graphknoten. Er-
staunlicherweise liegt hier ein sublinearer Zusammenkanglenn mit zunehmender Grol3e
des Graphen scheint die relative Anzahl an generierters&ineabzunehmen, und zwar bei
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Abbildung 11: Balance der Mengef; und Va.

allen drei Graphklassen. Der Algorithmus wird also mit wesatder Graphgrof3e zunehmend
effizienter.

Auch wenn die Messungen auf generierten Graphklassen éeruhd in der Praxis mogli-
cherweise strukturell andere Graphen eingesetzt weraeseh sich ein paar Ergebnisse einse-
hen. Das erstaunlichste Resultat ist, dass die Phaseypi&toren auf dem Ursprungsgraphen
durchaus gute Ergebnisse liefern. Die Separatorgrofi@recogar bei unregelmafigen Gra-
phen besser auszufallen als bei Phase I. Leider geht dieastarider Balance, was sich aber
durchaus noch optimieren lasst, indem man beispielsvnéise den ersten passenden Funda-
mentalkreis als Separatorkandidaten wahlt, sondern dadeierungs- resp. VergroRerungs-
schritt noch weiterlaufen lasst.

An dieser Stelle ist auch noch Platz fur weitere Messungsrware auch interessant zu un-
tersuchen, wie sich Separatorgrof3e und Balance in BeAudjeaWahl der Breitensuchbaum-
Wurzel bzw. der ersten Nichtbaumkante in der Fundamemisisuche verhalten. Die Lauf-
zeit ware ein weiterer interessanter Aspekt. Wir habenddaei Laufzeitmessungen durch-
gefuhrt, da im Algorithmus sehr viel Overhead fur die \4lsierung erzeugt wird. Vorallem
der enorme Speicherbedarf von Java bei steigender Graxitat hatte uns die Ergebnis-
se verfalscht, da durch das Auslagern auf die Festplat&dschwindigkeit Uberproportional
einbrechen wirde. Dennoch ware eine effiziente Impleimentg des Algorithmus — bei-
spielsweise irC++ — mit einer schnellen Graphenbibliothek sicherlich funfzeitmessungen
interessant.
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Abbildung 12: Relative Separatorgrof38|/4/n nur unter Betrachtung von Phase lIl.
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Abbildung 13: Balance der Mengel; und V5 nur unter Betrachtung von Phase Il.
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Abbildung 14: Anzahl generierter Fundamentalkreise.
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6 Fazit

Unsere Implementierung des Planar-Separator-Theoredavinzeigt die Moglichkeiten des
Frameworks AlgoVis3D4lg] zur Visualisierung von Graphenalgorithmen auf. Eingetsiet
Lehrveranstaltungen wie Vorlesungen oder Seminaren, Hamsehr zum Verstandnis des
Planar-Separator-Algorithmus beitragen.

Die Schwierigkeiten, die bei der Implementierung aufgetmesind konnten wir alle mit Wor-
karounds Idsen, ohne dabei die Laufzeit des Algorithmymiasotisch zu verschlechtern. Die
Experimente konnten einen kurzeiberblick Uiber die Qualitat des Algorithmus liefern, wo-
bei das wichtigste Resultat die Erkenntnis, dass die Fuedgatkreissuche fur sich sehr gute
Separatoren liefert, war. Eine weitergehende Optimiehexilglich der Balance, indem man
zum Beispiel nicht den ersten passenden Fundamentalkise®eparator betrachtet, konnte
die Qualitat hier noch weiter steigern.

Weitere Erweiterungen am Projekt konnten zum Beispiek emanuelle Auswahl der
Breitensuchbaum-Wurzel oder der ersten Nichtbaumkariier {das Visualisierungs-
Framework beinhalten. AuRBerdem ware es fur die Viswalisig interessant, den Algorith-
mus auf dreidimensionalen Graphen, wie zum Beispiel Kugeler konvexen Polyedern,
durchfiihren zu kénnen — zumal das Visualisierungs-Fraoneauf Java3D aufbaut, und da-
mit optimale Voraussetzungen hat. Weitere Experimenshidaondere die SeparatorgrofRen
und Balancen unter Wahl der Wurzel des BreitensuchbaumsenNichtbaumkante, waren
aufschlussreich und wiurden vielleicht zu einer guten ksékrfr die Berechnung dieser
fuhren.

24



Literatur

[alg] AlgoVis3D Visualisierungsframewark http://i 11w iti.
uni - kar| sruhe. de/ t eachi ng/ W5_0607/ pl anal go/ Al goVi s3D/
doc/ api /i ndex. ht m

[Die06] DIESTEL, Reinhradt:Graphentheorie 3. Berlin : Springer, 2006. — ISBN 3-540—
21391-0

[gen]  Graph-Generator http://i1lww.iti.uni-karlsruhe.de/
resour ces/ gr aphgener at or . php

[gnu]  Gnuplot htt p: // www. gnupl ot . i nf o/
[jav] Java 3D APl https://java3d. dev.java. net/

luna] JUNG Java Universal Network/Graph Framework http://jung.
sour cef or ge. net

[junb] JUNGX Graphenbibliothek http://i 11www. iti. uni-karl sruhe. de/
t eachi ng/ W5_0607/ pl anal go/j ungX/ doc/i ndex. ht m

[LT77] LipTON, Richard J. ; RRJAN, Robert E.: A separator theorem for planar graphs.
Stanford, CA, USA : Stanford University, 1977. — Forschubegght

[Paj07] RJOR, Thomas: Triangulierung eines Planaren Grapherebruar 2007. — Be-
schreibung eine®(n) Algorithmus zur Triangulierung eines planaren Graphen

[Wag06] WAGNER, Prof. Dr. D.: Algorithmen auf planaren Graphen. (2006)

25


http://i11www.iti.uni-karlsruhe.de/teaching/WS_0607/planalgo/AlgoVis3D/doc/api/index.html
http://i11www.iti.uni-karlsruhe.de/teaching/WS_0607/planalgo/AlgoVis3D/doc/api/index.html
http://i11www.iti.uni-karlsruhe.de/teaching/WS_0607/planalgo/AlgoVis3D/doc/api/index.html
http://i11www.iti.uni-karlsruhe.de/resources/graphgenerator.php
http://i11www.iti.uni-karlsruhe.de/resources/graphgenerator.php
http://www.gnuplot.info/
https://java3d.dev.java.net/
http://jung.sourceforge.net
http://jung.sourceforge.net
http://i11www.iti.uni-karlsruhe.de/teaching/WS_0607/planalgo/jungX/doc/index.html
http://i11www.iti.uni-karlsruhe.de/teaching/WS_0607/planalgo/jungX/doc/index.html

	Einleitung
	Das Planar-Separator-Theorem
	Der Algorithmus
	Phase I
	Phase II
	Phase III
	Verschmelzen und Löschen der Level
	Triangulierung
	Fundamentalkreissuche
	Zusammensetzen des Fundamentalkreisseperators


	Visualisierung
	Experimente
	Graphklassen und Messparameter
	Auswertung

	Fazit

