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Definition

Gegeben sei ein einfacher, gerichteter Graph D = (V, E) mit
Kantenkapazititen c: E — Rar und ausgezeichneten Knoten
s,t € V,s Quelle, t Senke.

(D; s; t; ¢) heiBt Netzwerk.

Eine Abbildung f: E — RS’ heiBt Fluss, wenn

(i) Fir alle (i,)) € E gilt
0 < f(i,j) <c(i,j) (Kapazitatsbedingung)
(i) Furalle ie V\ {s,t} gilt
o) - Y. flGi)=0

Ul (ij)eE} Ul G,ieE}
(Flusserhaltungsbedingung)
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Definition Il

Definition
Der Ausdruck

w(f) = Z f(s,i)— Z f(i,s)
(s,i)EE (i,s)eE
heiBt Wert des Flusses f.

Problem
In einem Netzwerk (D; s, t; c) soll ein Maximalfluss gefunden
werden, d.h. ein Fluss mit maximalem Wert.
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Definition

Definition

= Eine Menge S C V induziert eine Partition (S, V' \ S) der
Knotenmenge V/, die wir Schnitt nennen.

= (S,V\S) heiBt ein s-t-Schnitt, wenn s € Sund t € V'\ S.

= Die Kapazitit eines Schnittes (S, V' \ S) ist definiert als

c(S,V\S):= > c(ij) -
(i,j)EE
ieS

O Ein Schnitt mit minimaler Kapazitat heiBt minimaler Schnitt.
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Flussprobleme und Dualitit Das Max-Flow Min-Cut Theoreme:

Lemma (Schnittlemma)
Sei (S,V'\ S) ein s-t-Schnitt im Netzwerk (D; s, t; c). Fiir jeden
Fluss f gilt, dass

Zf,_j)—ZfI_]

(ij)eE (ij)eE
ieS Jes
JEV\S ieV\S

Insbesondere ist w(f) < c¢(S,V'\ S).
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Beispiel
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Flussprobleme und Dualitit Das Max-Flow Min-Cut Theorems,:

Erhohender Weg

Definition
Zu einem FluB f im Netzwerk (D; s, t; c) betrachten wir einen
(ungerichteten) Weg von s nach t.

3 Alle Kanten auf diesem Weg, die von s in Richtung t gerichtet
sind, heiBen Vorwértskanten,

3 alle anderen Riickwartskanten.

= Ein solcher Weg heiBt erhéhender Weg (beziiglich f), wenn

f(i,j) < c(i,)) fir jede Vorwirtskante (i, )
f(i,j)>0 fiir jede Riickwartskante (7, )
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Flussprobleme und Dualitit Das Max-Flow Min-Cut Theoremso,:

Satz vom erhéhenden Weg

Satz
Ein Fluss f in einem Netzwerk (D; s, t; c) ist genau dann ein
Maximalfluss, wenn es beziiglich f keinen erh6henden Weg gibt.

Beweisskizze.
,="1 Erhéhung des Flusses entlang eines erhhenden Weges.
=" Konstruktion eines ,saturierten” Schnittes und

Schnittlemma. O

= -‘ Lehrstuhl fiir Algorithmik
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Flussprobleme und Dualitit Das Max-Flow Min-Cut Theoremuo;

Max-Flow Min-Cut Theorem

Satz (Ford/Fulkerson, sowie Elias/Feinstein/Shanon '56)

In einem Netzwerk (D; s, t; c) ist der Wert eines Maximalflusses
gleich der minimalen Kapazitit eines s-t-Schnittes.

Beweis.

3 Sei f ein Maximalfluss.

O3 Sei S die Menge aller Knoten, die auf einem erhohenden Weg
von s aus erreichbar sind.
= (S,V\S) ist ein s-t-Schnitt und
= w(f)=c(S,V\S)
B ¢(S,V\S)= min ¢(S,V\S
(5.V\S)= min c(S.V\S)

seS’
teV\S’
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Flussprobleme und Dualitit Das Max-Flow Min-Cut Theorem:i,

Folgerung

Fiir einen FluB f in einem Netzwerk (D; s, t; ¢) ist dquivalent:
(i) Der Wert w(f) ist maximal.
(ii) Es gibt keinen beziiglich f erhthenden Weg.
(iii) Die Kapazitat eines minimalen s-t-Schnittes (S, V' \ S)
ist w(f).
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Se

Flussprobleme und Dualitit Das Max-Flow Min-Cut Theoremiz,

Ganzzahligkeitssatz

tz
i (D;s,t; c) ein Netzwerk mit c: E — Ng. Dann gibt es einen

Maximalfluss f mit f(i,j) € No fiir alle (i,j) € E und damit
W(f) € Np.

Beweis.

Definieren ganzzahligen ,Anfangsfluss* fp: E — Ng (zum
Beispiel fo(i,j) = 0 fiir alle (i,)) € E).

Ist fy nicht maximal, so existiert ein erhohender Weg
beziiglich fy. Fiir diesen ist das Ag > 0 ganzzahlig.
Erhdhe o um A: w(f1) = w(fy) + Ao, fi ist wiederum
ganzzahlig.

Iteriere, bis ein ganzzahliger Fluss f; erreicht ist, beziiglich
dessen es keinen erhhenden Weg mehr gibt.
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Ford-Fulkerson-Algorithmus

1. Setze f(i,j) := 0 fiir alle Kanten (i,j) € E.
2. Solange es einen erhohenden Weg beziiglich f gibt, fiihre aus:

2.1 Sei (e1,€,...,6) mit e, ..., ex € E erhdhender Weg.

2.2 Setze A :=min({c(ei) — f(ei)| & VWK} U {f(ei)| ei RwK})

2.3 Setze f(e;) := f(e) + A, falls ¢ eine Vorwirtskante ist, und
setze f(e;) := f(e;) — A, falls ¢; eine Riickwértskante ist.

Laufzeit: Bei nichtrationalen Werten c(i, /) kann es passieren, dass
das Verfahren nicht terminiert. Bei rationalen Werten geht
C := max{c(i,j)| (i,j) € E} im Allgemeinen in die Laufzeit ein.
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Boses Beispiel

1000 1000
2 ~(4) 6
1000 1000

[y

1000 1000
3 1000 2 1000 l
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Flussprobleme und Dualitdt Ford/Fulkerson

Der Algorithmus von Edmonds und Karp (1972)

Findet einen erhohenden Weg kann man systematisch mittels
Breitensuche. Man kann zeigen:

= Der Fluss wird maximal O(|V||E|) oft erhoht.
= Jede Erhchung kostet O(|E|).
= Gesamtaufwand O(|V||E|?).
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Beispiel
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Beispiel

rmm
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Beispiel
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Beispiel
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Beispiel

7 (13)
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Beispiel
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Beispiel

7 (13)
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Beispiel

7 (13)

~b)

11 (24)
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Beispiel

9 (13)

~b)

13 (24)
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Beispiel

10 (13)

2(2)

10 (10)

28 (38) 7(7)

~b)

14 (24)
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Flussprobleme und Dualitdt Goldberg/Tarjan

Der Algorithmus von Goldberg und Tarjan (1988)

Effizientester bekannter Algorithmus fiir Max Flow.
Laufzeit O(|V 2| E|).

Beruht auf der Verwendung von Préafliissen.

Grundidee: Aus Knoten mit ,Flussiiberschuss" wird Uberfluss
in Richtung t geschoben (PUSH). ..

3 ...auf ,ungefdhr” kiirzesten Wegen (RELABEL).
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Aquivalente Formulierung

= Erweitere D= (V,E) zu D' =(V, V' x V') und
> c:E—>Rgzuc’:V><V—>]R3',durch
c(v,w) =0 fiir (v,w) ¢ E .

3 Ein Fluss ist dann eine Abbildung f: V x V — R mit
O Kapazititsbedingung

Viv,w)e VxV f(v,w) <c(v,w) , (1)

O Antisymmetrie-Forderung
V(v,w)e VxV f(v,w)=—f(w,v) und (2)

O FluBerhaltungsbedingung

YveV\{sth Y fluv)=0. (3)

ueV
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Flussprobleme und Dualitdt Goldberg/Tarjan

Aquivalente Formulierung (Forts.)

Der Wert eines Flusses f ist dann

w(f) = Z f(s,v) = Z f(v,t) .

veV vevVv

Die Antisymmetriebedingung (2) bewirkt, dass nicht beide Kanten
(v,w) und (w, v) ,echten” Fluss tragen. Dadurch wird die
Flusserhaltungsbedingung und die Berechnung des Flusswertes
vereinfacht.
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Prafluss

Definition
Ein Prifluss ist eine Abbildung f: V x V — R, welche die
Kapazitatsbedingung und die Antisymmetrie-Forderung erfiillt
sowie

YweV\{s} > fluv)>0. (4)

ueV

Die Bedingung besagt, dass fiir alle Knoten v € V '\ {s}
mindestens soviel Fluss hineinflieBt wie auch hinausflieBt.
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Definition
Sei f ein Prafluss. Fiir v € V heil3t der Wert

e(v) = Z f(u,v)

ueV
Flussiiberschuss, und die Abbildung rs: E/ — R mit
V(u,v) € E' re(u,v) = c(u,v) — f(u,v)

heiBt Restkapazitat.
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Flussprobleme und Dualitdt Goldberg/Tarjan

Definition

Eine Kante (v, w) € E’ heiBt Residualkante beziiglich Prafluss f,
falls re(v, w) > 0. Der Residualgraph zu f ist gegeben durch
Df(\/, Ef) mit

Er = {(v,w) € E'| re(v,w) > 0}.
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Flussprobleme und Dualitdt Goldberg/Tarjan

Definition
Eine Abbildung dist: V — Ny U {oo} heiBt zulissige Markierung
beziiglich eines Praflusses f, falls
dist(s) = | V|, dist(t) =0
und fiir alle v € V' \ {s, t}, falls (v, w) € E,
dist(v) < dist(w) + 1

gilt. Ein Knoten v € V heiBt aktiv im Laufe des Algorithmus, wenn

ve V\{s,t}e(v) >0 und dist(v) < cc.
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