Kapitel 1

Randomisierte Algorithmen

Einleitung

Definition: 1
Ein Algorithmus, der im Laufe seiner Ausfithrung gewisse Entscheidungen
zufallig trifft, heisst randomisierter Algorithmus.

Beispiel:  Bei der randomisierten Variante von QUICK SORT wird das
Element, nach dem in die Teilfolgen aufgeteilt wird, zufillig gewéhlt. |

Motivation fiir randomisierte Algorithmen

e Fiir viele Probleme sind randomisierte Algorithmen schneller als deter-
ministische Algorithmen.

e Typischerweise sind randomisierte Algorithmen einfacher zu beschrei-
ben und zu implementieren als deterministische Algorithmen.

Man unterscheidet zwei Typen von randomisierten Algorithmen:

1. LAS VEGAS:

Randomisierte Algorithmen, die immer ein korrektes Ergebnis liefern,
gehoren zu diesem Typ. In Abhéngigkeit von den Wahlen, die zufillig
getroffen werden, variiert die Laufzeit dieser Algorithmen. Man analy-
siert dann die Verteilung der Anzahlen der durchgefiithrten Rechnungs-
schritte.
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2. MONTE CARLO:

Randomisierte Algorithmen, die manchmal auch ein falsches Ergebnis
liefern, fallen unter diese Kategorie von Algorithmen. Man untersucht
hier die Wahrscheinlichkeit, mit der das Ergebnis falsch ist. Fiir Ent-
scheidungsprobleme, d.h. deren mogliches Ergebnis JA/NEIN ist, gibt
es zwei Arten von Monte Carlo-Algorithmen:

(a) beidseitiger Fehler

Ein Monte Carlo-Algorithmus hat einen beiseitigen Fehler, wenn
fiir die beiden moglichen Antworten JA/NEIN die Wahrschein-
lichkeit fiir eine falsche Antwort grosser ist.

(b) einseitiger Fehler

Ein Monte Carlo-Algorithmus hat einen einseitigen Fehler, wenn
die Wahrscheinlichkeit, dass die Antwort falsch ist, in einem der
beiden Fille JA/NEIN gleich Null ist, d.h. zum Beispiel, wenn das
Ergebnis ,,JA“ ausgegeben wird, ist dies immer richtig, wahrend
wenn , NEIN“ ausgegeben wird, ist dies nur mit einer bestimmten

Wahrscheinlichkeit korrekt.

Definition: 2
1. Die Klasse RP (randomisiert polynomial) ist die Klasse der Entschei-
dungsprobleme 11, fiir die es einen polynomialen, randomisierten Algo-
rithmus A gibt, so dass fiir alle Instanzen I von I1 gilt:

I €Yy — Pr(A(]) 18T ,JA%) > 1

I ¢ Yy — PrR(A(I) 1sT ,NEIN“) =0
Yn ist die Menge der sogenannten ,JA-Beispiele“ von I1. Dabei ent-
spricht Pr(A(I) ist ,.JA“) der Wahrscheinlichkeit, dass die Antwort, die

A bei der Eingabe von I gibt, ,JA“ ist. Ein RP-Algorithmus ist also
ein einseitiger Monte Carlo-Algorithmus.

2. Die Klasse PP (probalistic polynomial) ist die Klasse der Entschei-
dungsprobleme 11, fiir die es einen polynomialen, Algorithmus A gibt,
so dass fiir alle Instanzen I gilt:

I € Yqg — Pr(A(I) 18T ,JA®) >
I¢ Yy — PrR(A(I) 18T ,JA®) <

D= D=

Ein PP-Algorithmus ist ein beidseitiger Monte Carlo-Algorithmus.



3. Die Klasse BPP (bounded error PP) ist die Klasse der Entscheidungs-
probleme 11, fiir die es einen polynomialen, Algorithmus A gibt so dass
fiir alle Instanzen I gilt:

I €Yy — PrR(A(I) 18T ,JA¥)
I¢Yn — PrR(A(I) 18T ,,JA%)

= o

>
<

Die probalistische Schranke kann zu % + }ﬁ beziehungsweise % — ;ﬁ

verschérft werden, wobei p(n) ein Polynom in der Eingabegrosse n ist.

Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie I

Definition: 3
1. Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Paar (2, Pr), wobei §2 eine Menge
und Pr eine Abbildung

Pr: Q — Ry st mit Z Pr(w)=1.

wel
2. FEine Teilmenge aus 2 heisst Ereignis und Pr wird erweitert auf Ereig-

nisse durch
Pr(A) = ZPT(W)

weN

3. Die Elemente aus §) heissen Elementarereignisse.

4. Falls ) endlich ist und

Pr(w) = — fiir alle w € 2

ist, so heisst Pr Gleichverteilung iiber 2. Im folgenden bezeichne
Ot ={weQ: Pr(w) >0}
Beispiel:
1. ,fairer Wiirfel*
Sei Q:=1{1,2,3,4,5,6} und Pr(d) = % fiir alle d € Q. Dann ist

1 1
Qepen :={2,4,6} und damit folgt fiir Pr(Qepen) = 3 - 6=73"
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2. ,Zwei unabhéangige Wiirfel

Sei Q = {1,2,3,4,5,6} x {1,2,3,4,5,6}. Die Méchtigkeit von Q ist
dann |Q| = 36. Sei

Q- :={(1,1),(2,2),(3,3), (4,4),(5,5), (6,6)}, dann gilt fiir diese:

Pr(Q-) = und fiir

— [@))
=

S O"
ot o=

Definition: 4
1. Seien A; und A, C 2 Ereignisse. Die bedingte Wahrscheinlichkeit von
A; unter der Bedingung A, ist definiert als

PT‘(Al N AQ)

Pr(A;|Ay) = W’

wobei Pr(Ay) > 0.
2. Eine Menge von Ereignissen {A; : i € I} heisst unabhéngig, wenn fiir
alle S C I gilt:
PT[ﬂiesAi] = HieSPT[Ai]
Fiir Ereignisse A; und A, gilt:

PT[Al N AQ] == P?”[A1|A2] . P?”[AQ]
Pr[As|Ay] - PrlA]

Per Induktion kann man zeigen, dass fiir Ereignisse Ay, ..., A, gilt:
¢ -1
Pr|(Ai| = Pr[Aj]-Pr(Ag]Ai]- PriAs|Ain Ay - .- Pr| A () A
i=1 i=1




Randomisierte MIN CuT-Algorithmen
Ein einfacher Monte Carlo-Algorithmus fiir MiN CUT

Man betrachtet hier folgendes MIN CuT-Problem: Man fasst G = (V, E)
mit ¢ : F — N auf als Multigraph, d.h. wenn c¢({u,v}) = ¢, so gibt es im
Multigraph ¢ Kanten, die v und v verbinden. Bezeichne nun also G = (V, E)
einen solchen Multigraphen. Gesucht ist nun eine Partition V; und V5 von V,
so dass

cutsize(Vy, Va) ==

ccE - e verbindet Knoten © und v mit
" w eV und v € V5 oder umgekehrt

minimal ist.
Algorithmus RANDOM MIN CUT:
Der Input des Algorithmus ist G = (V| E).

Solange |V'| > 2, wihle eine zufillige Kante e € E und bilde neuen Graph
G = (V, E), der entsteht, in dem die Endknoten von e verschmolzen werden
und in dem man alle Kanten zwischen Endknoten von e entfernt.

In jedem Schritt nimmt |V| um 1 ab, d.h. nach n — 2 Schritten endet das
Verfahren mit 2 Knoten v; und vy, die einen Schnitt(V7, V5) des Ausgangsgra-
phen G induzieren. Nun stellt sich die Frage, wie gross die Wahrscheinlichkeit
ist, dass RANDOM MIN CUT einen minimalen Schnitt liefert. Die Antwort
hierauf liefert der néchste Satz:

Satz 1.1

Die Wahrscheinlichkeit, dass RANDOM MIN CUT einen bestimmten mini-
malen Schnitt (der mdglicherweise auch der einzige ist) findet mit der Be-
dingung, dass alle Kanten die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen gewéhlt zu
werden, ist grosser als %, wobei |V | = n.

Beweis:  Sei (V1,V3) ein beliebiger, vorgegebener Schnitt von G mit k
Kanten. Dann hat G mindestens k-4 Kanten, da alle Knoten in G mindestens
Grad k haben. Man schétzt nun die Wahrscheinlichkeit, dass wéhrend der
Durchfithrung von RANDOM MIN CUT niemals eine Kante zwischen V; und
V5 gewdhlt wird, ab. Sei A; das Ereignis, dass im i-ten Schritt keine Kante
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aus (V1, Vs) gewéhlt wird und 1 <i < n — 2. Dann ist

Pr(A) > 1- 2,

n
da die Wahrscheinlichkeit, dass im ersten Schritt gerade eine Kante aus
(Vi, V) gewihlt wird, hochstens k - 22 ist. Nach dem ersten Schritt gibt
es mindestens noch & - ”T’l Kanten. Entsprechend ist die Wahrscheinlichkeit,
dass im zweiten Schritt eine Kante aus (Vi, V) gewdhlt wird, nachdem im

ersten Schritt A; eingetreten ist hochstens
2
ks ——m—,
k-(n—1)

also Pr[As|A| >1— :
n—1

Beim i-ten Schritt gibt es n—i+1 Knoten und damit also mindestens /{:-—("72”1)

Kanten. Nun folgt:
i—1

Al 4

J=1

2

Pr _—
n—1t+1

>1-

Die Wahrscheinlichkeit, dass in keinem der n — 2 Schritte eine Kante aus
(V1, V) gewihlt wird, ist dann

n—2 n—2
2
P Al > l1l-—
Nl = (=)
2
 n-(n—1)

@.

Wenn man die Wahl einer zufilligen Kante in O(n) realisieren kann, so hat
RANDOM MIN CUT eine Laufzeit von O(n?). Diese Laufzeit ist deutlich
besser als die des deterministischen MIN CuT-Algorithmus. Wendet man
Ranpom MiN Cut "72 mal unabhéingig voneinander an, so ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass ein bestimmter Schnitt nicht gefunden wurde, héchstens

g

(1 — 3) < 1 wobei e die EULER-Zahl ist.

n? e

Dies ist schlechter als beim deterministischen MIN CuT-Algorithmus.



Folgerung 1.1

Wendet man RANDOM MIN CUT nur n—/¥ Schritte lang an, d.h. man stoppt,
wenn ¢ Knoten tibrig sind, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass bis dahin keine
Kante eines bestimmten minimalen Schnitts (Vi,V,) gewéahlt wurde, minde-

stens
14
2

/g 2

——, d.h. in Q ((—) ) und somit polynomial.
n n

(2

Ein effizienterer randomisierter MiN CuT-Algorithmus

Um mit RANDOM MIN CUT eine gute, d.h. geringe Fehlerwahrscheinlichkeit
zu garantieren, muss man ihn ,oft“ wiederholen. Um die Schranke % (e ist die
EULER-Zahl) zu garantieren benétigt man eine Laufzeit von O(n*). Diese
Laufzeit ist nicht gut und kann mit folgender Idee verbessert werden:

Wende RANDOM MIN CUT so viele Schritte an, bis der Graph mit \% Knoten

iibrig ist und berechne darin rekursiv (random) einen minimalen Schnitt. Dies
wird zweimal ausgefithrt und der kleinere der beiden Schnitte ausgewdahlt.

Algorithmus FAsT RANDOM MIN CuUT:

Der Input ist ein Graph G = (V, E) mit |V| = n.

1. Falls n < 6 berechne direkt deterministisch einen MIN CUT, ansonsten
fithre aus:

2. Setze (= {%—‘

3. Fiithre zweimal unabhéngig Random MIN CuUT aus, bis nur noch /¢
Knoten iibrig sind. Die zugehorigen Graphen seien G und Gb.

4. Berechne rekursiv FAST RANDOM MIN CuUT von G; und Gs.

5. Gib den kleineren der beiden Schnitte aus.
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Satz 1.2
FAST RANDOM MIN CUT hat eine Laufzeit von O(n? - logn).

Beweis: Die Laufzeit T'(n) ergibt aus der folgenden Rekursionsabschét-

o T(n):2-Td%D+c-n2

Dabei ist ¢ eine Konstante. Es folgt unmittelbar, dass T'(n) € O(n? - logn)
ist. 4

Satz 1.3
Die Wahrscheinlichkeit, dass FAST RANDOM MIN CUT einen minimalen

Schnitt findet, ist in §) <L)

logn

Beweisidee: Der Beweis des letzten Satzes ist lang und schwierig. Deshalb
ist hier nur eine Beweisskizze angegeben. Angenommen die Grosse eines mi-
nimalen Schnittes habe £ Kanten und angenommen es existiert ein Graph
G’ mit ¢ Knoten, der aus GG entstanden ist und ebenfalls einen Schnitt mit &k
Kanten habe. Jetzt betrachtet man einen Durchlauf fiir G’ von FAST RAN-
DOM MIN CuT. Das Ergebnis wird genau dann ein minimaler Schnitt von G’
sein (und damit fir G), wenn die Rekursion fiir Gy oder fiir G5 einen Schnitt
der Grosse k ausgibt. Die Wahrscheinlichkeit, dass bei der Berechnung von
G’ keine Kante eines bestimmten Schnittes ausgewéhlt wurde, ist mindestens

Bezeichne P(¢) die Wahrscheinlichkeit, dass FAST RANDOM MIN CUT in
einem Graph mit ¢ Knoten einen minimalen Schnitt findet, so folgt:

P() = 1- (1%13([%))
RCIEEE

Setze nun ¢ = v/2k+1 dann folgt

2

()2 () - r ()



also wenn

q(k) = setzt, d.h.

s(k) = dann folgt:

= qk+1)+1

[\
)
—~

ol

S~—

+
=
VN

—_
|
—_
‘H
\_/ k‘

q(k+1)

IA
=2
=
+
—_
|
—_
+

a(k) + o
1 - L
q(k)+1
= qk)+14+ —=.
(*) q(k)

Induktiv ldsst sich nun zeigen, dass
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Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie 11

Definition: 5
Zu einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, Pr) heisst eine Funktion X, definiert
als Abbildung

X: Q0 — R

Zufallsvariable.

Die Definition der Zufallsvariablen erméglicht die Darstellung komplexer Er-
eignisse in kompakter Form. Man schreibt:
r fir{weQ|X(w)=2} und
PriX=z2] = Pr{we Q| X(w) =2z}

Beispiel 1.1

X : obenliegender Wiirfelseite wird entsprechende Punktzahl
zugeordnet

X’ : obenliegender Wiirfelseite wird entsprechende Punktzahl
der Riickseite zugeordnet

Definition: 6
1. Zwei Zufallsvariablen X und Y heissen unabhéngige Zufallsvariablen,
falls
PriX =2 AN Y =y|=Pr(X =x]-PrlY =y .

2. Der Erwartungswert F/(X) einer Zufallsvariablen X ist definiert durch

wobei )* die Menge aller Elementarereignisse () mit positiver Wahr-
scheinlichkeit ist.

Beispiel: Fiir den Erwartungswert bei einem Wiirfel gilt:
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Aus der Wahrscheinlichkeitstheorie sind ferner folgende Ergebnisse bekannt:

1. Fiir Zufallsvariablen X und Y und einen skalaren Faktor ¢ € R gilt:
E(c-X)=c-E(X) und
E(X+Y)=EX)+ E(®Y)

2. Falls X und Y unabhéngige Zufallsvariablen sind, so gilt:

E(X-Y)=E(X)-E(Y)

Beispiele fiir randomisierte Algorithmen
MAXIMUM SATISFIABILITY PROBLEM

Gegeben:

Man hat eine Menge von m Klauseln iiber einer Variablenmenge V' mit der
Méchtigkeit |V| = n gegeben.

Gesucht:

Man mochte eine Wahrheitsbelegung finden, die eine maximale Anzahl von
Klauseln erfiillt.

Bemerkung: 1

Das MAXIMUM SATISFIABILITY PROBLEM, auch bekannt als MAX SAT,
ist ein N'P-schweres Problem. Es ist sogar schon N'P-schwer, wenn man die
Anzahl der Literale pro Klausel auf maximal 2 beschréankt (man spricht dann
vom MAX-2-SAT-Problem).

Beispiel 1.2 o o o
1. Klausel: X; V X, 2. Klausel: X; V X,
3. Klausel: X; V X 4. Klausel: X, V X;
5. Klausel: X, V X3

Diese Klauseln sind nicht alle gleichzeitig erfiillbar, denn falls zum Beispiel
X, = falsch, so ist X, = wahr und aus der 3. Klausel wiirde folgen, dass
auch Xy = wahr sein miisste, also Widerspruch. Belegt man nun X, = wahr,
so folgt Xo = wahr und X3 = wahr, aber die 5. Klausel liefert dann falsch
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zuriick. Fine maximale Anzahl von Klauseln mit wahr zu belegen, liefert
X, = wahr, X9 = falsch und X3 = wahr. Dann sind 4 von 5 Klauseln
erfiillt.

Algorithmus RANDOM SAT

Fiir jede Variable x € V' setze w(x) := wahr mit der Wahrscheinlichkeit %,
wobei V' eine Menge von Variablen ist mit der Méchtigkeit |V| = n.

Bezeichne Xgg(I) die Zufallsvariable, die den Wert der Losung von RANDOM
SAT bei der Eingabe von I angibt.

Satz 1.4
Fiir eine Instanz I von MAX SAT, in der jede Klausel hichstens k Literale
enthélt, erfiillt der erwartete Wert der Lésung von RANDOM SAT:

B(Xps(D)) > (1 - 2i> m

Beweis: Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Klausel mit £ Literalen nicht
erfiillt wird, ist 2% Entsprechend ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Klausel
mit mindestens k Literalen erfiillt wird mindestens 1 — zik Damit ist der

erwartete Beitrag einer Klausel zu E(Xgs(7)) mindestens 5, also folgt:

B(Xns(D) 21— 5 -m

Das Max Cur-Problem

Gegeben:

Man betrachte einen Graphen G = (V, E') mit Gewichtsfunktion ¢: £ — N.
Gesucht:

Man méchte nun einen Schnitt (S, V \ §) von G mit maximalen Gewicht,
d.h.

c(S,V\S):= Z c({u,v}) soll maximal sein, wobei

uv €E

u € Sund v € V\ S ist. MAX CUT ist ein dhnliches Problem wie MIN CuT,
aber im Gegensatz zu diesem ist es N'P-schwer.
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1.0.1 Randomisierter Algorithmus fiir Max Cut
basierend auf semidefiniter Programmierung

Sei [ eine Instanz fiir MAX CuUT. Dann definiere dazu ein ganzzahliges qua-
dratisches Programm [QP(I). Zu i und j € V := {1,...,n} definiere

o {c({z‘,j}) falls {i, j} € B
% 0

sonst

c;j heisst Gewichtsmatriz zum Graphen G. Man betrachtet nun

max — Cii , wobei
D)W 7))

7j=1 =1
zi,x; € {—1,1} und 1 <4,5 < n. Dies ist das IQP(I).
Nun sind folgende Félle moglich:

t =7 : Knoten x; und z; sind auf derselben

Seite, d.h. die Kante wird nicht gezéhlt : (1—-1)-¢; = 0
t# 7 : Knoten z; und z; sind auf verschiedenen

Seiten, d.h. die Kante wird gezihlt : % “Cij - 2 = Cjj

Dann induziert die Belegung der x; und z; eine Partition (S,V \ S) von V/

mit
c(S,V\S) = % ZZC i)

Denn falls ¢ und j € S oder ¢ und j e V\S, sogilt z; = x; und damit
folgt (1 — z; - 2;) = 0, andernfalls erhélt man % - (1 — z; - ;) = 1. Eine
optimale Losung von IQP(I) induziert also einen MAX CuUT zu I. Mit dieser
Fassung des Problems ist es immer noch NP-schwer. Jede Variable x; kann

als eindimensionaler Vektor der Norm 1 aufgefasst werden.

Relaxierung des IQP:

Sei X' ein Vektor mit der Norm 1 im zweidimensionalen Raum und sei QP-
Cut(I) definiert als

n j—1

max— ZZC” (1—a'-27), wobei

7j=1 =1
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2t 27 € R? mit Norm 1 und 1 <4, j < m. Damit gilt fiir das Produkt von 2
und 27:

') =af - x] + xh - a)

QP-Cur(I) ist tatséchlich eine Relaxierung des IQP(I), denn jede Losung
(z1,...,2,) von IQP(I) induziert eine Losung (z',...,2") von QP-Cut(I)
mittels z° = (z;,0).

Idee eines randomisierten Algorithmus zur Lésung des Q) P:

Berechne eine optimale Losung (X1, ... ,)A(%) von QP-Cut(I) und konstru-
iere daraus die Losung zu IQP(I) mittels eines zufillig gewéhlten zweidi-
mensionalen Norm-1-Vektors r: S enthalte genau die Knoten ¢ € V, fiir die
der Vektor x? oberhalb der zu r senkrechten Linie £ liegt.

Algorithmus RANDOM MaAx CuUT
Der Input ist ein Graph G = (V, F) mit einer Gewichtsfunktion ¢ : £ — N.

1. Stelle QP-CuT auf.

2. Berechne die optimale Losung ()A(/l, ..., X" des QP-Cur.
3. Wihle zufillig einen zweidimensionalen Norm-1-Vektor 7.

4. SetzeS::{iEV:xNi-TZO}

Der Algorithmus gibt einen Schnitt (S, V' \ S) zuriick.

RANDOM MAX CuT ist polynomial, falls Schritt 2 polynomial ist. Es ist der-
zeit nicht bekannt, ob ein QP-CuUT mit polynomialer Laufzeit gelost werden
kann. Man kann allerdings QP-CUT so modifizieren, dass RANDOM MAX
CuT polynomial wird.

Satz 1.5

Sei I eine Instanz fiir MAX CUT und Cgpye(I) der Wert der Lésung, die
Ranpom MAX CurT fiir I berechnet. Wenn die Vektoren in Schritt 3 gleich-
verteilt angenommen werden, so gilt:

n j—1

1 ~ ~
E(Cruco(I)) = — > ) ey - arccos(xt - 29)
=1 i=1
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Beweis: Definiere sgn : R — {1, —1} als

1 falls z>0
sgn(x) = —1 sonst

Offensichtlich gilt:

n j—1

E(Crue(I ZZCW Pr{sgn( :E’ r)]  # Sgn(gj -1) , wobei

7j=1 i=1

r zufillig und gleichverteilt gew#hlt ist. Nun geniigt es zu zeigen, dass

~ - -
Prlsgn(z?-r) # sgn(zi -r)] # arccos(' - 27) ist.
T
Fiir die Funktion sgn gilt, dass sgn(:cZ r) # sgn(mJ r) ist, genau dann wenn

die zugehorige Zufallslinie ¢ senkrecht zu r gerade 2 und 27 trennt. Seien s
und ¢ die Schnittpunkte des Einheitskreises um den Ursprung mit ¢.

2 und 27 werden genau dann von ¢ getrennt, wenn entweder s oder ¢ auf
dem kiirzeren Kreisbogen zwischen z* und z7 liegt. Die Wahrscheinlichkeit,
dass s oder t auf diesem Kreisbogen liegen, ist

arccos(z? - /)  arccos(z? - x7)  arccos(z? - x7)

2.7 2.7 T

Daraus folgt die Giitegarantie. O

Satz 1.6
Ftir eine Instanz [ von MAX CUT berechnet RANDOM MAX CUT eine Lésung
mit dem Wert Crye(1), fiir die gilt:

E(Cruc(1))

> 0.
OPT(1) > 0.8785

Modifiziere QP-CUT in ein effizient l6sbares Problem:
Ersetze QP-CuT durch folgendes n-dimensionales QP-CuT-Problem:

n j—1

max— E E cij - (¢ - 27) | wobei

=1 =1
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2* und 27 n-dimensionale Norm-1-Vektoren iiber R sind. 2* und 27 erfiillen
gewisse Bedingungen, die polynomiale Losbarkeit garantieren. Doch zunéchst
benotigt man noch einige Begriffe.

Definition: 7
Eine n x m-Matrix M heisst positiv semidefinit, falls fiir jeden Vektor x € R"
gilt:

Xtranspomert M- X Z 0

Es ist bekannt, dass eine symmetrische Matrix M genau dann positiv semi-
definit ist, wenn es eine m x n-Matrix P (m < n) gibt, so dass

M — Ptranspomert . P ISt

P kann in polynomialer Laufzeit berechnet werden, falls M positiv semidefi-
nit ist.

Betrachte nun Vektoren z',...,2" € R” mit Norm 1 und definiere M :=
(my;) mit my; := 2" - 2. Dann ist M positiv definit. Andererseits gilt fiir
jede positiv semidefinite n x n-Matrix M mit m;; = 1 fir 1 < ¢ < n, dass
eine Menge von n Vektoren z',...2" € R” mit Norm 1 und m;; = z*- 27 in
polynomialer Zeit berechnet werden kénnen. Nun ist QP-CUT dquivalent zu

max% . chzj - (1 —myj) , wobei

M = (my;) eine positiv semidefinite Matrix ist und m;; = 1ist fir 1 <7 <n.
Dieses Problem heisst SEMI-DEFINIT-CUT(I) oder SD-CuTt(I). Man kann
nun beweisen, dass es fiir OPTgsp_cw einen optimalen Losungswert von SD-
CuT und fiir jedes € > 0 es einen polynomialen Algorithmus A. gibt mit

A:(I) > OPTsp_cu(l) — ¢

A. ist polynomial in der Eingabegrosse von I und in log(%). Daraus folgt,
dass A, ein polynomialer, exakter Algorithmus fiir SD-CuUT ist. Man kann
nun zeigen, dass mit ¢ = 107° die Approximationsgarantie von 0.8785 fiir
RANDOM MAX CUT erreicht werden kann.



