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Losung!

Beachten Sie:

e Bringen Sie Thren Aufkleber auf diesem Deckblatt an, und beschriften Sie jedes weitere Blatt mit
Threm Namen und Threr Matrikelnummer.

e Schreiben Sie Thre Losungen auf die Aufgabenblétter und Riickseiten. Zusétzliches Papier erhalten
Sie bei Bedarf von der Aufsicht.

e Zum Bestehen der Klausur sind 20 der moglichen 60 Punkte hinreichend.

e Es sind keine Hilfsmittel zugelassen.

Aufgabe Moégliche Punkte Erreichte Punkte
a | b |c| d]| X a | blc | d]| X
1 3 5 4 - 12 -
2 2 3| 4 3 12
3 41 4| 4 - 12 -
4 3 4 ) - 12 -
5) 12 x 1 12
) 60
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Aufgabe 1: (3+5+4 =12 Punkte)

(a) Bestimmen Sie mit Hilfe einer systematischen Konstruktion einen zu folgendem NEA A équivalen-
ten DEA, und geben Sie diesen als Ubergangsdiagramm an.

Lésung:
a b

{01, 2} | {2} a1, 92}

{q2} 0 {a, 02}
0 0 0

Im folgenden Diagramm stehe ¢ fiir {¢1,¢2}.

b
a a

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe einer systematischen Konstruktion die von A akzeptierte Sprache, und
geben Sie diese als moglichst einfachen reguldren Ausdruck an.

Losung: Um besserer Lesbarkeit willen stehe im Folgenden L.y, o, fiir Ly, 4.4, (Mm,n € {1,2},2 €

{0,1,2}).

L1,0,1 = £

Lig2 = €eUa

Lypr = b

Lopgo = €eUb

Li1n = eUec’e=c¢

Liios = eUaUee™(eUa)=€eUa

Loyy = bUbs™e=0b

Lo1o = eUbUbe™(eUa)=cUb(eUa)

Liss = eUaU(eUa)(eUbleUa))*(eUbleUa))=cUaU(cUa)(eUble Ua))™

= (eUa)(b(eUa)) = L(A)

(c) Zeigen Sie, dass die Sprache L = {02"

Losung: Wihlen zu n € N das Wort w = 02 € L (Jw| > n 0). Bei allen Zerlegungen w = uvz mit
|luv| < n und v # ¢ enthilt v mindestens eine und hochstens n Nullen.

n > 1} nicht regulér ist.



NAME: MATRIKELNR.: Seite 3

Wihlen i := 2. Dann hat w’ = uv'z = 02" 1| Liinge kleiner 27*1:
2" 4] < 2" = v < 2" O

Somit ist w’ nicht in L, also L nicht regulir.
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Aufgabe 2: (2+ 3+ 4+ 3 =12 Punkte)

Betrachten Sie die Turingmaschine M mit Zustandsmenge @ = {qo, . . ., ¢4}, Eingabealphabet ¥ = {0, 1},
Bandalphabet I' = ¥ U {U}, Startzustand go, Endzustandsmenge F' = {g4} und folgender partieller
Ubergangsfunktion §:

(a)

0[0,L
‘ ‘ z|z,N fiir z€l
1|1,R

Geben Sie die von M durchlaufenen Konfigurationen bei Abarbeitung des Wortes 1011 an.
Geben Sie ein Wort an, bei dessen Eingabe M nicht stoppt.

Lésung: U(gp)1011, 1(g1)011, 11(g2)11, 110(g1)1, 1101(g2)U, 11011 (gq)U.

Jedes Wort, das mit 0 beginnt.

Zeigen Sie, dass die von M akzeptierte Sprache L(M) kontextfrei ist.

Losung: Keine akzeptierende Berechnung benutzt den Zustand g3. M ohne ¢3 ist aber eine Rechts-
turingmaschine. Da Rechtsturingmaschinen genau die Menge der reguldren Sprachen akzeptieren,
ist L(M) regulér und insbesondere kontextfrei.

Alternative: Per Induktion ldsst sich zeigen, dass
LM)=ecuUl(OUD[I(OUL)]" =(1(0Ul)*

gilt. Da sich L(M) durch einen reguliiren Ausdruck beschreiben lisst, ist L(M) regulér und damit
auch kontextfrei.

Modifizieren Sie M zu M’ so, dass folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(1) M’ hilt stets,

(2) LM) = L(M),

(3) die Ausgaben von M und M’ sind fiir die Eingaben aus L(M) identisch und

(4) sei L' := {w € ¥* : M hélt bei Eingabe w nicht}, dann soll die Ausgabe von M’ bei Eingaben
aus L' in L(M) sein.

Hinweis: Zur besseren Ubersicht sei nachfolgend noch einmal das Ubergangsdiagramm von M
gegeben.
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1|0,R
1|1,R uUjo,R
Ulu,R
/'O ’

. z|z,N fiir z€l’
1|1 R

Ul1,R

Lésung:
0|1,R
1|1,R

)

PNZA
AR

1|LJR .D z|z,N fir zel’
u||_|N

Ul1,R

Eigenschaften:

(1) M’ terminiert stets, da M nur bei Wortern, die mit 0 beginnen, nicht terminiert und diese nun
geloscht werden.

(2) L(M) = L(M’), da sich die Endzustandsmenge nicht geéindert hat und ¢4 nicht mit ‘neuen’
Wortern erreichbar ist; fiir Eingaben aus L(M) endet M’ immer noch in g4.

(3) Die Ausgaben von M und M’ sind fiir Eingaben aus L(M) identisch, da der Ubergang d(qo, 0)
fiir die Akzeptanz von M unerheblich ist und die Ubergédnge bzgl. ¢1,¢2 und g4 sich nicht
gedndert haben.

(4) Sei L’ := {w € ¥* : M hilt bei Eingabe w nicht}, dann soll die Ausgabe von M’ bei Eingaben
aus L' in L(M) sein. Klar, da L' = 0(0 U 1)*; fiir diese Worter wird die Eingabe geloscht, und
es gilt: e € L(M).

(d) Seien Lq,..., L semientscheidbare Sprachen iiber einem Alphabet ¥ so, dass folgende Eigenschaften
erfiillt sind:

(i) fiir alle ¢ # j ist L; N L; = () und

k
(i) U L; = 2%

i=1

Zeigen Sie, dass die Sprachen L; (fiir ¢ € {1,...,k}) entscheidbar sind.
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Lésung: Da L; (1 = 1,...,k) semientscheidbar ist, existiert eine Turingmaschine M, die bei
Eingabe w € X* (akzeptierend) hilt, falls w € L;.
Wir kénnen eine Sprache L; nun wie folgt entscheiden: Sei w € ¥*. Konstruieren eine Turingmaschi-

ne M*, die ,parallel‘ alle M; mit Eingabe w simuliert, genau dann hélt, wenn eine der Maschinen
akzeptiert, und genau dann akzeptiert, wenn M, akzeptiert.

Falls w € L;, so wird w nur von M; akzeptiert (wegen (i)); falls w ¢ L;, so akzeptiert M, nicht
und es gibt wegen (ii) eine Maschine M, (j # ), die w akzeptiert. Insbesondere halt M* stets.
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Aufgabe 3: (4+ 4+ 4 =12 Punkte)

(a) Problem HAMILTONKREIS (HC)

Gegeben: Graph G = (V, E).

Frage: Existiert ein einfacher Kreis in G, der alle Knoten in V enthélt, also eine Folge
(v1,...,v,) von paarweise verschiedenen Knoten v; € V (¢ = 1,...,n) mit n := |V]|
und {v;,vj11},{vp, 1} €E (j=1,...,n—1)?

Hinweis: HC ist N'P-vollstéindig.

Problem RURAL POSTMAN (RP)

Gegeben: Graph G = (V, E), Teilmenge E C E und Parameter K € N.

Frage: Existiert ein (nicht notwendigerweise einfacher) Kreis der Linge héchstens K in G,
der alle Kanten aus E enthélt, also eine Folge (vy,...,v,) mit v; € V (i = 1,...,0),
(<Kund E C {{vj,vjpa} |i=1,...,0 =1} U {{ve,v1}} C E?

Hinweis: Der Graph G ist nicht notwendig schleifenfrei, d. h. er kann auch Kanten {v, v} enthalten.
Zeigen Sie die N'P-Vollsténdigkeit von RP.

Lisung:

e RP € N'P:
Eine zu einer Instanz I = (G = (V, E), E, K) gegebene Folge von Knoten aus V kann mit
Aufwand O(K -|E|-|E|), also in polynomieller Zeit bzgl. der Eingabeléinge von I, dahingehend
iiberpriift werden, ob sie einen Kreis in G induziert, Linge hochstens K besitzt und ob alle
Kanten in E darin enthalten sind.

e HC o RP:
Konstruieren zu einer Instanz I = G von HC mit G = (V, E) eine Instanz I’ = (G', E,2|V|)
von RP mit G’ = (V, EUE) und E = {{v,v} : v € V}. Diese Konstruktion ist mit Aufwand
O(]V]), also in polynomieller Zeit, durchfiihrbar.
Falls I eine Ja-Instanz ist, so induziert ein Hamiltonkreis (v1,...,v,) in G eine Losung von I’,
die aus dem Hamiltonkreis ,mit dazwischengeschobenen Schleifen‘ besteht, also:

(1}1,1]1,1}271}2,...71}”,0”) .

Diese Folge von Knoten induziert offenbar einen Kreis der Lénge 2|V| in G’ und enthélt alle
Kanten aus E.

Umgekehrt induziert eine Loésung von I’ direkt einen Hamiltonkreis, da jeder Kreis in G’,
der Lénge hochstens 2|V besitzt und alle Schleifen beinhaltet, dariiber hinaus nur Kanten
enthalten kann, die alle Knoten in einer gewissen Reihenfolge miteinander verbinden.
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(b) Problem SUBSET PRODUCT

Gegeben: Zahlen aq,...,a, € N\ {1} und Parameter K € N.
Frage: Existiert eine Indexmenge J C {1,...,n} mit [[,c;a; = K?

Beschreiben Sie einen pseudopolynomiellen Algorithmus fiir SUBSET PRODUCT, der auf dem
Prinzip der dynamischen Programmierung beruht.

Losung: Berechne mittels dynamischer Programmierung die folgende Tabelle:
W(i,p):=3J C{1,...,i}: Haj =p
jeJ
Diese kann wie folgt aufgebaut werden:
o setze W(i,1) auf wahr fir 1 <i<n
e setze W(l,p)=(p=1Va; =p)
o setze W(i+ 1,p) wie folgt:

Wi, -£-) | falls ZIGN

W(i+1,p) =W(i,p)V L “

false , sonst
Diese Tabelle kann in O(n - []; a;) € O(n? - max; a;) berechnet werden. Dies ist polynomial in der
Eingabeldnge bei unirer Kodierung.

Der Algorithmus berechnet zuerst die Tabelle und priift anschliefiend, ob W (n, K) wahr ist. Ist
dies der Fall, so wird die Instanz als JA-Instanz akzeptiert, andernfalls wird sie als NEIN-Instanz
verworfen.

Hinweis zur Korrektheit: Wenn es eine Teilmenge gibt, so findet sich diese auch mit Hilfe der
Tabelle. (Betrachte die Elemente von J aufsteigend sortiert, etwa j; < jo < --+ < jg. Dann miissen
folgende Eintrige W (j;,a;, - ... - aj;) wahr sein. Damit ergibt sich, dass W (ji, K) wahr ist, also
auch W(n, K).) Andernfalls kann keine Teilmenge J die Eigenschaft haben.
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(c) Zeigen Sie, dass co-INDEPENDENT SET € DTAPE(n), wobei n die Eingabelénge einer co-
INDEPENDENT SET-Instanz bezeichne.

Losung: Idee: Aufzdhlen aller k-elementigen Knotenteilmengen.
Sei I := (G :=(V :={vy,...,v;}, F), K) eine beliebige Instanz von co-INDEPENDENT SET. Falls
G keine unabhéngige Menge mit mindestens K Elementen enthélt, ist I eine JA-Instanz.

Auf linearem Platz kann ein beliebiger k-Vektor w iiber {0, 1} dargestellt werden, wobei w € {0, 1}*
einer Knotenteilmenge entsprechen soll:

w(i) =1 <= v, ist in der Teilmenge enthalten

Die Verifikation, ob w fiir I eine unabhéngige Menge mit mindestens K Knoten ist, kann mit log K
Band-Speicherplatz durchgefithrt werden (zusétzliche Hilfsvariablen und deren Zusténde kénnen
direkt in die TM eincodiert werden):

e initialisiere w mit (0,0,...,0)
e iiberpriife, ob w eine unabhiingige Menge der Gréle K (oder grofier) représentiert

o falls ja, dann ist w eine unabhéngige Menge mit mindestens K Knoten und damit ist I eine
NEIN-Instanz

o falls nein, erhthe w um eins (als Bitvektor) und teste erneut, ob w eine unabhiingige Menge
der Grofle K oder grofler repréisentiert

o falls alle Bitvektoren keine geeignete unabhéngige Menge ergeben haben, dann ist I eine JA-
Instanz

Es ist nun leicht einzusehen, dass dieses Verfahren I richtig entscheidet. Falls es eine unabhéngige
Menge der GroBe K (oder grofier) gibt, wird diese beim Aufzihlen gefunden und I kann keine
JA-Instanz sein (da es ein Gegenbeispiel gibt). Andernfalls gibt es keine solche unabhiéingige Menge
und [ ist eine JA-Instanz.
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Aufgabe 4: (3+4+5 =12 Punkte)

Gegeben sei eine Grammatik G = (X := {0,1},V := {S, A, B}, S, R) mit

(a)

R:={S—0A|1B, A—1|1S, B—0]0S} .

Ist die Grammatik G in Greibach-Normalform? (Begriinden Sie Ihre Antwort.)

Geben Sie mit Hilfe des Verfahrens aus der Vorlesung einen Kellerautomaten als vollstdndiges 7-
Tupel (@, X', T,4,qo, Zo, F) an, der genau L(G) mit leerem Stack akzeptiert.

Losung: Ja, G ist in Greibach-Normalform, da alle Ableitungsregeln die Form A — aa mit A € V,
a € ¥ und o € V* haben.

A= ({q},%,V,6,¢,5) mit §(q,a,A) := {(q, @) : A— aa} geniigt.

Bringen Sie die Grammatik GG in Chomsky-Normalform und entscheiden Sie mit Hilfe des Cocke-
Younger-Kasami-Algorithmus, ob das Wort 0110 in L(G) enthalten ist.

Lésung: Chomsky-Normalform: G’ = (X, V U{Yy, Y1}, S, R') mit

R ={S—YA|Y1B, A—1|Y1S, B—0|YS, Y,—afirzeX}

0 1 1 0
{Y07B} {YlaA} {Y17A} {Y07B}

S 0 S

0 A

S

Damit ist 0110 € L(G).

Geben Sie die Sprache L(G) an und zeigen Sie anschliefend fiir L(G) explizit, dass die im Pumping-
Lemma (fiir kontextfreie Sprachen) formulierte notwendige Bedingung fiir die Kontextfreiheit erfiillt
ist. (Geben Sie also eine konkrete ‘Belegung’ fiir die existenzquantifizierten Ausdriicke an, und
begriinden Sie.)

Lisung: L(G) = (01 U10)". (Beweis per Induktion.)

Setze n:=4. Sei z € L mit |z| > n und z = 21 ...z, mit z; € ¥. Dann benutze folgende Zerlegung:
cu=v=w=e¢,
e x = z129 und
® Yy=2z3...2%.

Da |z| > 4, ist y nicht das leere Wort und damit y € L(G). Ebenso ist # € L und 2° € L fiir i > 1.
Damit ist uviwz’y = x'y € L fiir i > 0.
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Aufgabe 5: (12 x 1 = 12 Punkte)

Kreuzen Sie fiir folgende Aussagen an, ob diese wahr oder falsch sind.
Hinweis: Fiir jede richtige Antwort gibt es einen Punkt, fiir jede falsche Antwort wird ein Punkt abge-
zogen. Es wird keine negative Gesamtpunktzahl fiir diese Aufgabe gegeben.

Sei A ein NEA iiber einem Alphabet . Dann akzeptiert A ein Wort w € 3*
genau dann, wenn A bei der Abarbeitung von w mindestens einen Endzustand
benutzt.

]
[]

£
o
=
g
o
g
@
Q
=3

£
)
5
5
-
g
@
o

]
E

Lésung:

Es existiert ein endlicher Automat, der die durch die Grammatik

({a,b,¢},{S, A, B,C}, S, R) mit

SI:I
o
g
o
o
a
=

R={S— ABC, A—C, A— AA|a, B— BB |b, C — CC| ¢}

erzeugte Sprache erkennt.

]
]

Lésung:

£
[
g
-
g
7
e

Die Sprache L = |J {07" | p prim} C {0}* hat endlichen Nerodeindex.
neN

]
]

2
g
g
-
X
7
o

]
[]

Lésung:

2
o
5
5
-
1)
@
Q
=3

Seien f; und f; turingberechenbare Funktionen und M eine deterministische
Turingmaschine. Dann existiert keine nicht-deterministische Turingmaschine,
die entscheidet, ob M Funktion f; oder fs berechnet.

]
]

<
[
g
-
g
I
e

Lésung:

[x]
]

£
s
=
g
o
v
73
o
=

Sei L eine semientscheidbare Sprache iiber dem Alphabet {0,1}. Dann
ist X7y, berechenbar, wobei L, die universelle Sprache bezeichne.

]
]

£
s
=
g
-
o
7
o
=

E ¢
]

Lésung:

£
[
g
=
g
7
o

Sei L eine Sprache iiber dem Alphabet {0,1} und w € {0,1}*. Dann gibt es
eine Godelnummer g so, dass die universelle Turingmaschine die Eingabe (g, w)
genau dann akzeptiert, falls w € L.

L]
[]

£
P
=
g
o
g
@
Q
=3

]
<]

Lésung:
wahr falsch
Es gilt: co-2SAT ¢ NP. D D
wahr falsch
Lésung: D
wahr falsch
Falls P # NP, dann kann mit Hilfe eines Algorithmus fiir SET COVER eine D D
Instanz von INDEPENDENT SET in polynomieller Gesamtzeit gelost werden. —= oo
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Lésung:

Falls es ein PAS fiir COLOR gibt, dann ist P = N'P.

Lésung:

Jede Sprache, die durch einen nicht-deterministischen endlichen Automaten er-
kannt wird, kann auch durch einen deterministischen Kellerautomaten erkannt
werden.

Lésung:
Die Sprache

[ ({a"cb™cd": k,n € N} Na*cb*cd*) U a*cb*} N [a*c- {0"cd™: n € N}}
ist kontextfrei.

Lésung:

Sei G eine kontextfreie Grammatik und « ein regularer Ausdruck. Es ist nicht
entscheidbar, ob L(G) N L(a) = ) ist.

Lésung:

[]

£
o
=
g

]

€
8
5
g

]

]

2
S
=
5

[]

2
o
=
5

]
[

£
P
=
g
o
2,
@
a
=3

]
]

£
8
5
g

[]
ik

<
[
g
-
g
I
0
-3

s
=)
@
a
&



