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Losung!

Beachten Sie:

e Bringen Sie den Aufkleber mit Threm Namen und Matrikelnummer auf diesem Deckblatt an und
beschriften Sie jedes weitere Blatt mit Threm Namen und Ihrer Matrikelnummer.

e Schreiben Sie die Losungen auf die Aufgabenblitter und Riickseiten. Zusétzliches Papier erhalten
Sie bei Bedarf von der Aufsicht.

e Zum Bestehen der Klausur sind 20 der moéglichen 61 Punkte hinreichend.

e Es sind keine Hilfsmittel zugelassen.

Aufgabe Mogliche Punkte Erreichte Punkte
a | b |c | d]| X a | b |c | d] X
1 20 2| 4] 4] 12
2 31 4] 2| 3| 12
3 31 3| 3] 3| 12
4 21 4] 3| 3| 12
5 13x1 13
)y 61
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Aufgabe 1: (24+2+4+4=12 Punkte)

(a) Gegeben seien die beiden folgenden Sprachen iiber dem Alphabet ¥ = {a, b}:

L, = {alle Worter, die aa oder bb enthalten}
Ly = {alle Worter, in denen hochstens einmal aa und nie bb vorkommt}

Geben Sie regulédre Ausdriicke fiir L1 und Lo an.
Lésung:

Li = (aUb)* (aa Ubb)(aUb)*
Ly = (eUb)(ab)*(aUe)(ab)* (e Ua)

(b) Geben Sie den Ubergangsgraphen eines endlichen Automaten an, der L aus Teilaufgabe (a) erkennt.

Losung:

Konstruieren Sie mittels Potenzmengen-Konstruktion den dquivalenten deterministischen endlichen
Automaten (DEA).

Lésung: Sei A :=(Q,%,4,s, F) der gegebene NEA. Potenzmengen-Konstruktion des zugehorigen
DEAs A := (Q,%,6,5,F):

o 5= E(s) = {q}
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o fiir & ergibt sich:

| a b
{ao} {q0, a1} {q0}
{ao, a1} | {0, a1, 2} {qo}
{00, a1, a2} | {q0, 01,42} {40, a2}
{00, 42} | {001, 02} {qo0,q2}

alle anderen Zustinde aus 2% sind nicht erreichbar und werden gestrichen, somit

° @ = {{q0},{q90,01},{90, 92}, {20, 1, G2} }
o F={7eQgnF #0} = {{a0, 22}, {a0, 11, 42} }-

(d) Sei ¥ = {a,b} und L := {w € ¥*| w enthilt ab}. Bestimmen Sie die Aquivalenzklassen der Nerode-
Relation beziiglich L auf ¥*.
Losung: Sei Ry die Nerode-Relation bzgl. L und seien z,y € ¥*. Es gilt:

2Rry<= (VzeX":2ze L& yze L)
Folgende Fille konnen auftreten:

e 1 enthélt ab.
Dann gilt fiir alle z € ¥* 12z € L

e z enthilt ab nicht und z endet auf a.
Dann gilt: 2z € L < (z beginnt mit b oder z enthélt ab)

e 1 enthilt ab nicht und x endet nicht auf a.
Dann gilt: zz € L & z enthilt ab

Somit erhilt man folgende Aquivalenzklassen:
[ab] = {z € X*|x enthilt ab}
[a] = {x € ¥*|z enthilt ab nicht und endet auf a}

[e] = [b] = {z € ¥*|x enthélt ab nicht und endet nicht auf a}
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Aufgabe 2: (34+4+42+3=12 Punkte)

(a) Betrachten Sie folgende Instanz des Post’schen Korrespondenzproblems iiber dem Alphabet {0, 1}:
K = ((100,001), (100, 1), (10,001), (10, 010))

(i) Geben Sie eine Indexfolge an, die K 16st.

(ii) Modifizieren Sie K durch Entfernen eines Paares, so dass die Instanz nicht mehr 16sbar ist.
Begriinden Sie, dass es fiir Ihre Modifikation keine Losung gibt.

Losung:

(i) (2,3,4) erzeugt jeweils das Wort 1001010

(ii) Entferne das Paar (100, 1). Jedes verbleibende Paar beginnt mit einem unterschiedlichen Sym-
bol, also beginnen auch die zwei Worter, die von einer beliebigen Indexfolge erzeugt werden,
mit einem unterschiedlichen Symbol, und somit ist die modifizierte Instanz nicht mehr 16sbar.
Alternativ kann auch das Paar (10, 010) entfernt werden. Dann endet jedes verbleibende Paar
auf ein unterschiedliches Symbol. Damit erzeugt jede Indexfolge zwei verschiedene Worter,
denn sind die Worter gleich lang, so ist das letzte Symbol unterschiedlich, und es gibt keine
Losung fiir die modifizierte Instanz.

(b) Sei X ein endliches Alphabet, L1 C ¥* nicht entscheidbar und () # Ly C X* entscheidbar. Sei ferner
L= {’le’wgi w1 € Ly, ws € LQ} mit X Q X,

Ist L entscheidbar? Begriinden Sie Thre Antwort!

Losung: L ist nicht entscheidbar. Angenommen, L sei entscheidbar. Dann existiert eine Turingma-
schine M, die auf alle Eingaben hilt und genau die Sprache L akzeptiert. Wir konstruieren nun
eine Turingmaschine M, die auf allen Eingaben w € ¥* hilt und genau die Sprache L, akzeptiert.
Sei dazu wo ein Wort aus Lo. Die Turingmaschine M; geht an das Ende der Eingabe (also solange
nach rechts, bis ein U gelesen wird), schreibt ein X und danach das Wort ws. Danach geht M;
wieder an den Anfang der Eingabe (also solange nach links, bis ein U gelesen wird), und verhilt
sich dann genau wie die Turingmaschine M. Sei w’ eine Eingabe fiir M;. Ist w’ € L1, so wird das
Wort akzeptiert, denn w’Xwsy € L. Falls aber w’ ¢ L1, so ist auch v’ Xws ¢ L, also wird w’ nicht
akzeptiert, aber My hiilt, weil M auf allen Eingaben hilt. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme,
denn L; ist nach Voraussetzung nicht entscheidbar.

(c) Gegeben sei eine Turingmaschine M mit folgender Eigenschaft: Wenn M ein Wort akzeptiert, dann
geschieht das in weniger als 1000 Schritten. Kreuzen Sie fiir folgende Aussagen an, ob diese wahr
oder falsch sind.

Hinweis: Fiir jede richtige Antwort gibt es einen Punkt, fiir jede falsche Antwort wird ein Punkt
abgezogen. Es wird keine negative Gesamtpunktzahl fiir diese Teilaufgabe geben.

L(M) ist entscheidbar. Lésung: D

‘Wahr Falsch

L(M) ist notwendigerweise endlich. Lésung: D

‘Wahr Falsch
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(d) Geben Sie graphisch eine deterministische Turingmaschine nach Definition aus der Vorlesung an, die
auf allen Eingaben iiber dem Alphabet {a,b} hilt und dieselbe Sprache akzeptiert wie der folgende
deterministische endliche Automat:

Lésung:
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Aufgabe 3: (3+3+3+3 = 12 Punkte)

[Hinweis: Fiir in dieser Aufgabe vorkommende Probleme sind jeweils am Ende des Aufgabentextes Defi-
nitionen angegeben.]

(a)

Zeigen Sie: LONGEST CYCLE ist N'P-vollstindig.

Problem LONGEST CYCLE (LC)
Gegeben: Ungerichteter Graph G = (V, E), Konstante K

Frage: Gibt es einen einfachen Kreis in G, der mindestens die Lénge K hat?
Problem HAMILTONKREIS (HK)
Gegeben: Ungerichteter Graph G = (V, E)

Frage: Gibt es einen einfachen Kreis in G, der jeden Knoten genau einmal enth&lt?

[Ein einfacher Kreis der Lénge £ ist eine Folge von ¢ verschiedenen Knoten, so dass jeweils eine Kante
zwischen dem (7 + 1)-ten und dem i-ten, sowie zwischen dem ersten und letzten Knoten besteht.

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass HAMILTONKREIS N P-vollstéindig ist.]

Lésung:

1. LONGEST CYCLE € NP:

Das Orakel der nichtdeterministischen TM gibt eine Folge von Knoten als Losungsvorschlag vor.
Dieser kann in polynomialer Zeit verifiziert werden, indem nachgeschaut wird, ob er aus mindestens
K verschiedenen Knoten besteht und ob zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Knoten sowie
zwischen dem letzten und ersten Knoten eine Kante existiert.

2. HAMILTONKREIS « LONGEST CYCLE:
Eine Instanz von Hamiltonkreis mit Graph G = (V, E) wird auf die Instanz I = (G,|V|) von
LONGEST CYCLE abgebildet. Eine einfacher Kreis der Linge K = |V] ist ndmlich genau ein

Hamiltonkreis (da er damit alle Knoten enthiilt). Die Transformation funktioniert in linearer Zeit,
da nur die Konstante |V| zur Eingabe hinzugefiigt werden muss.

Formulieren Sie das Erfiillbarkeitsproblem SAT als 0/1-ILP. Geben Sie also an, wie fiir eine beliebige
Instanz von SAT mit den Klauseln K1, ..., K iiber den Variablen Vi,..., V] eine dquivalente Instanz
von 0/1-ILP konstruiert werden kann.

Problem 0/1-INTEGER-PROGRAMMING (0/1-ILP)

Gegeben: Eine (m x n)-Matrix A ganzer Zahlen und ein Spaltenvektor b von m ganzen Zahlen.

Frage: Gibt es einen Losungsvektor x mit n Eintrdgen nur 0 oder 1 so, dass Az > b7

Losung: Die gesuchte Matrix A hat k421 Zeilen und 2! Spalten. Fiir jede Variable gibt es eine Spalte
(V;7) fiir die negierte und eine (V;T) fiir die nicht negierte Form. Es gibt zuniichst fiir jede Variable
eine Zeile der Form Vf +V,” > 1 und eine Zeile der Form —VZ—Jr — V.7 > —1, um zu gewéhrleisten,
dass jede Variable entweder wahr oder falsch ist. Aulerdem gibt es fiir jede Klausel u;, V --- V u;,
eine Zeile der Form wu;, + -+ +u;, > 1, wobei die u;; verneinte oder nicht verneinte Variablen sind.
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(c)

Zeigen Sie: Die Klasse DT APE(n?) ist unter Durchschnittsbildung abgeschlossen, d.h. mit Ly, Ly €
DT APE(n?) ist auch Ly N1y € DT APE(n?).

Lésung: Seien Ly, Ly € DT APE(n?). Dann gibt es TMn M; bzw. Ma, die Ly bzw. Ly mit Platzbedarf
n? bei Eingabelinge n akzeptieren. Wir konstruieren eine TM M, die zunichst M, auf der Eingabe
simuliert und, falls M; akzeptiert, die Eingabe wieder herstellt und anschlieBend Ms simuliert. Wenn
auch My akzeptiert, dann akzeptiert auch M. Somit akzeptiert M genau dann, wenn M; und M,
akzeptieren. M akzeptiert also den Durchschnitt der beiden Sprachen. Der Speicherplatzbedarf von
M ist nicht grofler als der von M; und Ms. (M muss sich nur zusétzlich die urspriingliche Eingabe
merken. Dies kann etwa durch Erweiterung des Alphabets geschehen.)

Sei II ein Minimierungsproblem. Fiir jede gerade Zahl ¢ gebe es einen Algorithmus A, fiir II mit
folgenden Eigenschaften:

1. Die Eingabe fiir Ay ist eine Instanz I von II.
2. Die Ausgabe ist eine Zahl Ay(I) mit
Ae(I) 1/2

< AdD)
Sort() =~ T 1ren

wobei OPT(I) der Wert einer optimalen Lésung von I sei.
3. Die Laufzeit von A, sei in O(2¢ + n).

Geben Sie an, welche der folgenden Aussagen aus der Existenz der A, und unter der Annahme
P # NP folgen. Begriinden Sie ihre Antwort (jeweils zwei Sétze geniigen).

(i) Es gibt einen Approximationsalgorithmus mit relativer Giitegarantie 2 fiir II.
(ii) Es gibt ein PAS fiir TI.
(iii) Es gibt ein FPAS fiir II.
Losung:
(i) Ja. Fiir £ = 2 ist A ein 1/4-approximativer Algorithmus. Die Laufzeit ist linear in der Eingabe-

grofle, da ¢ eine Konstante ist.
(ii) Ja. Fiir jedes ¢ ist Ay mit £ := 1/e ein e-approximativer Algorithmus. Die Laufzeit ist polynomial
in der Eingabegrofe.

(iii) Nein. Die Laufzeit der in Punkt (i) beschriebenen Algorithmenfamilie ist exponentiell in ¢ und
also auch in 1/e.
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Aufgabe 4: (24+4+43+3=12 Punkte)

Sei eine Grammatik G iiber dem Alphabet {0, 1}, der Variablenmenge {5, A, B}, dem Startsymbol S und
den folgenden Regeln gegeben:

S— AIB, A—0A|e, B—0B|1B]|e.
(a) Geben Sie den Syntaxbaum fiir eine Ableitung des Wortes 00100 gemi8 G an.

f\

1\
OIOBNOIO

@ ©®
(©

(b) Bringen Sie G durch eine systematische Konstruktion in Chomsky-Normalform (die einzelnen Schrit-
te miissen dabei klar erkennbar sein!).

Losung:

Losung:
e Schritt 1 und 2 (Einfithren von Variablen fiir Terminale und Splitten zu langer Regeln):
S— AS", 8" —Y1B, A—YyA|le, B—YyB|YViBl|e, Yp—0, Y7 —1
e Schritt 3 (Entfernen von e-Regeln):
Variablen, von denen e abgeleitet werden kann: V’ = {A, B}
S—>AS/|S/, SI—>YlB|Y1, A—>YQA|Y0, B—>YoB|YlB|Y0|Y1,
YO — O, Yl —1
e Schritt 4 (Entfernen von Kettenregeln):

Abhéngigkeitsgraph:
(" S
&—E—0-—5

S—>AS’|Y&B|17 ;S’I—>leB|17 14—>Y'0A|07 B—>YQB|YiB|O|1,
Y0—>0, Y14>1
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(c) Zeigen Sie mit Hilfe des Lemmas von Ogden, dass die Sprache

L:={a'¥a* | j = max{i, k}}

nicht kontextfrei ist.
(Hinweis: Sie kénnen dazu das Wort z = a™b™¢"™ mit der Markierung ™ wihlen.)

Lésung: [Das Lemma von Ogden besagt: Wenn eine Sprache L kontextfrei ist, dann gibt es eine
natiirliche Zahl n so, dass fiir alle Worter z aus L der Lénge mindestens n gilt: Wenn wir in 2
mindestens n Buchstaben markieren, so gibt es eine Zerlegung z = uvwaxy so, dass das Teilwort
vz mindestens einen und das Teilwort vwx hochstens n markierte Buchstaben enthélt und fiir alle
natiirlichen Zahlen i (einschlieBlich der Null) das gepumpte Wort uvwz’y in L enthalten ist.]

Um nun die Nicht-Kontextfreiheit der Sprache L zu zeigen, wihle zu gegebenem n das Wort
z = a™b"a™ und markiere das Teilwort b". Jede Zerlegung z = wvwzxry mit den Eigenschaften
markiert(vz) > 1 und markiert(vwz) < n hat eine der folgenden Gestalten:

(i) v oder x enthélt sowohl den Buchstaben a als auch b.

(ii) Entweder ist vwax ganz in b™ enthalten oder v (bzw. x) ist aus a” und z (bzw. v) aus b™.
Gib fiir jeden der Fille ein gepumptes Wort uv'wa’y an, das nicht in der Sprache liegt:

(i) Wihle ¢ := 2. Dann enthilt das gepumpte Wort (mindestens) zwei b-Sequenzen.

(ii) Wihle ¢ := 0. Dann gibt es im gepumpten Wort (mindestens) einen a-Block mit echt gréfierer
Kardinalitét als die Anzahl der bs.

Also ist L nicht kontextfrei.

Widerlegen Sie durch ein Gegenbeispiel:

Unendliche Vereinigungen kontextfreier Sprachen sind kontextfrei. (Mit anderen Worten: Falls fiir

alle ¢ € INy die Sprachen L; kontextfrei sind, dann ist auch L := U L; kontextfrei.)

i=0
Liosung: Die Sprachen Lo := 0, Ly := {a'blct}, Ly := {a?b?c?}, ... sind regulir und somit also
kontextfrei, die abzéhlbare Vereinigung dieser Sprachen | J;-, L; = {a™b"c" | n € IN} hingegen ist
nicht kontextfrei (vgl. Vorlesung).
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Aufgabe 5: (13x1=13 Punkte)

Kreuzen Sie fiir folgende Aussagen an, ob diese wahr oder falsch sind.
Hinweis: Fir jede richtige Antwort gibt es einen Punkt, fiir jede falsche Antwort wird ein Punkt abge-
zogen. Es wird keine negative Gesamtpunktzahl fiir diese Aufgabe geben.

Seien Li, Lo reguldre Sprachen.

[]
[]

Dann ist auch Ly \ Ly = {w € L1] w & Lo} regulir. Y e
Lésung: D
‘Wahr Falsch
Die regulidren Ausdriicke a(b* U ¢*) und a(bU ¢)* sind dquivalent. D D
‘Wahr Falsch
Lésung: D
‘Wahr Falsch
Das Komplement der universellen Sprache ist nicht semientscheidbar. D D
‘Wahr Falsch
Lésung: D
‘Wahr Falsch
Seien L1 und Lo zwei semientscheidbare Sprachen. Dann ist auch D D
Ly \ Ly = {w € L1| w ¢ Lo} semientscheidbar. Y e
Lésung: D
‘Wahr Falsch
Sei L C {0,1}* nicht entscheidbar. Dann gilt: Der Index der Neroderelation zu D D
L ist unendlich. Wahr  Falsch
Lésung: D
‘Wahr Falsch
Aus 3SAT € P folgt 2SAT € NPC. D D
‘Wahr Falsch
Lésung: D
‘Wahr Falsch
Falls es einen Approximationsalgorithmus fiir CLIQUE mit absoluter Giitega- D D
rantie gibt, so gilt P = NP Wahr  Falsch
Lésung: D
‘Wahr Falsch
Es gibt ein Entscheidungsproblem IT € NP, fiir das es keine polynomiale Trans- D D
formation IT oc SAT gibt. Wahr  Falsch

Lésung: D

‘Wahr

]

el
o
@
o
=
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Sei k eine Konstante. Die Sprache VCi := {G| G = (V, E) ist ein Graph und
hat eine Knoteniiberdeckung V' C V mit |V| < k} ist in P.

Lésung:

Zu jeder entscheidbaren Sprache L existiert eine Chomsky-Typ-0-Grammatik,
die L erzeugt.

Losung:

Jede Sprache der Form {z7z3 ...z} : n € IN} ist kontextfrei. (Dabei sei k > 1
und die z; jeweils Buchstaben aus einem endlichen Alphabet mit xz; # x; fir

i#3.)

Lésung:

Zu jedem nichtdeterministischen Kellerautomat gibt es einen deterministischen
Kellerautomaten, der dieselbe Sprache akzeptiert.

Losung:

Die Grammatik, die nur aus der Regel S — ¢ besteht, erzeugt dieselbe Sprache
wie eine Grammatik ohne Regeln.

Lésung:

[]
]

2.
o
=3
=

]

=
£

[]

=
£

ol
o
o
o
=4

[>]

el
o
@
o
=

[]

T
2,
@
o
=]

[X]:

ol
o
o
o
5

]

o}
=
o
o
=4

]

ol
o
o
o
5



