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ZusammenfassungDie Bestimmung des kürzesten Wegs in einem Graphen ist der Kernbestandteil eines Routen-planungssystems. Für diese Fragestellung existieren Standard-Algorithmen wie der AlgorithmusvonDijkstra, die im einfa
hsten Fall den Weg von einem Startknoten zu einem Zielknoten bere
h-nen. Für Graphen, die aus dem Straÿennetz eines ganzen Landes erzeugt werden, kann die Laufzeitder Standard-Algorithmen dur
h vers
hiedene Bes
hleunigungste
hniken verkürzt werden. Dafürist eine Vorverarbeitung und/oder die Einbeziehung ergänzender Information wie Geo-Daten not-wendig.Zusätzli
h besteht in realen Straÿennetzen oft die Eins
hränkung, dass bestimmte Kantenfolgenni
ht dur
hlaufen werden dürfen � im einfa
hsten Fall geht es dabei um Abbiege- oder Wendever-bote. Als Erweiterung kann ein Verbot längerer Kantenfolgen betra
htet werden, beispielsweisewenn direkt na
h einem Abbiegevorgang kein Spurwe
hsel und somit kein ans
hlieÿendes Abbiegenmögli
h ist. Leider sind Wegeverbote in den Standard-Algorithmen ni
ht vorgesehen.In dieser Arbeit untersu
hen wir, inwiefern Wegeverbote bei den optimierten Su
h-Algorithmenberü
ksi
htigt werden können. Das Ziel dabei ist, die bereits bestehenden Algorithmen weitest-gehend unverändert zu lassen. Das kann dur
h eine Transformation des Ausgangsgraphen mitWegeverboten in einen �Arbeitsgraphen� ohne Wegeverbote ges
hehen, auf den dann die bereitsextistierenden Algorithmen angewendet werden können. Optimalerweise erfolgt die Transforma-tion on-line während der Bere
hnung des kürzesten Wegs. Zum Verglei
h untersu
hen wir dieErweiterung eines Standard-Algorithmus um Wegeverbote.Ein groÿer Teil der Arbeit ist theoretis
hen Aspekten gewidmet. Des weiteren betra
hten wirImplementationsdetails und die Einfa
hheit der Anpassung an vorhandene Gegebenheiten. ZurEvaluierung der praktis
hen Verwendbarkeit werden Laufzeitmessungen für reale Straÿengraphenausgewertet.Ausgangspunkt der Arbeit ist die Dissertation von S
hmid [S
h00℄.
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11 EinführungDieser Abs
hnitt soll eine kurze Problembes
hreibung bieten und den weiteren Verlauf der Arbeitbes
hreiben.1.1 MotivationBei der Wahl der Stre
ke für eine Autofahrt su
ht man für gewöhnli
h den �besten� Weg. Fürdie Ermittlung der Güte eines Wegs können vers
hiedene Kriterien in Betra
ht kommen: Erwar-tete Reisezeit, Länge der Stre
ke, Kosten für Mautgebühren oder Fähren, mittlere Verkehrsdi
hteoder viellei
ht die Wahrs
heinli
hkeit einer Radarkontrolle oder die S
hönheit der dur
hfahrenenLands
haft. Je na
h Präferenz des Fahrers können die einzelnen Parameter mit unters
hiedli
herGewi
htung in eine reellwertige Kostenfunktion eingehen.Das Routenplanungs-Problem kann lei
ht auf die Bestimmung eines kürzesten Wegs in ei-nem gewi
hteten Graphen G(V, E, c) reduziert werden. Dabei entspre
hen die Kreuzungen Knotenaus V , die Straÿenabs
hnitte Kanten aus E, und c ist die oben erwähnte Kostenfunktion. Wenn wirvon der Länge eines Wegs spre
hen, meinen wir also immer die Summe der Kosten der einzelnenKanten.1.2 Kürzeste-Wege-AlgorithmenAlgorithmen für die Ermittlung des kürzesten Wegs lassen si
h in drei Kategorien einteilen:SSSP �Single Sour
e Shortest Path�-Algorithmen su
hen ausgehend von einem Startknoten denkürzesten Weg zu allen Zielknoten. Zur Lösung dieses Problems wird für Graphen mit ni
ht-negativer Kostenfunktion meist der Algorithmus von Dijkstra eingesetzt. Bei geeigneterImplementation benötigt er einen Zeitaufwand von O(|E| + |V | log |V |). Wir werden spätergenauer auf diesen Algorithmus eingehen.STSP �Sour
e-Target Shortest Path�-Algorithmen ermitteln den kürzesten Weg zwis
hen zweiKnoten. Für dieses Problem ist kein Algorithmus bekannt, der (im allgemeinen Fall) einebessere Laufzeit als der beste Algorithmus für das SSSP-Problem aufweist. Daher werdenfür dieses Problem dieselben Algorithmen wie für das SSSP-Problem eingesetzt und ledigli
hdur
h ein Abbru
h-Kriterium erweitert. Für Graphen mit ni
htnegativer Kostenfunktionkommt also au
h hier der Algorithmus von Dijkstra zum Einsatz.APSP �All Pairs Shortest Path�-Algorithmen bestimmen für alle Knotenpaare den jeweils kürzes-ten Weg. Der (verblü�end einfa
he) Algorithmus von Floyd-Warshall (Tripel-Algorith-mus) [CLRS01, Flo62℄ �ndet in Graphen mit ni
htnegativer Kostenfunktion alle kürzestenWege in O(|V |3). Bei der Bere
hnung wird eine |V | × |V |-Matrix aufgebaut, aus der an-s
hlieÿend der Weg zwis
hen zwei beliebigen Knoten ohne zusätzli
hen Aufwand �abgelesen�werden kann.Das APSP lässt si
h stets au
h dur
h |V |-fa
he Anwendung des SSSP in O(|V | · (|E| +
|V | log |V |)) lösen, was für dünne Graphen besser als die Laufzeit des Tripel-Algorithmus ist.Der Vorteil von APSP-Algorithmen liegt darin, dass na
h einer relativ aufwändigen Vorbere
h-nungsphase alle kürzesten Wege jederzeit abrufbereit sind. Für reale Straÿengraphen mit MillionenKnoten ist eine sol
he Vorbere
hnung jedo
h ni
ht praktikabel: Sowohl die Laufzeit als au
h derSpei
herbedarf sind immens. Zudem ist es unwahrs
heinli
h, dass jeder vorbere
hneteWeg in einemgroÿen Graphen abgefragt wird. Änderungen im Graphen erfordern beim Algorithmus zumindesteine aufwändige Korrektur der vorbere
hneten Datenstruktur, wenn ni
ht sogar eine kompletteNeubere
hnung. Aus diesen Gründen wird man für Straÿengraphen von der Verwengung einesAPSP-Algorithmus absehen.Do
h au
h die SSSP-Algorithmen benötigen für groÿe Graphen sehr viel Zeit. Da bei derRoutenplanung fast immer der billigste Weg zu nur einem Zielknoten gesu
ht ist, würde hier ein



2 2 DER ALGORITHMUS VON DIJKSTRASTSP-Algorithmus genügen. Wird der billigste Weg zu nur einem Zielknoten gesu
ht, können die(meist aus SSSP-Algorithmen gewonnenen) STSP-Algorithmen um Gröÿenordnungen bes
hleu-nigt werden, indem eine einmalige Vorbere
hnungsphase dur
hgeführt wird und/oder Geo-Dateneinbezogen werden. Da wir untersu
hen wollen, ob die Berü
ksi
htigung von Abbiegeverboten au
hunter Verwendung von Bes
hleunigungste
hniken e�zient mögli
h ist, werden wir weiter unten ei-nige dieser Te
hniken kurz skizzieren. Ausgangspunkt ist dabei stets der Dijkstra-Algorithmus.1.3 Abbiege- und WegeverboteDie Standard-Algorithmen für STSP, wie au
h der Algorithmus von Dijkstra, erlauben generelldas Betreten jeder Kante ausgehend von einem Knoten � unabhängig davon, wie der bisherige Wegverläuft. Im Straÿenverkehr werden dem Autofahrer jedo
h aus Si
herheitsgründen Eins
hränkun-gen in der Bewegungsfreiheit auferlegt.Im einfa
hsten Fall wird das Abbiegen und Wenden einges
hränkt. Auf den Straÿengraphenabgebildet heiÿt das, dass bestimmte Kantenfolgen der Länge 2 ni
ht dur
hlaufen werden dürfen �es liegt ein Abbiegeverbot vor.Diese Eins
hränkung kann man auf verbotene Kantenfolgen beliebiger Länge ausweiten. In[S
h00℄ wurde zur Motivation ein Beispiel präsentiert, bei dem ein Spurwe
hsel in die linke Spurna
h einem Abbiegemanöver na
h re
hts ni
ht mögli
h ist, so dass ein ans
hlieÿendes Linksabbie-gen ni
ht in Frage kommt. Das kann als ein Wegeverbot der Länge 3 abgebildet werden.1.4 Aufbau der ArbeitIm weiteren Verlauf der Arbeit befassen wir uns mit der Fragestellung, auf wel
he Art und Wei-se Abbiege- und Wegeverbote bei der Su
he des kürzesten Wegs berü
ksi
htigt werden können.In Abs
hnitt 2 stellen wir den Algorithmus von Dijkstra vor, der als Ausgangspunkt für allevon uns betra
hteten Kürzeste-Wege-Algorithmen dient. Wir skizzieren einige Mögli
hkeiten derBes
hleunigung und führen einige Begri�e ein. Abs
hnitt 3 bes
häftigt si
h mit einer Varianteder Kürzesten-Wege-Su
he, die wir im weiteren Verlauf der Arbeit benötigen werden: Wir lassenjeweils mehr als einen Start- bzw. Zielknoten zu. In Abs
hnitt 4 stellen wir vier vers
hiedene Ver-fahren vor, die die Kürzeste-Wege-Su
he unter Berü
ksi
htigung von Abbiegeverboten realisieren.Dabei werden wir teils den Algorithmus verändern und teils die Abbiegeverbote in den Grapheneinbauen, so dass bereits ein Standard-Algorithmus die Abbiegeverbote berü
ksi
htigt. Wir wei-sen die Korrektheit der Verfahren na
h und betra
hten die Komplexität. Ferner gehen wir hierkurz auf allgemeine Wegeverbote mit mehr als zwei Kanten ein. Unsere Referenz-Implementationstellen wir in Abs
hnitt 5 vor. Wir umreiÿen die dabei aufgetretenen S
hwierigkeiten, um aufdie bei einer anwendungsorientierten Implementation zu erwartenden Probleme aufmerksam zuma
hen. Es folgen empiris
he Auswertungen in Abs
hnitt 6: Wir verglei
hen die vers
hiedenenVerfahren zur Berü
ksi
htigung von Abbiegeverboten und führen einige Statistiken an. Ein Aus-bli
k in Abs
hnitt 7 s
hlieÿt die Arbeit ab. Im Anhang zeigen wir Pseudo-Codes der vorgestelltenAlgorithmen, ein Ablaufbeispiel und die Grammatik für unser Graph-Dateiformat.2 Der Algorithmus von DijkstraIn diesem Abs
hnitt werden wir zunä
hst den Algorithmus von Dijkstra vorstellen, der als Basisfür alle in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen dient. Im Ans
hluss werden wir kurz daraufeingehen, wie man ihn bes
hleunigen kann. Im Unterabs
hnitt 2.4 bespre
hen wir Strategien zurBerü
ksi
htigung der Abbiegeverbote. Do
h zunä
hst mö
hten wir einige formale Aspekte anführenund die verwendeten Objekte und Operationen de�nieren.2.1 FormalesIm Folgenden werden wir die bei einer Su
hanfrage verwendeten Objekte wie folgt benennen:



2.2 Überbli
k 3� G(V, E, c): Graph mit Knotenmenge V , Kantenmenge E und Kostenfunktion c : E → R+.� vs, vt ∈ V : Start- und Zielknoten.� P = 〈e1, . . . , en〉: Pfade sind als (mögli
herweise leere) Kantenfolgen de�niert.Zusätzli
h de�nieren wir der Klarheit halber die verwendeten Begri�e und Operationen:� Start- und Zielknoten einer Kante: Für e = (v0, v1) ∈ E ist source(e) = v0 und target(e) = v1.� Eingangs- und Ausgangskantenmenge eines Knotens: Für v ∈ V ist in(v) = {e ∈ E :
target(e) = v} und out(v) = {e ∈ E : source(e) = v}.� Eingangs- und Ausgangsgrad eines Knotens: Für v ∈ V de�nieren wir indeg(v) = |in(v)| und
outdeg(v) = |out(v)|.� Gültigkeit eines Pfades : Ein Pfad P = 〈e1, . . . , en〉 ist gültig, wenn stets target(ei) =
source(ei+1) gilt.� Start- und Zielknoten eines Pfades : Ein Pfad P = 〈e1, . . . , en〉 hat source(e1) als Start- und
target(en) als Zielknoten.� Kosten eines Pfades : Für einen Pfad P = 〈e1, . . . en〉 ergeben si
h seine Kosten c(P ) aus derSumme der Einzelkosten ∑n

i=1 c(ei).Wir untersu
hen in dieser Arbeit vorwiegend Algorithmen, die auf Straÿengraphen zum Einsatzkommen sollen. Wir nehmen daher stets |E| = O(|V |) an und vereinfa
hen unsere Laufzeitabs
hät-zungen entspre
hend, wobei wir die Laufzeit für dünne Graphen mit dem Glei
hheits-Operator ∼=angeben und |V | dur
h n ersetzen. (Für einige Länder Europas können wir die Anzahl Kantenrelativ genau eingrenzen: 2,1 · |V | < |E| < 2,4 · |V |, siehe au
h Abs
hnitt 6.1.)Für unsere Graphen fordern wir, dass sie keine Multikanten enthalten, also dass zwis
henje zwei Knoten hö
hstens eine Kante de�niert ist. Dur
h das Einfügen geeigneter zusätzli
herKnoten kann ein Graph mit Multikanten stets in einen äquivalenten Graphen ohne Multikantentransformiert werden.Ferner gehen wir im Folgenden stills
hweigend davon aus, dass unsere Graphen stark zusam-menhängend sind, dass es also für alle Knotenpaare mindestens einen Weg vom einen zum anderenKnoten gibt. (Insbesondere hat jeder Knoten mindestens eine eingehende und mindestens eineausgehende Kante.) Die Prüfung des starken Zusammenhangs kann mittels einer zweifa
h dur
h-geführten Tiefensu
he mit einem einmaligen Laufzeit- und Spei
her-Aufwand von O(|V |+ |E|) ∼=
O(n) ges
hehen [CLRS01℄.Auÿerdem fordern wir, dass die Kostenfunktion c für alle Kanten ni
htnegativ ist. Ein Hin-weis zum Umgang mit negativen Kostenfunktionen ist in [WW05℄ angegeben: Der Algorithmusvon Johnson [Joh77℄ bere
hnet zu einer gegebenen Kostenfunktion mit negativen Werten eineäquivalente ni
htnegative Kostenfunktion, so dass die kürzesten Wege unverändert bleiben.Wir setzen voraus, dass in jeder Knotenmenge V ein dediziertes Element nilV existiert undeindeutig bestimmt ist. Dieses Element ist mit keiner Kante (auÿer nilE) verbunden und dientunseren Algorithmen als Dummy-Element. Entspre
hend fordern wir für alle Kantenmengen E dieExistenz eines Elements nilE := (nilV , nilV ). Den Index lassen wir meist weg und s
hreiben einfa
h
nil. Die Dummy-Elemente sind von unserer Forderung bezügli
h des starken Zusammenhangsausgenommen.2.2 Überbli
k2.2.1 Bes
hreibungDer Algorithmus von Dijkstra wird in vielen Standard-Werken über Algorithmen detailliertvorgestellt [CLRS01, Sed88, AHU83℄, wir geben au
h einen Verweis auf die Original-Arbeit an[Dij59℄. Er soll hier nur kurz bes
hrieben werden.



4 2 DER ALGORITHMUS VON DIJKSTRAAusgehend von einem Startknoten vs werden die kürzesten Wege zu allen Zielknoten bere
h-net. Kernbestandteil des Algorithmus ist eine Prioritätswartes
hlange Q, die Knoten aufsteigendsortiert na
h dem bisher ermittelten kürzesten Abstand zum Ziel aufnimmt.Die Prioritätswartes
hlange Q wird mit (vs, 0) initialisiert. Ans
hlieÿend wird in jedem S
hrittder Knoten vmin mit dem kürzesten Wert für den Abstand zum Ziel aus Q extrahiert, und Qwird dur
h Hinzufügen neuer Knoten oder dur
h Aktualisieren der Priorität bestehender Knotenaktualisiert.Die neu hinzugefügten Knoten werden aus den direkten Na
hbarn von vmin ausgewählt. EinKnoten vneu wird genau dann hinzugefügt oder aktualisiert, wenn der Weg über vmin kürzer istals der bisher bekannte kürzeste Weg zu vneu . Die Wegkosten des Wegs über vmin bere
hnen si
h(wegen der Additivität der Wegkosten) aus der Summe des Abstands zwis
hen vs und vmin undder Kantenlänge zwis
hen vmin und vneu .Wenn bisher kein Weg zu vneu ermittelt wurde, ist vneu au
h ni
ht in der Prioritätswarte-s
hlange und wird einfa
h hinzugefügt. Andernfalls muss der Knoten in Q gefunden und seinePriorität aktualisiert werden. Dabei wird die Priorität innerhalb der Wartes
hlange immer derartverändert, dass der Knoten an derselben Position bleibt oder an eine weiter vorn gelegene Positionvers
hoben wird. Wir spei
hern dabei die Kosten Cs[v] des bisher ermittelten kürzesten Wegs zu v.Der Algorithmus terminiert bei leerer Prioritätswartes
hlange oder (im Fall STSP) bei Errei-
hen des Zielknotens.Dur
h Festhalten der Vorgängerkante Ps[v], über den ein kürzester Weg zu einem Knoten vführt, kann neben den Wegkosten au
h der tatsä
hli
he Wegverlauf ermittelt werden. Die P�egedieser Information ändert ni
hts an der asymptotis
hen Laufzeit.Beim Entfernen eines Knotens vmin aus Q gilt folgende Invariante: Für alle Knoten, die ei-ne geringere Entfernung zum Ziel haben als vmin, ist der kürzeste Weg bereits bere
hnet. Daherkann man si
h die Arbeitsweise des Algorithmus derart vorstellen, dass um den Startknoten her-um ein Su
hhorizont aufgebaut und ausgeweitet wird, bis der Zielknoten errei
ht wird oder alleerrei
hbaren Knoten betra
htet wurden.Wir geben im Anhang A auf Seite 40 den Algorithmus für den Fall STSP als Pseudo
ode an.2.2.2 KomplexitätDie Laufzeit beträgt für allgemeine Graphen O(|E|+ |V | log |V |) ∼= O(n log n), wenn für die Priori-tätswartes
hlange ein Fibona

i-Heap verwendet wird und der Graph als Array von Adjazenzlistenvorliegt. Für eine weitergehende Analyse verweisen wir auf [CLRS01℄.Die Vorgänger- und Kostenvektoren benötigen O(|V |) Spei
her. Die Prioritätswartes
hlan-ge kann ebenfalls maximal |V | Knoten enthalten. Dasselbe gilt für die Kantenanzahl im kür-zesten Weg P . Demna
h beläuft si
h der Spei
heraufwand für den Algorithmus von Dijkstra auf
O(|V |) ∼= O(n).2.2.3 Zugri� auf den GraphenFür gewöhnli
h liegt ein dünner Graph als Array von Adjazenzlisten im Arbeitsspei
her der Anwen-dung. Das ermögli
ht einerseits einen Spei
heraufwand von O(|V |+ |E|) ∼= O(n) und andererseitseine e�ziente Ausführung des Algorithmus von Dijkstra.Da bei uns au
h Fälle auftreten werden, wo der Graph erst bei der Ausführung des Algorithmuserzeugt wird (siehe Abs
hnitt 2.4), mö
hten wir bereits hier untersu
hen, auf wel
he Art und Weiseauf den Graphen zugegri�en wird. Bei einer �faulen� Erzeugung des Graphen müssen wir nämli
hmindestens diesen Umfang an Zugri�smethoden zur Verfügung stellen.Wir beziehen uns dabei auf den Pseudo
ode des Algorithmus im Anhang A auf Seite 40.Dort sind die hier angegebenen Zugri�soperationen unterstri
hen. Wenn ni
ht anders angegeben,streben wir eine Laufzeit von O(1) für jede der folgenden Zugri�soperationen an:Abfrage auf Glei
hheit zweier Knoten bzw. Kanten Wir gehen davon aus, dass der Testauf Glei
hheit für Knoten bzw. Kanten kein Zusatzwissen erfordert und z.B. generis
h dur
heinen einfa
hen Zeiger-Verglei
h realisiert werden kann.



2.3 Bes
hleunigungste
hniken 5Alle ausgehenden Kanten (Zeile 30): out(vmin) in Laufzeit O(|out(vmin)|) (O(1) pro Kante)Start- bzw. Zielknoten einer Kante (Zeilen 24 bzw. 31): source(e) bzw. target(eneu)Kosten einer Kante (Zeile 32): c(eneu)Man bea
hte, dass wir innerhalb der äuÿeren S
hleife beim Algorithmus von Dijkstra keineSi
ht auf die gesamte Knotenmenge V benötigen. Die Initialisierung von Cs und Ps in Zeile 2iteriert jedo
h über alle Knoten. Bei einer realen Implementation verzi
hten wir auf diese Iteration:Statt dessen verwenden wir für Cs und Ps eine Wörterbu
h-Datenstruktur, die anfangs leer ist.Bei der Abarbeitung des Algorithmus prüfen wir beispielsweise für die Abfrage von Cs[v], ob vim Wörterbu
h Cs enthalten ist. Wenn ni
ht, bedeutet das Cs[v] = ∞. Eine Zuweisung einesWerts an Cs[v] kann eine Einfüge- oder eine Aktualisierungs-Operation im Wörterbu
h na
h si
hziehen. Entspre
hend gehen wir für Ps vor. Um die asymptotis
he Laufzeit ni
ht zu verändern,emp�ehlt si
h hier die Benutzung einer Hash-Tabelle mit amortisierter Laufzeit von O(1) für dieOperationen Abfrage und Aktualisierung [CLRS01℄.Es genügt also, die vier oben angegebenen Operationen zu de�nieren, damit der Algorithmusvon Dijkstra angewendet werden kann. Die Bes
hränkung der Laufzeit dieser Operationen istso gewählt, dass die Laufzeit des Dijkstra-Algorithmus im Verglei
h zur Anwendung auf einemeinfa
hen Graphen ni
ht verändert wird.2.3 Bes
hleunigungste
hniken2.3.1 Überbli
kIn [WW05℄ werden fünf Verfahren vorgestellt, mit denen die Laufzeit des Algorithmus von Dijk-stra vor allem auf Straÿengraphen reduziert werden kann. Ein weiterer, neuerer Ansatz ist in[SS05℄ zu �nden. Vor kurzem wurde die Kombination zweier in [WW05℄ vorgestellter Te
hnikenuntersu
ht [GKW05℄. Wir werden diese Verfahren kurz skizzieren.Bigeri
htete Su
he Die bigeri
htete Su
he (bidire
tional sear
h) [Poh69℄ benutzt ni
ht nurden Start-, sondern au
h den Zielknoten als Ausgangspunkt der Su
he. Hier werden zwei Priori-tätswartes
hlangen benötigt, auÿerdem ist das Abbru
h-Kriterium etwas komplizierter. Dadur
hlässt si
h die Anzahl der betra
hteten Knoten in der Praxis etwa halbieren, wenn Start- und Ziel-knoten im Graphen nah beieinander liegen. Diese Bes
hleunigungste
hnik benötigt keine weiterenInformationen über den Graph.Zielgeri
htete Su
he Die zielgeri
htete Su
he oder A∗-Su
he (goal-dire
ted sear
h) [HNR68℄fügt jedem Knoten ein Potential hinzu. Das Potential �ieÿt bei der Bere
hnung der Position desKnotens in der Prioritätswartes
hlange mit ein. Dadur
h werden Knoten mit einem geringeren Po-tential eher betra
htet, was zu einer �Faltung� des Su
hraums in Ri
htung Ziel führt. Das Potentialkann aus einem Layout des Graphen in der Ebene oder dur
h eine vorangehende Vorbere
hnungs-phase gewonnen werden.Aufteilung in Ebenen Bei der Aufteilung in Ebenen (multi-level approa
h) [Hol03℄ werden dieKnoten des Graphen iterativ auf mehrere Ebenen verteilt. Zusätzli
h werden Abkürzungskanteninnerhalb der Ebenen eingefügt, die freili
h ni
hts an der Länge der kürzesten Wege ändern. Derkürzeste Weg innerhalb einer Ebene kann jedo
h mit Hilfe dieser Kanten bere
hnet werden, ohnedie Ebene zu verlassen. Man unters
heidet jetzt bei den Kanten drei Typen: Aufwärts-, Abwärts-und Ebenen-Kante. Es kann e�zient ents
hieden werden, ob eine Aufwärts- bzw. Abwärts-Kanteüberhaupt betra
htet werden muss.



6 2 DER ALGORITHMUS VON DIJKSTRARouting basierend auf Rei
hweite Beim Routing basierend auf Rei
hweite (rea
h-based rou-ting) [Gut04℄ werden �zentral gelegene Knoten� bevorzugt. Ein Knoten wird als zentral angesehen,wenn es lange kürzeste Pfade gibt, bei denen dieser Knoten nah bei der Mitte des Pfades liegt.Bei der Ausführung des Algorithmus von Dijkstra können Knoten ignoriert werden, wenn sieni
ht �zentral genug� liegen. Für diese Te
hnik ist eine aufwändige Vorbere
hnung in Form einermodi�zierten APSP-Su
he notwendig.Kantenmarkierungen Die Kantenmarkierungen (edge labels) bes
hleunigen die Su
he da-dur
h, dass in einer Vorbere
hnungsphase zu jeder Kante die Knoten ermittelt werden, zu denender kürzeste Weg vom Startknoten der Kante über diese Kante führt. Dabei genügt das Festhal-ten einer Obermenge, beispielsweise die Angabe des kleinsten ums
hlieÿenden Re
hte
ks [WW03℄oder bei vorhergehender Partitionierung des Graphen die Angabe der Partitionen als Bitvektor[S
h05b℄. Diese Menge nennen wir Zielmenge der Kante. Eine Kante brau
ht ni
ht betra
htet zuwerden, wenn der Zielknoten ni
ht in der Zielmenge liegt: In diesem Fall kann der kürzeste Wegsi
her ni
ht über diese Kante führen.Autobahn-Hierar
hien Die in [SS05, S
h05a℄ vorgestellten Autobahn-Hierar
hien (highwayhierar
hies) benötigen ebenfalls eine Vorverarbeitungsphase in Linearzeit. Darin werden mit Hilfeeines einfa
hen Kriteriums �wi
htige� Kanten ermittelt. Der aus wi
htigen Kanten bestehendeTeilgraph kann vereinfa
ht werden. Ähnli
h wie bei der Aufteilung in Ebenen kann dieser Prozessrekursiv fortgesetzt werden. Auf der so gewonnenen Graphen-Hierar
hie wird eine Modi�kationdes bidirektionalen Algorithmus von Dijkstra angesetzt.Kombination von zielgeri
hteter und Rei
hweiten-Su
he In [GKW05℄ wurde die zielge-ri
htete Su
he (in der Variante mit Vorbere
hnung des Potentials) mit dem Routing basierend aufRei
hweite kombiniert (�Rea
h for A∗�). Der Aufwand der Vorverarbeitung bei der zielgeri
htetenSu
he wurde ebenfalls auf Linearzeit reduziert.2.3.2 Kombination von Bes
hleunigungste
hnikenIn [WW05℄ wird diskutiert, inwiefern si
h Bes
hleunigungste
hniken kombinieren lassen. O�enbarlassen si
h die ersten fünf der oben erwähnten Bes
hleunigungste
hniken mit mehr oder wenigerAufwand paarweise kombinieren. Beispiele für Kombinationen von Verfahren sind die Autobahn-Hierar
hien (bei denen ein neuer Ansatz mit einem bekannten kombiniert wird) und �Rea
h for A∗�(wo zwei bekannte Verfahren kombiniert und verbessert werden). Dabei s
heinen die kombiniertenVerfahren sehr viel e�zienter zu sein als die jeweiligen Bes
hleunigungste
hniken für si
h.2.3.3 Zugri� auf den GraphenZusätzli
h zu den vom Algorithmus von Dijkstra benötigten Zugri�soperationen müssen bei denvers
hiedenen Bes
hleunigungste
hniken die folgenden Informationen e�zient abgefragt werdenkönnen:Alle eingehenden Kanten Bei der bigeri
hteten Su
he wird der Weg rü
kwärts ausgehend vomZielknoten betra
htet. Daher benötigen wir hier zusätzli
h eine Bere
hnung der eingehendenKanten in(v) zu einem Knoten v in Laufzeit O(|in(v)|).Knoten- und Kantenattribute Wenn Attribute zu Knoten oder Kanten verwaltet werden, wiedas z.B. bei der zielgeri
hteten Su
he der Fall ist, müssen diese Attribute in jeweils O(1)Laufzeit na
hges
hlagen werden können.Konstruktion des Graphen Genügt die einges
hränkte lokale Si
ht auf den Graphen ni
ht,kann mit einer einfa
hen Tiefensu
he der gesamte Graph konstruiert und somit jegli
heForm der Vorverarbeitung realisiert werden. Die Tiefensu
he benötigt O(|V |+ |E|) ∼= O(n)Laufzeit und Spei
her, was ni
ht teurer ist als jede tiefer gehende Vorverarbeitung.



2.4 Vorgehensweisen zur Berü
ksi
htigung von Abbiege- und Wegeverboten 72.4 Vorgehensweisen zur Berü
ksi
htigung von Abbiege- und Wege-verbotenFür die Berü
ksi
htigung von Wegeverboten bei der Su
he na
h dem kürzesten Weg sind vers
hie-dene Vorgehensweisen denkbar:1. Dynamis
h: Anpassung des Algorithmus, so dass nur no
h Wege betra
htet werden, die keineverbotenen Teilwege enthalten.2. Statis
h: Informationserhaltende Umwandlung des Graphen mit Wegeverboten in einen Ar-beitsgraphen ohne Wegeverbote, auf dem der unveränderte Algorithmus arbeiten kann. DieUmwandlung kann dabei� o�-line dur
h vorherige Bere
hnung� on-line während der Abarbeitung des Algorithmusges
hehen.Die Begri�e �dynamis
h� und �statis
h� haben wir aus [S
h00℄ übernommen. Die Wahl der Be-gri�e kann damit erkärt werden, dass bei statis
hen Verfahren die Abbiegeverbote bereits (statis
h)in den Graphen eingearbeitet sind und somit ni
ht mehr betra
htet werden müssen, auÿerdembleibt der Kürzeste-Wege-Algorithmus unverändert (also au
h statis
h). Dynamis
he Verfahrensind der Gegensatz zu statis
hen Verfahren, da der Algorithmus modi�ziert wird und während derAbarbeitung auf die Abbiegeverbote zugreift.Der Zeitpunkt der Konstruktion des Graphen wird mit �on-line� bzw. �o�-line� angegeben. Die-se Begri�e werden in einer ähnli
hen Bedeutung bei Ents
heidungsverfahren verwendet [MR95℄:On-line-Verfahren erhalten die Anfragen stü
kweise und müssen na
h jeder Anfrage separat ent-s
heiden, während o�-line-Verfahren vor ihrer Ents
heidung die gesamte Anfrage zu sehen be-kommen. Bei uns heiÿt o�-line, dass das Verfahren dur
h Vorbere
hnung des Graphen auf allemögli
hen Anfragen �vorbereitet� wird. On-line bedeutet, dass bei jeder Anfrage �neu ents
hieden�werden muss.Wir werden sowohl dynamis
he als au
h statis
he Verfahren vorstellen. Der klare Vorteil einesstatis
hen Verfahrens liegt darin, dass der Anpassungsaufwand vorhandener Implementationenvon Kürzeste-Wege-Algorithmen sehr gering ist. Der Idealfall wäre ein statis
hes Verfahren, dasauf viele vorhandene Implementationen ohne Anpassungsaufwand aufgesetzt werden kann. Wirwerden versu
hen, diesem Ideal so nahe wie mögli
h zu kommen.Um ein statis
hes on-line-Verfahren zu realisieren, auf den der Algorithmus von Dijkstra auf-gesetzt werden kann, müssen die in Unterabs
hnitt 2.2.3 aufgelisteten Zugri�soperationen de�niertund e�zient ausführbar sein. Für die Bes
hleunigungste
hniken müssen zusätzli
h die jeweils benö-tigten Zugri�soperationen aus Unterabs
hnitt 2.3.3 erklärt sein. Zu jedem on-line-Verfahren, dasdie �Dijkstra-Operationen� de�niert, kann generis
h das zugehörige o�-line-Verfahren erzeugtwerden kann, indem der Arbeitsgraph per Tiefensu
he konstruiert wird.Die on-line-Verfahren gegenüber den o�-line-Verfahren den Vorteil, dass bei Änderungen amGraphen oder an den Abbiegeverboten keine vorbere
hnete redundante Datenstruktur aktualisiertwerden muss. Ein Na
hteil von on-line-Verfahren ist, dass die Su
he länger dauern kann, wenn die�Dijkstra-Operationen� auf dem Arbeitsgraphen laufzeitintensiv sind. Dabei geht es allerdingsnur um konstante Faktoren, da wir die asymptotis
he Komplexität der Zugri�soperationen be-s
hränkt haben. Wir werden bei den beiden vorgestellten statis
hen Verfahren immer glei
h dieon-line-Variante angeben, um die Wahlfreiheit zwis
hen on-line und o�-line zu bewahren.3 MSTSP: Mehrere Start- und Zielknoten beim STSPWir mö
hten an dieser Stelle vorwegnehmen, dass das oben erwähnte Idealziel eines statis
henVerfahrens nur errei
ht werden kann, wenn erhebli
he Abstri
he bei der Laufzeit und bei der Gröÿe



8 3 MSTSP: MEHRERE START- UND ZIELKNOTEN BEIM STSP
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Abbildung 1: Beispiel für die statis
he Transformation eines Graphen zur Lösung des MSTSPdes verwendeten Arbeitsspei
hers hingenommen werden. Ein Problem aller on-line-Verfahren ist,dass Start- und Zielknoten ni
ht mehr eindeutig festgelegt sind.Das Problem MSTSP (Mehrfa
h-STSP) de�nieren wir wie folgt: Gegeben seien eine Startkno-tenmenge Vs und eine Zielknotenmenge Vt. Unter allen Wegen, die einen Knoten aus Vs mit einemKnoten aus Vt verbinden, ist der kürzeste gesu
ht.Die Lösung dieses Problems kann sowohl dur
h statis
he Änderung des Graphen als au
hdur
h dynamis
he Anpassung des Algorithmus erfolgen. Wir werden beide Ansätze skizzieren undbewerten.3.1 Allgemeiner statis
her Ansatz3.1.1 Bes
hreibungZu einem Graphen G(V, E, c), einer Startknotenmenge Vs und einer Zielknotenmenge Vt de�nierenwir einen modi�zierten Graphen GX(VX , EX , cX) wie folgt:� VX := V ⊎ {vs, vt}: Wir erzeugen zwei Dummy-Knoten, je einen für Start und Ziel.� EX := E∪{(vs, v) : v ∈ Vs}∪{(v, vt) : v ∈ Vt}: Für jeden Knoten aus der Startknotenmengede�nieren wir eine Kante von vs zu diesem Knoten, analog symmetris
h für vt.� cX(e) :=

{

c(e) : e ∈ E
0 : sonst : Die Kosten der neuen Kanten betragen Null, sonst ändert si
hni
hts.Abbildung 1 zeigt ein Beispiel. Die in Frage kommenden Start- bzw. Zielknoten sind voneiner gestri
helten Linie umgeben. Die bei der Transformation neu hinzugekommenen Knoten undKanten sind mit gepunkteten Linien dargestellt.3.1.2 KorrektheitFür jeden gültigen Pfad PX = 〈e1, . . . , en〉 in GX von vs zu vt gilt dabei target(e1) ∈ Vs und

source(en) ∈ Vt. Man bea
hte, dass die Knoten vs und vt nur als Start- oder Zielknoten im Pfadvorkommen können. Es ist nämli
h in(vs) = ∅, somit kann es keine Kante ei mit target(e) = vsgeben. Entspre
hendes gilt symmetris
h für vt.Somit kann mit P := 〈e2, . . . , en−1〉 jedem gültigen Pfad in GX zwis
hen vs und vt ein gültigerPfad in G zugeordnet werden, der nur Knoten aus V und also nur Kanten aus E enthält. Pverbindet einen Knoten aus Vs mit einem Knoten aus Vt. Umgekehrt kann jeder gültige Pfad Pzwis
hen einem Knoten aus Vs und einem Knoten aus Vt zu einem Pfad PX zwis
hen vs und vterweitert werden. Alle Pfade zwis
hen vs und vt in GX erzeugen also genau alle Pfade zwis
henallen Knotenpaaren aus Vs × Vt.Für einen Pfad PX zwis
hen vs und vt und für den entspre
henden Pfad P gilt cX(PX) = c(P ).Also erzeugt der kürzeste Pfad zwis
hen vs und vt in GX den kürzesten Pfad zwis
hen allen Paarenaus Vs und Vt in G. �



3.2 Dynamis
her Ansatz für den Algorithmus von Dijkstra 93.1.3 KomplexitätBei der Transformation kommen zwei neue Knoten und |Vs|+ |Vt| neue Kanten hinzu. Für unserenAnwendungsfall bei dünnen Graphen sind Start- und Zielknotenmenge �klein�, also in der Gröÿen-ordnung von O(1). Demna
h lässt si
h die Transformation mit konstantem Aufwand dur
hführen.Die on-line-Transformation ist ebenfalls mögli
h. Dazu muss ledigli
h die Aufzählung der Start-und der Test auf Enthaltensein in der Zielknotenmenge e�zient implementiert sein. Wie wir spä-ter sehen werden, entspre
hen bei unserem Anwendungsfall alle Knoten aus der Start- bzw. Ziel-knotenmenge im Arbeitsgraphen jeweils genau einem Knoten im Ausgangsgraphen, so dass dieAufzählugn und der Test e�zient realisierbar sein sollten.3.1.4 Verträgli
hkeit mit Bes
hleunigungste
hnikenDie Transformation muss für jede Su
hanfrage separat ges
hehen. Das emp�ehlt si
h selbst dann,wenn die mögli
hen Start- und Zielknotenmengen vorher bekannt sind: Die Verwaltung dieserKnoten während der gesamten Lebensdauer des Graphen ist nur unnötiger Ballast. Das bringtjedo
h eine kleine Eins
hränkung bei der Verwendung mit Bes
hleunigungste
hniken mit si
h:Man
he dieser Te
hniken erwarten bestimmte Attribute bei Knoten oder Kanten, die bei densynthetisierten Knoten und Kanten natürli
h ni
ht da sind. Diese Attribute werden bei den meistDijkstra-basierten Algorithmen verwendet, um zu ents
heiden, ob eine Kante besu
ht bzw. einKnoten in die Prioritätswartes
hlange aufgenommen werden soll.Unsere Dummy-Knoten und -Kanten sollen aber auf jeden Fall besu
ht werden dürfen. Al-so müssen die Bes
hleunigungste
hniken für die Verwendbarkeit mit der statis
hen Lösung desMSTSP dahingehend erweitert werden, dass das Fehlen von Knoten- oder Kantenattributen er-laubt ist und dazu führt, dass der Knoten oder die Kante in jedem Fall betra
htet werden.Allerdings können ni
ht alle Bes
hleunigungste
hniken mit dem Fehlen von Attributwertenzufrieden gestellt werden. Beispielsweise werden bei der zielgeri
hteten Su
he explizit die Koordi-naten des Zielknotens abgefragt, und die Su
he wird daran ausgeri
htet. Fehlen die Koordinaten,ist diese Bes
hleunigungste
hnik wirklungslos. Da für die von uns betra
hteten on-line-Verfahrenzur Berü
ksi
htigung der Abbiegeverbote gilt, dass die Start- und Zielknotenmengen im Arbeits-graphen jeweils einem Knoten im Ausgangsgraphen entspre
hen, können allen Knoten aus Vsbzw. Vt die glei
hen Koordinaten zugeordnet werden, die jeweils au
h für unsere Dummy-Knotenübernommen werden können.Obige Ausführungen sollen nur als Beispiel dafür dienen, dass für vers
hiedene Bes
hleuni-gungste
hniken unter Umständen vers
hiedene Strategien notwendig sind, um das Fehlen vonAttributen zu kompensieren.3.2 Dynamis
her Ansatz für den Algorithmus von Dijkstra3.2.1 Bes
hreibungDur
h eine lei
hte Anpassung kann der Algorithmus von Dijkstra das MSTSP lösen, ohne denGraphen zu transformieren. Dazu müssen nur die Zeilen 5 und 20 angepasst werden. Bei der Ini-tialisierung von Q und Cs wird nunmehr die gesamte Startknotenmenge in die Wartes
hlangeaufgenommen und Cs für jeden Knoten aus der Startknotenmenge auf Null zurü
kgesetzt. Der Al-gorithmus bri
ht ab, wenn der aus der Wartes
hlange entnommene Knoten in der Zielknotenmengeenthalten ist.Im Anhang A ist auf Seite 41 der Pseudo
ode des angepassten Algorithmus dargestellt. DieÄnderungen im Verglei
h zum Standard-Algorithmus sind hellblau hervorgehoben.3.2.2 KorrektheitWir betra
hten, wie der Standard-Algorithmus auf dem modi�zierten Graphen aus Abs
hnitt 3.1abläuft. Im ersten S
hritt wird vs aus der Prioritätswartes
hlange entnommen. Der Knoten vs istni
ht Zielknoten, also werden alle Na
hfolger von vs (nämli
h die Knoten aus Vs) zur Wartes
hlange



10 4 BERÜCKSICHTIGUNG VON ABBIEGEVERBOTEN BEIM STSPhinzugefügt. Da jede Kante von vs zu einem Knoten aus Vs Kosten Null hat, haben die neuhinzugefügten Einträge zur Prioritätswartes
hlange au
h Kosten Null. Dieser Zustand entspri
htgenau dem, der na
h Ausführung von Zeile 5 bei unserem modi�zierten Algorithmus entsteht.Wird ein Knoten v aus Vt aus der Prioritätswartes
hlange entnommen, ist au
h er ni
ht Ziel-knoten. Alle Na
hfolger von v, darunter au
h vt, werden der Prioritätswartes
hlange hinzugefügt.Der Knoten vt erhält dabei dieselben Kosten wie v. In einem der nä
hsten S
hritte wird vt ent-nommen. Im Verglei
h dazu bri
ht unser modi�zierter Algorithmus bereits ab, wenn v aus derPrioritätswartes
hlange entfernt wird. Die Länge des so ermittelten kürzesten Wegs ändert si
hni
ht: Die beim MSTSP ermittelten Wegkosten zu vt entspre
hen wegen cX((v, vt)) = 0 genau denWegkosten zu v.Folgli
h entspri
ht die Ausführung unseres modi�zierten Algorithmus auf dem unverändertenGraphen genau der Ausführung des Original-Algorithmus auf dem um Start- und Zielknoten er-weiterten Graphen. Also kann das MSTSP au
h mit Hilfe der bes
hriebenen Modi�kation gelöstwerden. �3.2.3 KomplexitätÄhnli
h wie bei der statis
hen Variante müssen au
h hier die Aufzählung von Vs und der Testauf Enthaltensein in Vt e�zient ausführbar sein. Ansonsten ändert si
h ni
hts am asymptotis
henAufwand des Algorithmus.3.2.4 Anpassung eines gegebenen Algorithmus an das MSTSPBei einer praktis
hen Anwendung wird es darum gehen, eine bes
hleunigte Variante des Algorith-mus von Dijkstra zu erweitern, so dass das MSTSP gelöst wird. Vom Prinzip her wird dieseErweiterung genauso aussehen wie die hier bes
hriebene Erweiterung: Anpassung der Initialisie-rung und des Abbru
hkriteriums. Dabei können Probleme auftreten, beispielsweise muss bei derbidirektionalen Su
he das kompliziertere Abbru
hkriterium speziell an die nun vorhandenen Start-und Zielknotenmengen angepasst werden. Ferner arbeiten man
he Bes
hleunigungste
hniken wiedie zielgeri
htete Su
he in Ri
htung eines konkreten Ziels. Zu prüfen wäre, ob diese jeweils au
han mehrere Ziele angepasst werden können.4 Berü
ksi
htigung von Abbiegeverboten beim STSPIn diesem Abs
hnitt stellen wir vier Verfahren der Kürzesten-Wege-Su
he unter Berü
ksi
htigungvon Abbiegeverboten vor. Als Erstes stellen wir ein älteres statis
hes Verfahren vor. Wir zeigendana
h zwei dynamis
he Verfahren und s
hlieÿen mit einer Variante des in [S
h00℄ vorgestelltenstatis
hen Knotensplittings ab. Beginnen werden wir wieder mit Begri�sde�nitionen.4.1 FormalesWir bezei
hnen T ⊂ E × E als die Menge der Abbiegeverbote: Für (e0, e1) ∈ T ist das Betretender Kante e1 ni
ht gestattet, wenn direkt vorher die Kante e0 dur
hlaufen wurde. e0 heiÿt Ver-botseingangskante (kurz: Verbotseingang), e1 ist die Verbotsausgangskante (kurz: Verbotsausgang)des Abbiegeverbots. Für (e0, e1) ∈ T gilt stets target(e0) = source(e1).Zusätzli
h de�nieren wir zur Vereinfa
hung der Notation folgende Funktionen:� Menge der verbotenen Ausgangs- und Eingangskanten: Für alle Kanten e ∈ E de�nieren wireine Funktion forbiddenT : E → 2E mit forbiddenT (e) := {e′ ∈ E : (e, e′) ∈ T }. Analogde�nieren wir forbidden−1
T : E → 2E mit forbidden−1

T (e) := {e′ ∈ E : (e′, e) ∈ T }. Ist Taus dem Kontext ersi
htli
h, lassen wir den Index weg. Die Funktionen werden auf natürli
heWeise auf Kantenmengen erweitert.



4.2 Kantenaufnahme 11� Menge der erlaubten Ausgangs- und Eingangskanten: Für alle Kanten e ∈ E de�nierenwir eine Funktion allowedT : E → 2E mit allowedT (e) := out(target(e)) \ forbiddenT (e).Symmetris
h dazu de�nieren wir allowed−1
T : E → 2E mit allowed−1

T (e) := in(source(e))\
forbidden−1

T (e). Ist T aus dem Kontext ersi
htli
h, lassen wir den Index wieder weg. DieFunktionen werden ebenfalls auf natürli
he Weise auf Kantenmengen erweitert.4.2 Kantenaufnahme4.2.1 Bes
hreibungAls erstes statis
hes (den Algorithmus ni
ht veränderndes) Verfahren mö
hten wir die Kürzeste-Wege-Su
he mit Kantenaufnahme vorstellen. Dieses Verfahren wurde zuerst in [SB77℄ vorgestellt.Obwohl es in [S
h00℄ als dynamis
hes Verfahren bes
hrieben wird, mö
hten wir hier eine statis
heSi
htweise zeigen.Bei diesem Verfahren wird die STSP-Su
hanfrage zu einem Graphen mit Abbiegeverboten ineine MSTSP-Su
hanfrage auf einem Arbeitsgraphen ohne Abbiegeverbote umgeformt, indem dieKanten des Ausgangsgraphen zu Knoten im Arbeitsgraphen werden:� GE(E, L, d): Arbeitsgraph mit Knotenmenge E, Kantenmenge L und Kostenfunktion d :
L→ R+.� Knotenmenge E: Die Kanten des Ausgangsgraphen sind jetzt die Knoten unseres Ar-beitsgraphen.� Kantenmenge L := {(e0, e1) ∈ E × E : target(e0) = source(e1)} \ T : Sie enthält alleKantenpaare des Ausgangsgraphen, die einen Pfad bilden, auÿer die dur
h ein Abbie-geverbot verbotenen Kantenpaare.� Kostenfunktion d((e0, e1)) := c(e0).� Es, Et: Start- und Zielknotenmengen im Arbeitsgraphen. Wir wählen Es := out(vs) undbestimmen eine mögli
hst kleine Menge Et ⊆ out(vt) derart, dass allowed−1(Et) = in(vt) ist.Die Menge Et ist wohlde�niert, da wir für jede Kante gefordert haben, dass sie betreten undverlassen werden kann: Zumindest für Et = out(vt) gilt allowed−1(Et) = in(vt). Die Mengen
Es und Et sind ni
htleer, da wir für unsere Graphen starken Zusammenhang gefordert haben.Die Verwendung eines beliebigen Elements aus out(vt) als Zielknoten kann zu einer fehler-haften Abbildung führen: Die Kante könnte Verbotsausgang eines Abbiegeverbots sein, dasgenau die Kante als Verbotseingang hat, über die der kürzeste Weg den Knoten vt errei
ht.Gibt es jedo
h eine Kante et mit forbidden−1(et) = ∅, können wir Et := {et} wählen.Abbildung 2 zeigt ein Beispiel für die Transformation eines Graphen. Der Ausgangsgraphist stark zusammenhängend und enthält ein Abbiegeverbot (e0, e5). Das Abbiegeverbot spiegeltsi
h im Arbeitsgraphen als Fehlen einer Kante zwis
hen e0 und e5 wieder. Die Kantenkostenwurden im Arbeitsgraphen aus Gründen der Übersi
htli
hkeit ni
ht angegeben. Die Knoten v0bis v5 (mit gepunkteten Linien) sind nur zur Orientierung angegeben und ni
ht Bestandteil desArbeitsgraphen.4.2.2 KorrektheitMan sieht lei
ht, dass diese Umformung das Gewüns
hte errei
ht. Jeder gültige Pfad PE =

〈l1, . . . , ln〉 in GE entspri
ht eindeutig einem Pfad ohne Abbiegeverbote P = 〈e1, . . . , en〉 in G: Wirwählen ei := source(li) für alle i ∈ {1, . . . , n}. Gilt zusätzli
h source(l1) ∈ Es und target(ln) ∈ Et,dann gilt au
h source(e1) = vs und target(en) = vt.Sei i beliebig aus {1, . . . , n−1}. Wir zeigen zunä
hst, dass li = (ei, ei+1) gilt. Da per De�nition
source(li) = ei gilt, genügt zu zeigen, dass target(li) = ei+1 ist:

PE ist gültig ⇔ target(li) = source(li+1) Gültigkeit eines Pfads
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v0 v1

v2

v3 v4

Ausgangsgraph G(V, E, c)

→e 0
: 2, ///e 5

←e 1
: 3 ←e

2 : 4
→e
3 : 5←e

4 : 6 →e 5
: 7→

e6: 8

→e
7 :9

→e 0

←e 1

←e
2

→e
3

←e
4

→e 5

→
e6

→e
7

Arbeitsgraph GE(E, L, d)

v0 v1

v2

v3 v4

←e
2

Abbildung 2: Beispiel für die Transformation eines Graphen bei der Kantenaufnahme
⇔ target(li) = ei+1 De�nition von PDer Pfad P ist gültig, da target(ei) = source(ei+1) ist. Er enthält keine Abbiegeverbote, da

(ei, ei+1) /∈ T gilt. Beides ergibt si
h sofort aus (ei, ei+1) = li ∈ L und der De�nition von L.Für die Start- und Zielknoten von PE gilt Folgendes:
source(l1) ∈ Es ⇔ source(l1) ∈ out(vs) De�nition von Es

⇔ e1 ∈ out(vs) De�nition von l1

⇔ source(e1) = vs De�nition von out

target(ln) ∈ Et ⇒ target(ln) ∈ out(vt) Et ⊆ out(vt) (†)
⇔ source(target(ln)) = vt De�nition von out

⇔ target(source(ln)) = vt De�nition von L

⇔ target(en) = vt De�nition von lnFür die Kosten der Pfade gilt:
d(PE) =

n
∑

i=1

d(li) De�nition Pfadkosten
=

n
∑

i=1

c(ei) De�nition d

= c(P ) De�nition Pfadkosten



4.2 Kantenaufnahme 13Umgekehrt existiert zu jedem gültigen Pfad P in G, der keine Abbiegeverbote enthält, (min-destens) ein entspre
hender glei
hlanger Pfad PE in GE . Die Konstruktion verläuft analog � wirwählen li := (ei, ei+1) für i < n und ln := (en, et) mit et beliebig aus Et ∩ allowed(en). UnsereWahl von et ist immer mögli
h: Andernfalls gälte au
h en /∈ allowed−1(Et), was wegen en ∈ in(vn)der De�nition von Et widerspri
ht. Der Korrektheitsna
hweis für die Rü
kri
htung sieht ähnli
haus, wir verzi
hten hier auf dessen Darstellung.Damit ist gezeigt, dass jeder Pfad in GE von einem der Knoten aus Es zu einem der Knotenaus Et einem Pfad in G von vs na
h vt ohne Abbiegeverbote entspri
ht, ferner dass zu jedem Pfadin G ohne Abbiegeverbote ein entspre
hender Pfad in GE existiert und dass die Pfadkosten jeweilsglei
h sind. Ein kürzester Weg in GE zwis
hen allen Paaren von Start- und Zielknoten entspri
htalso einem kürzesten Weg in G unter Berü
ksi
htigung der Abbiegeverbote. Wir können alsojeden Kürzeste-Wege-Algorithmus zwis
hen Knotenpaaren benutzen, um die Anfrage na
h demkürzesten Weg unter Berü
ksi
htigung der Abbiegeverbote zu beantworten. �Im Übrigen ist die Pfad-Transformation bis auf die Wahl der Kante ln in Glei
hung (†) ein-eindeutig. Bei der Abbildung eines gegebenen Pfads in G auf einen Pfad in GE gilt für ln stets
source(ln) = en, aber target(ln) ist unter Umständen ni
ht eindeutig bestimmt. Trotzdem beein-�usst das die Kosten d(PE) ni
ht, da die Pfadkosten unabhängig von target(ln) sind.Wir betra
hten erneut unser Beispiel in Abbildung 2. Der kürzeste Weg zwis
hen v0 und
v4 unter Berü
ksi
htigung der Abbiegeverbote ist hier 〈(v0, v2), (v2, v3), (v3, v4)〉 = 〈e0, e4, e6〉.Bei der Su
he des kürzesten Wegs im Arbeitsgraphen haben wir Es = {e0} und Et = {e7}als Start- bzw. Zielknotenmengen, die einzigen einfa
hen Wege zwis
hen (einem Knoten aus) Esund (einem Knoten aus) Et sind 〈(e0, e4), (e4, e6), (e6, e7)〉 und 〈(e0, e4), (e4, e3), (e3, e5), (e5, e7)〉.Dabei ist der letztgenannte Weg teurer. Die Rü
ktransformation des erstgenannten Wegs mit
ei := source(li) liefert 〈e0, e4, e6〉 als kürzesten Weg im Ausgangsgraphen unter Berü
ksi
htigungder Abbiegeverbote.4.2.3 ImplementationUm eine e�ziente on-line-Implementation für dieses Verfahren zu erzeugen, müssen die in denUnterabs
hnitten 2.2.3 und 2.3.3 angegebenen Operationen e�zient ausführbar sein. Unter ande-rem muss die Funktion out auf GE e�zient bere
henbar sein. Das ist sie, wenn die Funktionen outfür G und forbidden e�zient ausgewertet werden können. Letztere kann als Array von kleinen Bit-vektoren implementiert werden, wenn wir für die Knoten in G einen bes
hränkten Ausgangsgradannehmen können � für Straÿengraphen ist das si
her gegeben. Entspre
hend können wir au
h dieanderen Zugri�soperationen in der geforderten Art und Weise realisieren.Für eine ausführli
here Diskussion zu diesem Thema, allerdings für ein anderes statis
hes Ver-fahren, verweisen wir auf den no
h folgenden Unterabs
hnitt 4.5.5.4.2.4 KomplexitätDer Graph GE enthält die Kanten von G als Knoten und Kantenpaare von G als Kanten. Fürdünne Graphen mit |E| = O(|V |) und mit bes
hränktem Knotengrad (wie das bei Straÿengraphender Fall ist) ist GE um einen konstanten Faktor gröÿer als G, verglei
he dazu Abs
hnitt 6.1. Es istalso zu erwarten, dass die Laufzeit um einen konstanten Faktor steigt. Wir werden das empiris
hüberprüfen.4.2.5 BewertungDie Transformation ist au
h für den on-line-Fall sehr einfa
h zu implementieren. Bestehende Al-gorithmen für das MSTSP können ohne Anpassung verwendet werden.Als Haupt-Na
hteil wirkt si
h der unnötig groÿe Arbeitsgraph aus, dessen Knotenanzahl ni
htvon der Anzahl der Abbiegeverbote abhängt. Ein weiterer Na
hteil ist die Notwendigkeit, mehrereStart- und Zielknoten verwalten zu müssen.



14 4 BERÜCKSICHTIGUNG VON ABBIEGEVERBOTEN BEIM STSP4.3 Mehrfa
he Knotenaufnahme4.3.1 MotivationDas Verfahren der Kantenaufnahme bläht den Arbeitsgraphen unnötig auf. Daher ist es sinnvoll,na
h knotenbasierten Verfahren zu su
hen, die den Su
hraum nur soweit wie unbedingt nowendigerweitern.Wir werden in diesem Abs
hnitt eine Abwandlung des Dijkstra-Algorithmus vorstellen, dieAbbiegeverbote berü
ksi
htigt � also ein dynamis
hes Verfahren. Der Algorithmus wurde in [S
h00℄skizziert, allerdings ni
ht vollständig ausgeführt. Der Name rührt daher, dass es bei einer dynami-s
hen Modi�kation des Algorithmus in der Tat notwendig sein kann, bestimmte Knoten mehrfa
hin die Prioritätswartes
hlange Q einzufügen, da sonst unter Umständen ni
ht der kürzeste Weggefunden wird.S
hmid erläutert in seiner Arbeit eine naive Abwandlung des Algorithmus von Dijkstra.Dort werden bei der Iteration über alle Ausgangskanten in Zeile 30 diejenigen Kanten einfa
hausgelassen, die Verbotsausgang der aktuellen Vorgängerkante sind. Ans
hlieÿend wird an einemeinfa
hen Beispiel illustriert, dass dieses naive Verfahren ni
ht immer den kürzesten Pfad �ndet:Beispielsweise können keine Pfade gefunden werden, die einen Knoten mehrfa
h besu
hen. Aberau
h bei unserem Beispiel in Anhang B ab Seite 44 �ndet die naive Abwandlung des Algorithmuskeinen Weg zwis
hen v1 und v4. Für eine ausführli
he Diskussion hierzu verweisen wir auf [S
h00℄.4.3.2 FormalesZur Vereinfa
hung der Bes
hreibung verwenden wir die folgenden Operationen aus der relationalenAlgebra [LL95℄:Selektion Sei M ⊆ X1 × X2 × . . . × Xn eine Menge von n-Tupeln, die mit (x1, x2, . . . , xn)bezei
hnet sind. Sei ferner f ein Prädikat, das einige Variablen x1, x2 bis xn als gebundeneVariablen enthält. Dann enthalte die Menge σf (M) ⊆ M die Elemente aus M , für die dasPrädikat f erfüllt ist, wenn die gebundenen Variablen dur
h die entspre
henden Tupel-Indizessubstituiert werden: σf (M) := {(x1, x2, . . . , xn) : f ist erfüllt}.Beispielsweise ist σr≥0 (R) = R+.Projektion Sei M ⊆ X1×X2× . . .×Xn wieder eine Menge von n-Tupeln, die mit (x1, x2, . . . , xn)bezei
hnet sind. Sei i1, . . . , ik (k ≤ n) eine Folge von paarweise vers
hiedenen Indizes mit
1 ≤ ij ≤ n. Dann soll πi1,...,ik

(M) ⊆ Xi1 × . . . × Xik
alle Tupel aus M mit den Indizes

i1, . . . , ik enthalten. Es gilt also πi1,...,ik
(M) = {(xi1 , . . . , xik

) : (x1, x2, . . . , xn) ∈M}.Es gilt zum Beispiel π2 (R× R+) = R+.4.3.3 Bes
hreibungDie Anpassung des Algorithmus besteht aus zwei Teilen. Zum einen wird die Wahl der betra
htetenFolgekanten einges
hränkt, dazu wird die Domäne der Prioritätswartes
hlange verändert. Zumzweiten verläuft die Aktualisierung der Prioritätswartes
hlange komplizierter. Die Zeilennummernbei der Bes
hreibung beziehen si
h auf den Pseudo
ode des Algorithmus im Anhang A auf Seite 42.Auswahl der zu betra
htenden Kanten Einen Knoten mehrfa
h in die Prioritätswarte-s
hlange aufzunehmen ma
ht nur dann Sinn, wenn dieser Knoten Startknoten eines Verbotsaus-gangs ist. In diesem Fall darf dieser Knoten über bestimmte Kanten ni
ht verlassen werden.Um bei der Abarbeitung eines Knotens vmin zu prüfen, über wel
he Kanten dieser verlassenweden darf, erweitern wir die Domäne der Prioritätswartes
hlange. Sie soll neben den Knoten au
hno
h die Liste der erlaubten Kanten spei
hern, über die der Knoten verlassen werden darf.Auÿerdem genügt jetzt das Vorgänger-Array Ps aus der Implementation ohne Abbiegeverboteni
ht mehr, um den kürzesten Weg zu rekonstruieren: Es kann für einen Knoten in Abhängigkeitvon der zu dur
hs
hreitenden Folgekante vers
hiedene Vorgängerkanten geben. Daher de�nieren



4.3 Mehrfa
he Knotenaufnahme 15wir jetzt Ps : E → E, so dass wir zu jeder Kante eindeutig die Vorgängerkante ermitteln können.Dadur
h wird au
h die Ermittlung des kürzesten Weges na
h erfolgrei
her Su
he lei
ht verändert.Entspre
hend benötigen wir bei jedem Eintrag in der Prioritätswartes
hlange die Information, aufwel
he Vorgängerkante si
h dieser Eintrag bezieht. Dazu erweitern wir wieder die Domäne derPrioritätswartes
hlange, so dass au
h die Vorgängerkante Bestandteil des Eintrags ist.Insgesamt erhalten wir Q ⊂ R+× (V ×2E×E). Die Tupel bezei
hnen wir mit q = (c, (v, A, e))mit entspre
hender Indizierung. Die Klammern dienen nur der Gruppierung, wir betra
hten dieElemente von Q als 4-Tupel und wenden die Projektions-Operation entspre
hend darauf an. Esgilt stets v = target(e) und A ⊆ out(v).In jedem S
hritt der Haupts
hleife entfernen wir ein Element qmin = (cmin, (vmin, Amin, emin))aus Q. Die Prüfung, über wel
he Ausgangskanten vmin verlassen werden darf, ges
hieht in Zeile 30des Algorithmus. Der Knoten darf nämli
h genau über die Kanten aus Amin verlassen werden, wiriterieren also eneu über alle Amin.Für den weiteren Verlauf halten wir die Menge der bereits abgearbeiteten Kanten Ebesucht fest.Bei jedem aus Q entfernten Eintrag setzen wir Ebesucht := Ebesucht ∪Amin.Sind wir am Ziel angelangt, ist die Vorgängerkante emin des zuletzt extrahierten Eintrags unsereAusgangskante für die Rü
kverfolgung. Wir setzen solange emin := P [emin], bis P [emin] auf nilverweist. Die so ermittelte Folge der emin ist unser kürzester Pfad in umgekehrter Reihenfolge derKanten.Aktualisierung der Prioritätswartes
hlange Damit das Entfernen eines Elements ausQ unddie Ermittlung der erlaubten Folgekanten so einfa
h erfolgen kann, muss im Gegenzug das Einfügenvon Einträgen in die Prioritätswartes
hlange mit einer gewissen Sorgfalt betrieben werden. Wirgeben im Folgenden eine detaillierte Bes
hreibung der Einfügeprozedur an.Dabei betra
hten wir eine Iteration der inneren S
hleife ab Zeile 30. Dort bestimmen wir,ob ausgehend von der Kante eneu ein Eintrag zur Prioritätswartes
hlange hinzugefügt wird undwel
he Kanten die Menge der erlaubten Ausgangskanten Aneu bei dem eventuell hinzugefügtenEintrag qneu = (cneu , (vneu , Aneu , eneu)) enthält. Es wird also im Voraus geprüft, wel
he Kanten inder Iteration der Haupts
hleife erlaubt sind, bei der qneu aus der Prioritätswartes
hlange entferntwird.Zunä
hst de�nieren wir für jeden Knoten vneu die Menge der zu diesem Knoten gehörendenEinträge aus Q:
Qvneu

:= σv=vneu
(Q).Die Menge Qvneu

wird in zwei disjunkte Mengen Q−vneu
und Q+

vneu
aufgeteilt, die jeweils dieElemente mit ni
ht höheren bzw. höheren Kosten als cneu enthalten:

Q−vneu
:= σc≤cneu

(Qvneu
)

Q+
vneu

:= σc>cneu
(Qvneu

) = Qvneu
\Q−vneuWir de�nieren drei Regeln, die angeben, wann das Verlassen des Knotens vneu = target(eneu)über eine Kante e untersagt ist:1. Die Kante e ist Verbotsausgang eines Abbiegeverbots, und die Vorgängerkante in qneu (also

eneu) ist Verbotseingang dieses Abbiegeverbots. In dem Fall darf e ni
ht betra
htet werden,da sonst eventuell ein kürzester Weg gefunden werden würde, der ein Abbiegeverbot enthält.Es muss also folgendes gelten:
e /∈ forbidden(eneu).2. Die Kante e kann mit geringeren Kosten errei
ht werden, weil ein Eintrag zu dem Knoten

vneu , bei dem das Verlassen über e erlaubt war, s
hon einmal aus der Prioritätswartes
hlange



16 4 BERÜCKSICHTIGUNG VON ABBIEGEVERBOTEN BEIM STSPentfernt wurde. Die erneute Betra
htung von e liefert keinen kürzeren Weg, da die Kantenge-wi
hte ni
htnegativ sind, und könnte auÿerdem zu einer Endloss
hleife führen. Wir fordernfolgli
h:
e /∈ Ebesucht .3. Die Kante e kann mit geringeren Kosten errei
ht werden, weil ein Eintrag zu dem Knoten

vneu , bei dem das Verlassen über e erlaubt ist, mit geringeren Kosten in der Prioritätswarte-s
hlange vertreten ist. Die erneute Betra
htung von e führt zu keiner Endloss
hleife, kannsi
h aber negativ auf die Laufzeit auswirken. Es ergibt si
h folgende Forderung:
e /∈

⋃

π3

(

Q−vneu

)

.Über die Kanten, die allen drei Regeln entspre
hen, darf vneu verlassen werden: Diese Kantenwurden no
h ni
ht betra
htet, und der so aufgebaute kürzeste Weg enthält au
h keine Abbiege-verbote. Also können wir die Menge der erlaubten Kanten wie folgt bere
hnen:
Aneu = out(vneu) \

[

forbidden(eneu) ∪ Ebesucht ∪
(

⋃

π3

(

Q−vneu

)

)]

.Dur
h das Hinzufügen des Eintrags (cneu , (vneu , Aneu, eneu)) zu Q kann es passieren, dassbereits in Q be�ndli
he Einträge zu vneu mit höheren Kosten als cneu (also Einträge in Q+
vneu

)gegen Regel 3 verstoÿen. Daher müssen alle Einträge in Q+
vneu

geprüft und gegebenenfalls ange-passt werden. Um ni
ht mehr gegen Regel 3 zu verstoÿen, müssen die Kanten in Aneu aus denentspre
henden Kantenlisten der Einträge in Q+
vneu

entfernt werden. Dazu de�nieren wir
Q++

vneu
:=

{

(c, (v, A \Aneu, e)) : (c, (v, A, e)) ∈ Q+
vneu

}und ersetzen in Q alle Einträge aus Q+
vneu

dur
h die entspre
henden Einträge aus Q++
vneu

.Zur zusätzli
hen Optimierung können wir die Einträge aus Q entfernen, die eine leere er-laubte Kantenmenge haben. Wir verzi
hten auf diese Optimierung, falls si
h der Eintrag auf denZielknoten vt bezieht, um das Finden des kürzesten Wegs zum Zielknoten in keinem Fall zu beein-trä
htigen. Diese Optimierung ändert ni
hts am Ablauf, da die auf diese Art und Weise entferntenEinträge beim Dur
hlauf der Haupts
hleife ohnehin ignoriert werden würden.Die Aktualisierung der Prioritätswartes
hlange ergibt si
h aus dem Hinzufügen des neuen Ein-trags zu vneu , aus der Aktualisierung der Einträge aus Q+
vneu

und aus dem Entfernen der Einträgemit leerer erlaubter Kantenmenge:
Q := σA 6=∅∨v=vt

((

Q ∪ {(cneu , (vneu , Aneu, eneu))} \Q+
vneu

)

∪Q++
vneu

)

.Man bea
hte, dass bei Aneu = ∅ und vneu 6= vt der Inhalt der Prioritätswartes
hlange ni
htverändert wird, was vorab in Zeile 40 geprüft wird. Das entspri
ht genau dem Verzi
ht auf einEinfügen eines �zu teuren� Eintrags beim Algorithmus von Dijkstra ohne Abbiegeverbote.Der gesamte Pseudo
ode des Algorithmus ist im Anhang A auf Seite 42 angegeben. Die Un-ters
hiede zum Original-Algorithmus von Dijkstra sind wieder hervorgehoben. Da die dur
hge-führten Operationen verglei
hsweise kompliziert sind, ist au
h ein detailliertes Ablaufbeispiel desAlgorithmus im Anhang B ab Seite 44 angegeben.4.3.4 KorrektheitEin detaillierter Beweis des Algorithmus von Dijkstra ohne Abbiegeverbote ist in [CLRS01℄ zu�nden. Dort wird eine Invariante de�niert, die jeweils vor der Extraktion eines Elements aus derPrioritätswartes
hlange in Zeile 11 gilt. Die Invariante gibt an, dass für jeden Knoten drei Zuständemögli
h sind:Abgearbeitet Der kürzeste Weg ist bereits bere
hnet und kann über das Vorgänger-Array ab-geleitet werden. Die Kosten des kürzesten Wegs zu allen abgearbeiteten Knoten sind ni
htgröÿer als der kleinste Kostenwert innerhalb der Prioritätswartes
hlange.



4.3 Mehrfa
he Knotenaufnahme 17Aufgrund der Ni
htnegativität der Kantengewi
hte kann au
h kein no
h ni
ht abgearbeite-ter Knoten mit geringeren Kosten als ein abgearbeiteter Knoten errei
ht werden. Folgli
hbleiben die bere
hneten Kosten zu den abgearbeiteten Knoten für den restli
hen Ablauf desAlgorithmus unverändert, der bere
hnete kürzeste Weg zu einem abgearbeiteten Knoten istendgültig.In Bearbeitung Der Knoten wurde bereits besu
ht und be�ndet si
h in der Prioritätswarte-s
hlange. Der bisher bekannte kürzeste Weg kann ebenfalls über das Vorgänger-Array abge-leitet werden.Hier kann es allerdings passieren, dass es einen kürzeren Weg zu einem Knoten �in Bearbei-tung� gibt als bisher bekannt.No
h ni
ht besu
ht Der Knoten wurde no
h ni
ht besu
ht. Die Kosten zu dem Knoten sindno
h ni
ht bekannt, mögli
herweise existiert gar kein Weg zu diesem Knoten.Bei jeder Extraktion eines Knotens aus der Wartes
hlange we
hselt dieser Knoten aus demZustand �In Bearbeitung� in den Zustand �Abgearbeitet�, und man
he Knoten we
hseln aus demZustand �No
h ni
ht besu
ht� in den Zustand �In Bearbeitung�. Alle Zustandsübergänge erfolgenunter Beibehaltung der Invariante.Der Beweis in [CLRS01℄ nimmt an, es gäbe einen kürzeren Weg als den bere
hneten. Es wird dieerste Stelle inspiziert, an der si
h der bere
hnete vom tatsä
hli
hen kürzesten Weg unters
heidet.Dur
h Untersu
hung des Ablauf des Algorithmus wird na
hgewiesen, dass der tatsä
hli
he kürzesteWeg mindestens genausolang (und damit au
h glei
hlang) wie der bere
hnete ist.Dur
h die Übers
haubarkeit der Aktualisierungs-Operation der Prioritätswartes
hlange kannbeim �einfa
hen� Algorithmus von Dijkstra verglei
hsweise lei
ht der Invarianten-Na
hweis ge-führt werden. Wir verzi
hten hier auf den sehr te
hnis
hen Beweis, der ganz ähnli
h aufgebaut ist,allerdings eine kompliziertere Invariante beinhaltet: Wir benötigen au
h �teilweise abgearbeitete�Knoten, wenn ein Knoten über eine Kante errei
ht wurde, von der Abbiegeverbote ausgehen. �4.3.5 ImplementationWir deuten im Folgenden an, wie die Aktualisierungs-Operation e�zient implementiert werdenkann.Kantenmengen Zunä
hst bemerken wir, dass für jedes Tupel (c, (v, A, e)) in der Prioritätswar-tes
hlange die Relation A ⊆ out(v) gilt. Wenn wir bes
hränkten Ausgangsgrad annehmen, was beiStraÿengraphen gegeben ist, können wir die Kantenmengen als kleine Bitvektoren implementieren,die in ein Mas
hinenwort passen.Die Prüfung auf Enthaltensein und die Mengenoperationen Vereinigung, S
hnitt und Subtrak-tion sind damit in O(1) dur
hführbar und benötigen nur sehr wenige Mas
hinenbefehle.Eine ähnli
he Vorgehensweise bietet si
h für die Implementation der Funktion forbidden undder Menge Ebesucht an: Beides kann als Array von kleinen Bitvektoren realisiert werden.Alle zu einem Knoten gehörenden Einträge Um die Menge Qvneu
e�zient bere
hnen zukönnen, kann redundant zur Prioritätswartes
hlange ein Array von Listen von Zeigern auf Prio-ritätswartes
hlangen-Einträge gep�egt werden. Das P�egen dieses Arrays von Listen kostet nureinen konstanten Faktor an Laufzeit und Spei
herplatz.In unserer Referenz-Implementation wurde eine andere Strategie gewählt. Wir spei
hern vonvornherein die Qv in der Prioritätswartes
hlange, wobei wir sortierte Listen verwenden, die auf-steigend na
h Kosten sortiert. Bei jedem Entfernen eines Eintrags zu einem Knoten vmin aus derWartes
hlange entfernen wir in Wirkli
hkeit die Liste Qvmin

aller Einträge zu diesem Knoten. Ausdieser Liste entfernen wir wiederum das erste Element (das mit den geringsten Kosten) und fügendie übrig bleibende Liste, falls sie ni
ht leer ist, wieder in Q ein. Die Kosten einer Knotenliste sindals die Kosten des ersten Elements de�niert.
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h reduziert si
h die Aktualisierungs-Operation auf einen Dur
hlauf einer sortierten Listeund das optionale Einfügen eines Elements während des Dur
hlaufs (ohne vorhergehende Su
he).Da die Mengenoperationen in O(1) realisiert werden können, benötigen wir eine Zeit linear in derGröÿe der Liste � das ist optimal für diesen Algorithmus.In der inneren S
hleife müssen wir Qvneu
zu einem gegebenen vneu e�zient ermitteln können.Hierfür genügt jetzt ein Array von Zeigern auf Prioritätswartes
hlangen-Einträge, was im Verglei
hzum naiven Ansatz Spei
her spart.4.3.6 KomplexitätWir betra
hten nur die Laufzeit für dünne Graphen mit |E| = O(|V |) und bes
hränktem Knoten-grad deg = O(1).Zu einem Knoten v können hö
hstens indeg(v) vers
hiedene Einträge aus der Prioritätswarte-s
hlange entfernt werden, da keine zwei Einträge mit derselben Vorgängerkante eingefügt werden.Folgli
h wird die äuÿere S
hleife hö
hstens ∑

v∈V indeg(v) = |E| Mal dur
hlaufen. Eine genauereBetra
htung liefert, dass jedes Abbiegeverbot zu hö
hstens einem zusätzli
hen Eintrag in der Prio-ritätswartes
hlange beiträgt. Wir können also die Anzahl der Dur
hläufe mit |V |+|T | bes
hränken,was bei den meisten Anwendungsfällen kleiner sein wird als |E|.Unsere Implementation benötigt in jedem Dur
hlauf der äuÿeren S
hleife eine delete_min-und eine insert-Operation auf Q. Wird ein Fibona

i-Heap verwendet, dominiert delete_min mit
O(log |Q|) = O(log(|V |+ |T |)) die Kosten.In der inneren S
hleife kann jede Kante insgesamt hö
hstens einmal als eneu verwendet werden.Bei jedem Dur
hlauf der inneren S
hleife wird eine Liste, die hö
hstens deg Einträge enthält,dur
hlaufen. Zusätzli
h kann ein decrease_key oder ein insert notwendig sein. Für deg = O(1)erhalten wir O(1) als Kosten für einen Dur
hlauf der inneren S
hleife.Insgesamt erhalten wir einen Laufzeitaufwand von O(min(|E|, |V | + |T |) · log(|V | + |T |)) ∼=
O((n + |T |) · log(n + |T |)) im s
hlimmsten Fall, was etwas s
hle
hter ist als beim �einfa
hen�Algorithmus von Dijkstra.Der benötigte Arbeitsspei
her wird analog zum Algorithmus von Dijkstra dur
h die maxi-male Gröÿe der Prioritätswartes
hlange angegeben, die wiederum dur
h die Anzahl Dur
hläufeder äuÿeren S
hleife bes
hränkt ist. Wir erhalten also einen maximalen Spei
heraufwand von
O(min(|E|, |V |+ |T |)) ∼= O(n + |T |).4.3.7 BewertungDer Algorithmus benötigt eine geringere Laufzeit als die Kantenaufnahme, wenn die Anzahlder Abbiegeverbote verglei
hsweise gering ist. Dafür wird allerdings der Preis einer komplexenAktualisierungs-Prozedur für die Prioritätswartes
hlange gezahlt.4.4 Knoten- und Kantenaufnahme4.4.1 Motivation und HerleitungDer in Abs
hnitt 4.3 vorgestellte Algorithmus arbeitet besser als die Kantenaufnahme, ist al-lerdings wesentli
h komplizierter. Wir werden in diesem Abs
hnitt versu
hen, den Algorithmuss
hrittweise unter Beibehaltung der Laufzeit zu vereinfa
hen.Verzi
ht auf Regel 3 Zunä
hst betra
hten wir Regel 3 bei der Mehrfa
h-Knotenaufnahme.Wenn diese Regel ni
ht eingehalten wird, kann es Kanten geben, die bei mehr als einem Eintragder Prioritätswartes
hlange in der erlaubten Kantenmenge vertreten sind:

⋂

π3 (Q) 6= ∅.Wir betra
hten eine sol
he Kante ed ∈
⋂

π3 (Q). Für diese Kante gibt es zwei Einträge q1 =
(c1, (v1, A1, e1)) und q2 = (c2, (v2, A2, e2)), so dass ed ∈ A1 ∩ A2 gilt. Wegen A1 ⊆ out(v1) und
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A2 ⊆ out(v2) gilt v1 = source(ed) und v2 = source(ed), also v1 = v2. Demna
h ist au
h target(e1) =
target(e2). Wir setzen jedo
h na
h wie vor voraus, dass jede Kante nur einmal in der innerenS
hleife betra
htet wird, dass also e1 6= e2 gilt.O.B.d.A. nehmen wir an, dass der Eintrag q1 vor dem Eintrag q2 in der Prioritätswartes
hlangeist, also c1 ≤ c2 gilt. Na
h Extraktion des Eintrags q1 wird A1 (und damit au
h ed) zur Mengeder bearbeiteten Knoten Ebesucht hinzugefügt und ans
hlieÿend au
h in der inneren S
hleife ab-gearbeitet. Wenn q2 aus der Prioritätswartes
hlange entfernt wird, ist also ed bereits abgearbeitetund in Ebesucht enthalten. Na
h Voraussetzung dürfen wir ed ni
ht no
h einmal abarbeiten.Insbesondere gilt ed ∈ A2 ∩ Ebesucht vor der Aktualisierung von Ebesucht in Zeile 27. Wennwir also die Kanten in A2 weglassen, die bereits als besu
ht markiert sind, lassen wir au
h edaus. Andererseits sind nur sol
he Kanten in Amin ∩ Ebesucht , die gegen Regel 3 verstoÿen. Dur
hEinfügen der Zuweisung

Amin ← Amin \ Ebesuchtvor Zeile 27 errei
hen wir genau das gewüns
hte Verhalten. Wird Ebesucht wie bei der Mehrfa
h-Knotenaufnahme als Array von kleinen Bitvektoren implementiert, kann diese Zuweisung in O(1)ausgeführt werden.Die Anzahl der Elemente in der Prioritätswartes
hlange kann zwis
henzeitli
h gröÿer werdenals bei der Mehrfa
h-Knotenaufnahme. Sie wird jedo
h die Kantenanzahl |E| nie übersteigen.Trotzdem beein�usst das die Laufzeit negativ. Wir werden diese Vers
hle
hterung der Laufzeitspäter ausglei
hen. Wenn die Kantenmengen als kleine Bitvektoren implementiert werden, entstehtdur
h die mögli
herweise höhere Anzahl Kanten in den einzelnen Kantenmengen asymptotis
h keinLaufzeit- oder Spei
herna
hteil.Verzi
ht auf Regel 2 Die Menge Ebesucht der besu
hten Kanten vergröÿert si
h während derAbarbeitung unter Inklusion: Es werden stets nur neue Elemente hinzugefügt. Wenn eine Kantezum Zeitpunkt der Ausführung von Regel 2 in Ebesucht vor Einfügen des entspre
henden Eintrags
q enthalten ist, so ist sie das si
her au
h zum Zeitpunkt der Extraktion von q. Daher könnenwir ohne Weiteres au
h auf Regel 2 komplett verzi
hten, wenn wir bei der Iteration in der innereS
hleife die besu
hten Kanten auslassen.Au
h hier werden hö
hstens die Kantenmengen A gröÿer, was si
h für kleine Bitvektoren aberni
ht auf die asymptotis
he Laufzeit oder auf den Spei
herbedarf auswirkt.Verzi
ht auf die Menge der erlaubten Kanten Aus unserem Regelsatz ist nur eine Regelübrig geblieben, die angibt, dass Verbotsausgangskanten ni
ht erlaubt sind. Wird diese Regeleingehalten, gilt für alle Elemente q = (c, (v, A, e)) die Glei
hung

A = out(v) \ forbidden(e).Es genügt also, die Menge A der erlaubten Kanten erst na
h der Extraktion des jeweiligen Elementsaus der Prioritätswartes
hlange zu bere
hnen, da si
h weder out no
h forbidden während derAbarbeitung des Algorithmus ändern. Daher müssen wir die Menge der erlaubten Kanten ni
htmehr explizit mitspei
hern und können Q ⊂ R+ × (V × E) wählen.An der asymptotis
hen Laufzeit ändert si
h dur
h diese Sparmaÿnahme ni
hts. Wir benötigenzwar weniger Spei
her für die Prioritätswartes
hlange, allerdings sparen wir nur einen konstantenFaktor.Reduzierung der Anzahl betra
hteter Elemente Man bea
hte, dass das derart modi�zierteVerfahren im Wesentli
hen eine dynamis
he Version der Kantenaufnahme ist. Die Bes
hleunigungder Mehrfa
h-Knotenaufnahme ist beim Verzi
ht auf Regel 3 wieder verloren gegangen.Wir werdendiesen Na
hteil ausglei
hen.Wir de�nieren zunä
hst eine Äquivalenzrelation ≡ für Kanten wie folgt:
e1 ≡ e2 ⇐⇒ e1 = e2 ∨ (target(e1) = target(e2) ∧ forbidden(e1) = forbidden(e2) = ∅).
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htleerer Verbotskantenmenge bilden jeweils eine eigene Äquivalenzklasse, Kan-ten mit leerer Verbotskantenmenge und glei
hem Zielknoten werden zu einer Äquivalenzklassezusammenfasst.Die Äquivalenzrelation hat folgende Eigens
haft: Na
hdem ein Prioritätswartes
hlangen-Ein-trag q1 = (c1, (v, e1)) abgearbeitet wurde, sind bei der Abarbeitung eines weiteren Prioritäts-wartes
hlangen-Eintrags q2 = (c2, (v, e2)) mit c1 ≤ c2 und e1 ≡ e2 alle Kanten aus out(v) \
forbidden(e2) bereits in Ebesucht enthalten. Das ist o�ensi
htli
h für die Kanten e2 mit ni
htleererVerbotsmenge, da hier die entspre
hende Äquivalenzklasse nur ein Element enthält und folgli
h
e1 = e2 ist. (Unabhängig davon, dass zwei vers
hiedene Prioritätswartes
hlange-Einträge mitglei
her Vorgängerkante gar ni
ht auftreten können.) Für Kanten e2 mit leerer Verbotsmengestellen wir fest, dass na
h De�nition der Äquivalenzrelation au
h forbidden(e1) = ∅ gilt. Daherwurden na
h Abarbeiten des ersten Eintrags q1 alle Kanten aus out(v) in der inneren S
hleifeabgearbeitet � während der Abarbeitung von q1 oder au
h bereits vorher.Aus diesem Grund genügt es, zu jedem Zeitpunkt hö
hstens einen Repräsentanten bezügli
hder Äquivalenzrelation in der Prioritätswartes
hlange zuzulassen. Selbstverständli
h muss das der-jenige mit den geringsten Wegkosten sein. Na
h Abarbeitung eines Elements brau
hen äquivalenteElemente au
h ni
ht mehr in die Prioritätswartes
hlange eingefügt zu werden.Wir ändern nun unseren Algorithmus derart, dass es für jede Äquivalenzklasse hö
hstens einenEintrag in der Prioritätswartes
hlange geben kann. Dazu ändern wir wieder die Domäne der Prio-ritätswartes
hlange, diesmal auf Q ⊂ R+×(V ×E/≡). Beim Einfügen eines neuen Elements prüfenwir, ob ein Element mit einer äquivalenten Vorgängerkante bereits in der Prioritätswartes
hlangevorhanden ist. Gibt es einen sol
hen Eintrag, wird wie bei der Original-Implementation der Ein-trag mit den höheren Kosten verworfen. Analog fügen wir beim Aktualisieren der Menge Ebesuchtzu jeder einzufügenden Kante e glei
h alle Elemente ihrer Äquivalenzklasse [e]≡ ein.Dadur
h reduziert si
h die maximale Anzahl Dur
hläufe auf den Index der Relation ≡ (auf dieAnzahl deren Äquivalenzklassen), die wir wieder dur
h min(|E|, |V |+ |T |) na
h oben abs
hätzenkönnen. Damit errei
hen wir wieder dieselbe Laufzeit wie bei der Mehrfa
h-Knotenaufnahme. Derasymptotis
he Spei
herbedarf ändert si
h au
h hier ni
ht.E�ziente Implementation der Quotientenmenge Die soeben bespro
hene Änderung siehtvor, bei jeder Aktualisierung der Prioritätswartes
hlange zu prüfen, ob ein Element mit einer äqui-valenten Vorgängerkante bereits eingefügt wurde. Diese Prüfung kann mit Hilfe eines redundantenArrays ges
hehen, das zu jeder Kante einen jeweils eindeutigen Repräsentanten spei
hert. Wirmö
hten au
h hierfür einen alternativen Ansatz vorstellen.Dazu de�nieren wir eine Menge M := V ⊎ E und eine Funktion h von E auf M :

h(e) :=

{

target(e) : forbidden(e) = ∅
e : sonst .Diese Funktion bildet äquivalente Kanten auf denselben Wert ab. Kanten mit forbidden(e) = ∅sind äquivalent, wenn target(e) jeweils auf denselben Knoten verweist, sol
he Kanten werden dur
h

h auf den (gemeinsamen) Zielknoten abgebildet. Die anderen Kanten sind jeweils nur zu si
h selbstäquivalent und werden au
h auf si
h selbst abgebildet. Man verglei
he dazu die De�nition von ≡:In diesem Sinn ist h ein Isomorphismus zwis
hen (E,≡) und (M, =), es gilt
h(e1) = h(e2) ⇐⇒ [e1]≡ = [e2]≡ ⇐⇒ e1 ≡ e2.Dadur
h können wir Q ⊂ R+ × (V × M) wählen, wenn wir beim Einfügen eines Elements dieFunktion h und bei der Extraktion die Umkehrfunktion h−1 anwenden. Das hat den Vorteil,dass die Prüfung auf Existenz eines äquivalenten Elements in der Prioritätswartes
hlange keinezusätzli
he Datenstruktur mehr brau
ht.Die Umkehrfunktion h−1 ist die Identitätsfunktion für Argumente aus E. Allerdings kann dieUmkehrfunktion h−1(m) für m ∈ V ohne Zusatzinformation ni
ht eindeutig bere
hnet werden:Wir benötigen no
h die Kante, über die der Knoten m betreten wurde. Diese Vorgängerkantebrau
hen wir jedo
h nur zur eindeutigen Bestimmung des Pfadverlaufs: Wir erinnern uns, dass



4.4 Knoten- und Kantenaufnahme 21das Vorgängerarray Ps bei der Mehrfa
h-Knotenaufnahme als Abbildung E → E de�niert wurde.(Für die Wahl der erlaubten Zielkanten wissen wir für m ∈ V , dass alle Ausgangskanten erlaubtsind, und benötigen die Vorgängerkante an dieser Stelle ni
ht.)Wir lösen das Problem, indem Ps als Abbildung M →M de�niert wird. Ferner de�nieren wirdie Funktion k : M → V als
k(m) :=

{

m : m ∈ V
target(m) : m ∈ E

.Beim Einfügen wenden wir h an. Bei der späteren Auswertung während der Pfadrekonstruktionverwenden wir die Kanten, die zwis
hen den Knoten k(Ps[m]) und k(m) gezogen sind. Die Funktion
k bildet die Elemente aus M auf deren zugehörige Knoten ab, so dass k(h([e]≡)) = target(e) gilt.Da wir keine Multikanten zugelassen haben, ist die Vorgängerkante so eindeutig bestimmt. Wirbenötigen die Umkehrfunktion also gar ni
ht.Die Funktion h kann in O(1) bere
hnet werden, deshalb ändern si
h na
h diesem S
hritt wederLaufzeit no
h Spei
herbedarf des Algorithmus.Um e�zient ermitteln zu können, ob es in der Prioritätswartes
hlange ein äquivalentes Elementmit höheren Kosten gibt, p�egen wir ähnli
h wie beim Standard-Algorithmus von Dijkstra einArray Cs : M → R+, das die niedrigsten bisher bekannten �Kosten� zu den Elementen aus Mangibt. Dabei verwenden wir au
h hier h, um Äquivalenzklassen von Kanten auf die Elemente aus
M abzubilden. Das hat den zusätzli
hen Nebene�ekt, dass wir auf Ebesucht verzi
hten können:Eine bereits besu
hte Kante wird dann zwar in der inneren S
hleife abgearbeitet, das zugehörige
Cs[mneu ] ist jedo
h kleiner als die gerade ermittelten Kosten, so dass der Eintrag zu mneu ni
hteingefügt wird.Abs
hlieÿend stellen wir fest, dass nunmehr für einen Eintrag (c, (v, m)) stets der Zusammen-hang v = k(m) gilt. Daher können wir auf die Spei
herung der Knoten-Komponente verzi
htenund Q ⊂ R+ ×M wählen.4.4.2 Bes
hreibungNa
hdem wir im letzten Unterabs
hnitt den Algorithmus sehr ausführli
h hergeleitet haben, stel-len wir hier das Resultat vor. Im Anhang A ist auf Seite 43 der modi�zierte Algorithmus alsPseudo
ode zu �nden, ebenfalls für den Fall STSP. Au
h hier sind die Unters
hiede zum Original-Algorithmus von Dijkstra hervorgehoben.Wir verwenden die oben bes
hriebene Menge M := V ⊎ E als Domäne der Prioritätswarte-s
hlange, es ist also Q ⊂ R+ ×M . Zusätzli
h zu Knoten aus V darf diese jetzt also au
h Kantenaus E enthalten. Wie bei der Herleitung dargestellt, werden jedo
h nur die Kanten jemals alsElement eingefügt, die Ausgangspunkt eines Abbiegeverbots sind.Bei der Bearbeitung eines Knotens vneu fügen wir h(eneu) in die Prioritätswartes
hlange ein.Bei der Extraktion des minimalen Elements mmin aus Q erhalten wir vmin = k(mmin). Dazu gibtes zwei Fälle:� mmin ∈ V . Das bedeutet, die Vorgängerkante de�niert kein Abbiegeverbot, und alle Aus-gangskanten sind errei
hbar.� mmin ∈ E. Hier ist mmin die Vorgängerkante, die Ausgangspunkt eines oder mehrerer Ab-biegeverbote ist. In diesem Fall dürfen wir die Kanten ni
ht betra
hten, die aufgrund einesAbbiegeverbots ausgehend von der Vorgängerkante mmin ni
ht betreten werden dürfen.Analog zu Q setzen wir au
h die Domänen von Cs und Ps auf M . Das ist notwendig, daein Knoten in Abhängigkeit des zu errei
henden Ziels mehrere Vorgänger haben kann und dieseunters
hieden werden müssen.Da ein eventuelles Abbiegeverbot keine Rolle mehr spielt, wenn beim Betreten einer Kante dasZiel errei
ht wird, bre
hen wir die Su
he au
h bei Extraktion eines mmin ∈ E mit target(mmin) =
vt ab � also wenn vmin = vt ist.



22 4 BERÜCKSICHTIGUNG VON ABBIEGEVERBOTEN BEIM STSP4.4.3 KorrektheitDer Algorithmus ist dur
h s
hrittweise Transformation der Mehrfa
h-Knotenaufnahme entstanden.Wir haben die Umwandlung ausführli
h bes
hrieben und jeden S
hritt begründet. Daraus könnenwir folgern, dass die Knoten- und Kantenaufnahme korrekt arbeitet, wenn wir von der Korrektheitder Mehrfa
h-Knotenaufnahme ausgehen können. �4.4.4 ImplementationDer einzige Unters
hied zum Algorithmus von Dijkstra ist die Domäne der Prioritätswarte-s
hlange. Aus E�zienzgründen sollte versu
ht werden, die Elemente von M in ein Mas
hinenworteinzupassen. Ansonsten gibt es keine nennenswerten Implementationsdetails.4.4.5 KomplexitätWie bei der Herleitung bereits erwähnt, entspri
ht die Laufzeit der Knoten- und Kantenaufnahmeder der Mehrfa
h-Knotenaufnahme, also O(min(|E|, |V | + |T |) · log(|V | + |T |)) ∼= O((n + |T |) ·
log(n + |T |)). Der Spei
herbedarf verringert si
h um einen konstanten Faktor, bleibt jedo
h bei
O(min(|E|, |V |+ |T |)) ∼= O(n + |T |).4.4.6 BewertungEs ist uns gelungen, die verglei
hsweise komplizierte Mehrfa
h-Knotenaufnahme unter Beibehal-tung von Laufzeit und Spei
heraufwand zu vereinfa
hen. Allerdings wurde au
h hier der Algorith-mus verändert, was den Einsatz mit Bes
hleunigungste
hniken zumindest ers
hwert.4.5 Knotensplitting4.5.1 Motivation und HerleitungDie letzten beiden vorgestellten Verfahren waren dynamis
h, dabei wurde der Algorithmus ver-ändert. Wir werden in diesem Abs
hnitt basierend auf der Knoten- und Kantenaufnahme einstatis
hes Verfahren herleiten und zeigen, wie es e�zient als on-line-Verfahren implementiert wer-den kann. Der Name �Knotensplitting� rührt daher, dass es bei diesem Verfahren zu einem Knotenim Ausgangsgraphen unter Umständen mehrere Knoten im Arbeitsgraphen geben kann und dazuder Knoten des Ausgangsgraphen quasi �aufgeteilt� wird.Aus dem Algorithmus von Dijkstra haben wir die Mehrfa
h-Knotenaufnahme und darausdie Knoten- und Kantenaufnahme entwi
kelt. Alle drei Verfahren haben gemeinsam, dass sie aufdem Graphen G(V, E, c) arbeiten. Die letzten beiden Verfahren betra
hten die Abbiegeverbote Tzusätzli
h zum Graphen.Für die Knoten- und Kantenaufnahme ist au
h eine andere Si
htweise naheliegend: Der Al-gorithmus arbeitet auf einem (bisher ni
ht genau spezi�zierten) Graphen mit Knotenmenge M .In der Tat bestehen viele Unters
hiedsmerkmale im Pseudo
ode daraus, dass ein v oder V dur
hein m bzw. M ersetzt wird. Wir werden im Folgenden ähnli
h wie in Abs
hnitt 4.4 die Knoten- undKantenaufnahme transformieren. Das Ziel ist, unter Beibehaltung der Funktionalität den Algo-rithmus von Dijkstra zur Lösung des MSTSP als Ergebnis herauszubekommen � freili
h arbeitetdieser ni
ht auf G, sondern auf einem transformierten Graphen. Das entspri
ht der De�nition einesstatis
hen Verfahrens. Wir beziehen uns bei den Zeilennummern auf den Pseudo
ode zur Knoten-und Kantenaufnahme im Anhang A auf Seite 43.Bere
hnung der potentiell einzufügenden Elemente Zur Auswahl der betra
hteten Aus-gangskanten eneu in Zeile 30 trägt die Menge F bei, die in den Zeilen 28 bzw. 29 festgelegt wird:Über Kanten aus F darf der aktuelle Knoten vmin ni
ht verlassen werden. Das einzufügende Ele-ment mneu wird in Zeile 33 bestimmt: Je na
hdem ob eneu Eingangskante eines Abbiegeverbotsist, wird entweder der Knoten vneu oder eneu selbst eingefügt.



4.5 Knotensplitting 23Wi
htig ist hier, dass diese Bere
hnung entkoppelt von der eigentli
hen Su
he abläuft. Wel
heElemente hinzugefügt werden, hängt (abgesehen vom Graphen und von den Abbiegeverboten) nurvon mmin ab. Wir können also eine Funktion outM : M → 2M×M de�nieren, so dass
outM (mmin) = {(mmin, m) : m ∈M , mneu nimmt in der inneren S
hleife den Wert m an }gilt. Diese Funktion bere
hnet eine Menge von Paaren von Elementen aus M , wobei die ersteKomponente immer das Argument und die zweite Komponente eben einen mögli
hen Wert für

mneu angibt. Die explizite Darstellung für outM folgt:
outM (m) :=

{

{(m, h(e)) : e ∈ out(k(m))} : m ∈ V
{(m, h(e)) : e ∈ out(k(m)) \ forbidden(m)} : m ∈ E

.Wir stellen fest, dass es für (m, m′) ∈ outM (m) ein e ∈ out(k(m)) geben muss, so dass m′ = h(e)gilt.Wir bemerken ferner, dass in der inneren S
hleife die Kante eneu nur in den Zeilen 32 und 33benötigt wird. Es gilt eneu = (k(mmin), k(mneu )), so dass wir die in Zeile 32 benötigte Kosten-funktion mit Hilfe der Funktion cM : M ×M → R+, die als
cM (m1, m2) := c(k(m1), k(m2))de�niert ist, bere
hnen können. Der (letzte übrig bleibende) Zugri� in Zeile 33 entfällt, wenn wirauf eneu ganz verzi
hten und statt dessen glei
h über die (mmin, mneu) aus outM (mmin) iterieren.Das entspri
ht der Iteration über die Ausgangskanten eines Knotens beim Original-Algorithmus.Wir werden später die Kantenmenge des Arbeitsgraphen so wählen, dass die Ausgangskantenmengezu einem m genau outM (m) ist.Initialisierung und Abbru
h Die Initialisierung in Zeile 5 und die Abbru
hbedingung in Zeile20 arbeiten no
h mit vs bzw. vt als Start- bzw. Zielknoten. Dem Zielknoten entspre
hen allerdingsunter Umständen mehrere Elemente aus M . Hier we
hseln wir zu dem bereits bes
hriebenendynamis
hen Algorithmus zur Lösung des MSTSP und geben Start- und Ziel-Element-Mengen

Ms, Mt ⊂M an.Bei der Initialisierung wurde vs in die Prioritätswartes
hlange eingefügt, daher können wir
Ms := {vs} setzen. Der Zielknoten ist errei
ht, wenn k(mmin) = vmin = vt ist. Das ist genau dannder Fall, wenn mmin ∈ {vt} ⊎ in(vt) ist. Wir wählen also

Mt := {m ∈M : k(m) = vt} = {vt} ⊎ in(vt).Damit können können sowohl Ms und Mt explizit angeben, als au
h e�zient ein Element von Mauf Enthaltensein in diesen Mengen testen.Das Ergebnis dieser Transformation ist der Algorithmus von Dijkstra zur Lösung des MSTSPauf einem Arbeitsgraphen mit M als Obermenge der Knotenmenge. Die Abbiegeverbote werdenni
ht mehr dur
h den Algorithmus berü
ksi
htigt, sie sind vielmehr in den Arbeitsgraphen einge-p�egt. Wir können also für diesen Arbeitsgraphen au
h jeden anderen Algorithmus zur Lösungdes MSTSP verwenden.4.5.2 Bes
hreibungNa
hdem wir im letzten Unterabs
hnitt das Verfahren hergeleitet haben, fassen wir hier no
heinmal die Konstruktion des Arbeitsgraphen zusammen. Wir transformieren einen gegebenen ge-wi
hteten Graphen G(V, E, c) wie folgt in einen Arbeitsgraphen GM :� GM (VM , EM , cM ): Arbeitsgraph mit Knotenmenge VM , Kantenmenge EM und Kostenfunk-tion cM : EM → R+.
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Abbildung 3: Beispiel für die Transformation eines Graphen beim Knotensplitting� Knotenmenge VM = V ⊎ σforbidden(e) 6=∅ (E) ⊆ M : Wir verwenden jetzt die Domäne
M = V ⊎E aus der Knoten- und Kantenaufahme als Obermenge der Knotenmenge fürunseren Arbeitsgraphen. Dabei nehmen wir nur die m ∈M als Knoten in unseren Ar-beitsgraphen auf, die beim Algorithmus der Knoten- und Kantenaufnahme überhauptbetra
htet werden können: Das sind genau alle Knoten und ferner alle Kanten, vondenen ein Abbiegeverbot ausgeht.� Kantenmenge EM =

⋃

outM (VM ): Die Kantenmenge enthält für alle Knoten m al-le Elemente in outM (m). Wir benötigen genau diese Kanten, da bei der Ausführungder Knoten- und Kantenaufnahme ausgehend von mmin genau über die Elemente aus
outM (mmin) iteriert wird.� Kostenfunktion cM ((m1, m2)) := c(k(m1), k(m2)).� Ms, Mt: Start- und Zielknotenmengen im Arbeitsgraphen. Wie oben bes
hrieben wählenwir Ms := {vs} und Mt := ({vt} ⊎ in(vt)) ∩ VM . Wir bes
hränken Mt auf die Knoten, dietatsä
hli
h in VM enthalten sind. Die Menge Mt ist ni
ht leer, da zumindest vt ∈ VM ist.In Abbildung 3 ist ein Beispiel für eine derartige Transformation dargestellt. Wir haben denAusgangsgraphen aus dem Beispiel bei der Kantenaufnahme in Abs
hnitt 4.2 verwendet. Im trans-formierten Graphen sind die Kanten nur mit ihren Kosten bezei
hnet.Von e0 geht ein Abbiegeverbot aus, das über v2 führt. Entspre
hend ist e0 au
h als Knotenin unserem Arbeitsgraphen vertreten, von dem aus alle Knoten auÿer v4 direkt errei
ht werdenkönnen. Die im Ausgangsgraphen vorhandene Kante (v0, v2) ist im Arbeitsgraphen als Kante

(v0, e0) vertreten.Ans
hauli
h gespro
hen sind die Knoten v2 und e0 aus demselben Knoten v2 im Ausgangsgra-phen entstanden, v2 wurde also �gesplittet�. (Es gilt k(v2) = k(e0).) Der Knoten e0 be�ndet si
him Arbeitsgraphen �auf einer höheren Ebene über v2�, wobei si
h v2 (wie alle anderen Knoten aus
V ⊆M) �auf der untersten Ebene� be�ndet. Jedesmal wenn die Traversierung des Arbeitsgrapheneine obere Ebene errei
ht, bedeutet das, dass die entspre
hende Vorgängerkante im Ausgangs-graphen ein Abbiegeverbot de�niert. Die Ebene ist quasi das �Gedä
htnis� bei dem ansonsten
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htnislosen Algorithmus von Dijkstra.Die Dissertation von S
hmid [S
h00℄ enthält einige weitere Beispiele.4.5.3 KorrektheitDas Verfahren ist eine Umwendlung der Knoten- und Kantenaufnahme in ein statis
hes Verfahren.Die Korrektheit folgt also bereits aus der Korrektheit der Knoten- und Kantenaufnahme und derUmformung. Im Folgenden führen wir zusätzli
h einen direkten Korrektheitsbeweis.Wir können zu jedem Pfad PM = 〈(m0, m1), (m1, m2), . . . , (mn−1, mn)〉 in GM einen ent-spre
henden Pfad P = 〈e1, e2, . . . , en〉 in G ohne Abbiegeverbote angeben: Wir wählen ei :=
(k(mi−1), k(mi)). Ist zudem m0 ∈Ms und mn ∈Mt, so folgt daraus sofort source(e1) = k(m0) =
vs und target(en) = k(mn) = vt aus der De�nition von Ms bzw. Mt.Es ist zunä
hst zu zeigen, dass ei ∈ E gilt. Dazu betra
hten wir die entspre
hende Kante imArbeitsgraphen:

(mi−1, mi) ∈ EM Voraussetzung
⇒ (mi−1, mi) ∈ outM (mi−1) De�nition von EM

⇒ ∃e ∈ out(k(mi−1)) : mi = h(e) De�nition von outM (‡)
⇒ ∃e ∈ out(k(mi−1)) : k(mi) = k(h(e)) Anwendung von k

⇒ ∃e ∈ out(k(mi−1)) : k(mi) = target(e) k ◦ h = target

⇒ ∃e ∈ E :
source(e)= k(mi−1)
∧ target(e)= k(mi)

∀e ∈ out(v) : v = source(e)

⇒ ∃e ∈ E : e = ei
De�nition von ei,

G hat keine Multikanten
⇒ ei ∈ EDer Pfad P ist o�ensi
htli
h gültig, da die Glei
hung

target(ei) = k(mi) = k(m(i+1)−1) = source(ei+1)gilt.Es bleibt zu zeigen, dass P kein Abbiegeverbot enthält. Dazu zeigen wir zunä
hst die stärkereAussage mi = h(ei). Der Beweis dafür sieht analog zum vorhergehenden aus, mit dem Unters
hied,dass wir in Zeile (‡) zusätzli
h e 6= ei annehmen und diese Annahme s
hlussendli
h wegen desVerbots von Multikanten zum Widerspru
h führen.Angenommen, P enthielte ein Abbiegeverbot. Sei i ∈ {1, . . . , n− 1} der kleinste Index, so dass
(ei, ei+1) ∈ T ist. Wir zeigen zunä
hst mi = ei:

forbidden(ei) 6= ∅ (ei, ei+1) ∈ T

⇒ h(ei) = ei De�nition von h

⇒ mi = ei mi = h(ei)Im Folgenden führen wir die Voraussetzung für i zum Widerspru
h:
(mi, mi+1) ∈ EM Voraussetzung

⇒ (ei, mi+1) ∈ EM mi = ei

⇒ (ei, mi+1) ∈ outM (ei) De�nition von EM

⇒ (ei, mi+1) ∈ {(ei, h(e)) : e ∈ out(k(ei)) \ forbidden(ei)} De�nition von outM
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⇒ mi+1 ∈ {h(e) : e ∈ out(k(ei)) \ forbidden(ei)} Projektion
⇒ mi+1 ∈ {h(e) : e ∈ out(target(ei)) \ forbidden(ei)}

ei ∈ E,De�nition von k
⇒ k(mi+1) ∈ k({h(e) : e ∈ out(target(ei)) \ forbidden(ei)}) Anwendung von k

⇒ k(mi+1) ∈ {target(e) : e ∈ out(target(ei)) \ forbidden(ei)} k ◦ h = target

⇒ k(mi+1) ∈
{target(e) : e ∈ out(target(ei))}
\ {target(e) : e ∈ forbidden(ei)}

G hat keineMultikanten
⇒ k(mi+1) /∈ {target(e) : e ∈ forbidden(ei)} Mengenlehre
⇒ target(ei+1) /∈ {target(e) : e ∈ forbidden(ei)} De�nition von ei

⇒ ei+1 /∈ forbidden(ei)
G hat keineMultikanten

⇒ Widerspru
h zu (ei, ei+1) ∈ TWir haben unsere Wahl von i zum Widerspru
h geführt. Folgli
h enthält P keine Abbiegever-bote.Für die Pfadkosten gilt c(P ) = cM (PM ) na
h Konstruktion und De�nition von cM .Auf analoge Art undWeise de�nieren wir zu einem gegebenen gültigen abbiegeverbotfreien Pfad
P = 〈e1, e2, . . . , en〉 in G einen entspre
henden Pfad PM = 〈(m0, m1), (m1, m2), . . . , (mn−1, mn)〉in GM : Wir setzen m0 := source(e1) und mi := h(ei). Für source(e1) = vs und target(en) = vtgilt ferner m0 = vs ∈Ms und mn = h(en) ∈ {vt, en} ∩ VM , also mn ∈Mt.Zu zeigen bleibt, dass alle Knotenpaare in PM Kanten in GM sind, also dass stets (mi−1, mi) ∈
EM gilt. Dazu zeigen wir zunä
hst k(mi−1) = source(ei) für i ∈ {1, . . . , n}:

mi = h(ei) De�nition PM

⇒ k(mi) = k(h(ei)) Anwendung von k

⇒ k(mi) = target(ei) k ◦ h = target

⇒ i < n ∧ k(mi) = source(ei+1) Gültigkeit von P

⇒ i > 1 ∧ k(mi−1) = source(ei) Indexvers
hiebung, 1 ≤ i ≤ n

⇒
(i > 1 ∧ k(mi−1) = source(ei))
∨ (i = 1 ∧ k(mi−1) = source(ei))

De�nition PM : m0 = source(e1)

⇒ k(mi−1) = source(ei) 1 ≤ iNa
h De�nition von EM ist (mi−1, mi) ∈ outM (mi−1) für i ∈ {1, . . . , n} zu zeigen. Wir su
henalso ein e ∈ out(k(mi−1)), so dass h(e) = mi ist. Für mi−1 ∈ E muss ferner e /∈ forbidden(mi−1)gelten. Der Beweis ist vollbra
ht, wenn wir immer ein sol
hes e angeben können.Wir zeigen, dass e := ei die oben genannten Forderungen erfüllt. Der Sa
hverhalt ei ∈
out(k(mi−1)) folgt sofort aus der zuletzt bewiesenen Glei
hung. Ferner bemerken wir, dass h(ei) =
mi na
h De�nition von PM gilt. Es bleibt no
h ei /∈ forbidden(mi−1) für mi−1 ∈ E zu zeigen:

mi−1 ∈ E Voraussetzung
⇒ i > 1 m0 ∈ V

⇒ mi−1 = h(ei−1) De�nition von PM

⇒ mi−1 = ei−1 De�nition von h

⇒ forbidden(mi−1) = forbidden(ei−1) Anwendung von forbidden

⇒ ei /∈ forbidden(mi−1) ei /∈ forbidden(ei−1)Also enthält PM in der Tat nur Kanten aus EM .



4.5 Knotensplitting 27Der Pfad PM ist trivialerweise gültig.Wir haben jedem Pfad PM in GM eindeutig einen abbiegeverbotfreien Pfad P in G zuge-ordnet, und umgekehrt. Insbesondere ist unsere Zuordnung eine Bijektion: Man verglei
he dieKonstruktion der Zuordnung von P auf PM mit der bewiesenen Eigens
haft mi = h(ei) und dero�ensi
htli
hen Eigens
haft m0 = source(e1) bei der Zuordnung von PM auf P . Dadur
h bleibenau
h bei der Zuordnung von G na
h GM die Pfadkosten glei
h, da die Glei
hheit der Kosten fürdie Zuordnung von GM na
h G bereits gezeigt wurde.Die Zuordnung behält die Relation zwis
hen vs und Ms bzw. vt und Mt bei. Das bedeutet,dass ein kürzester Pfad in GM zwis
hen einem Knoten aus Ms und einem Knoten aus Mt einemkürzesten Pfad ohne Abbiegeverbote in G zwis
hen vs und vt entspri
ht. Wir können also jedenAlgorithmus, der das MSTSP löst, auf unseren Arbeitsgraphen GM ansetzen, um einen abbiege-verbotfreien Pfad im Ausgangsgraphen G zu erhalten. �Wenn wir in unserem Beispiel in Abbildung 3 wieder den kürzesten Weg von v0 na
h v4unter Berü
ksi
htigung der Abbiegeverbote su
hen, erhalten wir Ms = {v0} und Mt = {v4},letzteres wegen σforbidden(e) 6=∅ (in(vt)) = ∅. Im Arbeitsgraphen kann v0 nur zum Knoten e0 hinverlassen werden, der wiederum v3 als einzigen Na
hbarn abgesehen von v0 hat. Der kürzeste Wegvon v3 zu v4 ist der direkte Weg. Der Weg PM = 〈(v0, e0), (e0, v3), (v3, v4)〉 im Arbeitsgraphenentspri
ht P = 〈(v0, v2), (v2, v3), (v3, v4)〉 = 〈e0, e4, e6〉 im Ausgangsgraphen. P ist der kürzesteabbiegeverbotfreie Weg zwis
hen v0 und v4 in G.4.5.4 Minimierung des ArbeitsgraphenDer so erzeugte Arbeitsgraph GM ist ni
ht minimal: Er enthält Knoten und Kanten, die entferntwerden könnten, ohne die Transformation zu beeinträ
htigen. In [S
h00℄ wird eine ähnli
he Graph-Transformation angegeben, die diese Minimalitätseigens
haft besitzt. Wir bes
hränken uns hierdarauf, die Unters
hiede aufzuzeigen, den Ursprung dieser Unters
hiede zu begründen und dieVerwendung eines ni
ht minimalen Arbeitsgraphen zu re
htfertigen.Dazu de�nieren wir wieder eine Äquivalenzrelation ∼, diesmal für Knoten. Wir bezei
hnenzwei Knoten als äquivalent, wenn die Ausgangskanten zu jeweils denselben Knoten führen und dieKosten jeweils glei
h sind. Auf eine formale Darstellung verzi
hten wir hier.Äquivalente Knoten können entstehen, wenn im Ausgangsgraphen zwei Kanten e1 und e2 mitdemselben Zielknoten dieselbe ni
htleere Abbiegeverbotsmenge haben, also wenn
target(e1) = target(e2) ∧ forbidden(e1) = forbidden(e2) 6= ∅gilt. Wir geben in Abbildung 4 ein Beispiel an, das im Verglei
h zum vorherigen lei
ht modi�ziertist: Jetzt geht au
h von Kante e2 ein Abbiegeverbot in Ri
htung e5 aus. Die Knoten e0 und e2 imArbeitsgraphen sind äquivalent bezügli
h ∼, da die Ausgangskantenmenge jeweils aus einer Kantezu v3 mit Kosten 6 besteht.Sind zwei Knoten v1 ∼ v2 äquivalent, ist es dem Algorithmus von Dijkstra �glei
hgültig�,wel
her Knoten aus der Prioritätswartes
hlange entnommen wird: Die S
hritte in der innerenS
hleife sind für beide Knoten dieselben. Wir können also einen Graphen mit zwei äquivalentenKnoten v1 und v2 minimieren, wenn wir die Eingangskanten von v2 auf v1 zeigen lassen und v2und alle Ausgangskanten von v2 entfernen. In unserem Beispiel würde dann z.B. die Kante mitKosten 4 von v1 aus auf e0 zeigen und e2 mit den zugehörigen Ausgangskanten entfernt werden.Bei unsererer Transformation würden keine voneinander vers
hiedene äquivalente Knoten ent-stehen, wenn wir die Äquivalenzrelation ≡ aus Abs
hnitt 4.4.1 feiner gewählt hätten. Die Äquiva-lenzrelation .

= sieht Kanten nur dann als äquivalent an, wenn sie den glei
hen Zielknoten habenund die Verbotsmengen glei
h sind:
e1

.
= e2 ⇐⇒ target(e1) = target(e2) ∧ forbidden(e1) = forbidden(e2).(Unsere bisherige De�nition erfasst nur Kanten mit leerer Verbotsmenge als äquivalent.) Die Äqui-valenzrelation .

= ist eine Verfeinerung von ≡, da aus e1 ≡ e2 au
h e1
.
= e2 folgt. Daher hättenwir bei der Herleitung der Knoten- und Kantenaufnahme au
h .

= verwenden können, ohne den
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Abbildung 4: Beispiel für äquivalente Knoten bei der Transformation eines Graphen beim Kno-tensplittingRest der Herleitung zu verändern. Man kann zeigen, dass dann der Arbeitsgraph keine ni
httri-vial äquivalenten Knoten hat, wenn der Ausgangsgraph ebenfalls keine ni
httrivial äquivalentenKnoten besitzt.Wir favorisieren jedo
h die vorgestellte Variante der Äquivalenzrelation ≡, selbst wenn wirdadur
h Gefahr laufen, über�üssige Knoten und Kanten im Arbeitsgraphen zu bekommen. Zumeinen stellen wir fest, dass nur bei unserer De�nition der Äquivalenzrelation die Funktion h wirk-li
h s
hnell on-line bere
hnet werden kann. Für .
= müssen wir zumindest die Abbiegeverbotsmengevorher genauer untersu
hen und eine redundante Datenstruktur (z.B. ein Array von Kanten aufÄquivalenzklassen) erzeugen, die die Abbildung h .

= in O(1) realisiert. Das kostet im s
hlimmstenFall O(|E|) zusätzli
hen Spei
her. Zum anderen haben wir bei den uns zur Verfügung stehendenrealen Straÿengraphen einiger Länder Europas nur bei einem Land einen Anteil redundanter Kno-ten von mehr als einem Prozent festgestellt. In allen anderen Ländern lag der Anteil unter 7 %�.(Siehe au
h Abs
hnitt 6.1.) Das führt uns zur Vermutung, dass unsere De�nition der Äquivalenzfür den gegebenen Anwendungsfall �hinrei
hend fein� ist und eine weitere Verfeinerung kaum etwaszur Verbesserung der Laufzeit beitragen würde.4.5.5 ImplementationWie bereits bei der Kantenaufnahme betra
hten wir jetzt die e�ziente Realisierbarkeit der Dijk-stra-Zugri�soperationen aus Unterabs
hnitt 2.2.3. Wir betra
hten dabei die Funktionen outMund cM näher, da die beiden anderen Operationen Glei
hheitstest und Start- bzw. Zielknoteno�ensi
htli
h e�zient implementiert werden können.Die Funktion outM verwendet die Funktionen h, k, forbidden und out . Die ersten beidenkönnen in O(1) bere
hnet werden, die dritte benötigt bei einer geeigneten Implementation alsArray von kleine Bitvektoren au
h nur konstante Laufzeit. Die Funktion out benötigt bei derImplementation des Graphen als Adjazenzliste für die Bere
hnung von out(v) Zeit in der Ordnungder Gröÿe der Ausgangskantenmenge outdeg(v). Streng genommen erfüllt outM unsere eingangsim Unterabs
hnitt 2.2.3 gestellte Forderung für die Laufzeit ni
ht: Für m ∈ E gilt die Unglei
hung
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outdegM (m) < outdeg(k(m)), demna
h werden mehr Elemente betra
htet als zurü
kgegeben.Für Straÿengraphen spielt dieser minimale Unters
hied wegen bes
hränktem Ausgangsgrad jedo
hkaum eine Rolle.Für die Bere
hnung der Funktion cM bemerken wir, dass hierfür die Funktionen k und c benö-tigt werden. Die Funktion k benötigt O(1) Laufzeit, also kann cM genauso e�zient wie c bere
hnetwerden. Bei einer naheliegenden Implementation als Array von Flieÿkommazahlen beträgt au
hhier die Zugri�szeit O(1).Allerdings liegt die Bere
hnung von inM , wie sie z.B. für die bidirektionale Su
he notwendig ist(siehe 2.3.3), ni
ht auf der Hand. Zur Bere
hnung von inM (m) ist eine Untersu
hung der Vorgän-ger der Kanten aus in(k(m)) (also der �Vorvorgänger� von k(m)) notwendig. Das Problem wurdeim Rahmen der Referenz-Implementation betra
htet und gelöst, eine tiefer gehende Betra
htungwürde hier jedo
h den Rahmen sprengen. Diese Bere
hnung lieÿe si
h dur
h eine geeignete Vor-verarbeitung der Abbiegeverbots-Menge bes
hleunigen.4.5.6 KomplexitätDie Laufzeit hängt wie bei der Knotenaufnahme in erster Linie von der Gröÿe des Graphen ab.Hier gilt

|VM | = |V ⊎ {e : forbidden(e) 6= ∅}| < |V |+ min(|T |, |E|).Für die von uns untersu
hten Straÿengraphen gilt stets |T | < |V | < |E|, hier können wir dieKnotenanzahl mit
|VM | < |V |+ |T | < 2 · |V |na
h oben abs
hätzen.Für der Kantenmenge zeigen wir, dass sie unter der Voraussetzung bes
hränkten Eingangs-und Ausgangsgrads deg die Unglei
hung

|EM | < (|V |+ min(|T |, |E|)) · deggilt:
|EM | =

∑

m∈VM

|outM (m)| De�nition EM

≤
∑

v∈V

|outM (v)|+
∑

e∈E:
forbidden(e)6=∅

|outM (e)| De�nition von VM

≤ |V | · deg + min(|T |, |E|) · deg De�nitionen von outM und forbidden

= (|V |+ min(|T |, |E|)) · degFür den s
hlimmsten Fall können wir |EM | mit
|EM | < 2 · |E| · degabs
hätzen. Für |T | < |V | < |E| und mit |E| < |V | · deg erhalten wir jedo
h
|EM | < 2 · |E|.Die Gröÿe der Knoten- und Kantenmengen des Arbeitsgraphen unters
heidet si
h bei dünnenGraphen au
h im s
hlimmsten Fall nur um einen konstanten Faktor von der Gröÿe der Knoten- undKantenmengen im Ausgangsgraphen. Die asymptotis
he Laufzeit beim Knotensplitting entspri
htalso der des Algorithmus von Dijkstra: O(n log n). Bei in der Praxis auftretenden Fällen wirdder Faktor für den Gröÿenunters
hied nur knapp gröÿer als eins sein, daher können wir von einernur lei
ht erhöhten Laufzeit ausgehen. Wir werden das in Abs
hnitt 6.2 empiris
h überprüfen.



30 5 REFERENZ-IMPLEMENTATION4.5.7 BewertungIm Gegensatz zur Kantenaufnahme erzeugt dieses Verfahren einen wesentli
h kleineren Arbeits-graphen und verspri
ht somit eine im Verglei
h wesentli
h bessere Laufzeit. Es kann au
h bequemon-line angewendet werden. Obwohl der erzeugte Arbeitsgraph ni
ht minimal ist, lohnt si
h dieMinimierung für unseren Anwendungsfall ni
ht, da der erwartete Laufzeitvorteil gering ist unddadur
h die Implementation eines on-line-Verfahrens ers
hwert wird.4.5.8 Allgemeine WegeverboteWir haben uns bisher nur mit Abbiegeverboten, also Wegeverboten der Länge 2, auseinander ge-setzt. Die Erweiterung des Knotensplittings auf allgemeine Wegeverbote soll hier nur kurz skizziertwerden, eine ausführli
he Bes
hreibung mit Beweis kann in [S
h00℄ na
hges
hlagen werden.Das Knotensplitting basiert auf folgender Idee: Die Information, ob im nä
hsten S
hritt einAbbiegeverbot zu berü
ksi
htigen ist, wird ni
ht im Algorithmus, sondern im Zustand der Su
heverwaltet. Be�ndet si
h die Su
he auf einem Knoten einer �höheren Ebene�, bedeutet das, dass imnä
hsten S
hritt aufgrund eines Abbiegeverbots ni
ht alle Knoten im Ausgangsgraphen errei
htwerden können � was dur
h das Fehlen der entspre
henden Kanten im Arbeisgraphen realisiertwird.Dieselbe Idee kann au
h für allgemeine Wegeverbote verfolgt werden. Wenn während der Su
heein Wegeverbot betreten wird, wird die Su
he im Arbeitsgraph auf eine bestimmte, nur diesemWegeverbot zugeordnete Ebene geführt. Wenn das Wegeverbot vor der letzten Verbotskante ver-lassen wird, wird die Su
he wieder auf die �Standard-Ebene� zurü
kgeführt, die keinemWegeverbotentspri
ht. Das Wegeverbot kann aber ni
ht über die letzte Verbotskante verlassen werden, da dieentspre
hende Kante für diese Ebene im Arbeitsgraphen fehlt.Da Wegeverbote si
h überlappen können, s
heint für eine e�ziente Zuordnung der �Ebenen� imArbeitsgraphen zu den aktiven Wegeverboten zumindest eine Vorbere
hnung auf der Wegeverbots-menge notwendig zu sein. Na
h einer derartigen Vorbere
hnung wäre ein on-line-Verfahren ähnli
hzum Knotensplitting denkbar. Allerdings wäre ein on-line-Verfahren für allgemeine Wegeverbotevermutli
h um einiges komplexer als das Knotensplitting für Abbiegeverbote.Für reale Anwendungen werden die meisten Wegeverbote die Länge 2 haben. Ein Hybrid-Ansatz, bei dem �problematis
he� Wegeverbote mit mehr als zwei Kanten vorab o�-line und dieAbbiegeverbote erst on-line transformiert werden, s
heint hier ein guter Ansatz zu sein.5 Referenz-ImplementationDie hier vorgestellten Verfahren wurden implementiert. Um die Algorithmen zu testen, wurde ei-ne kleine Beispiel-Anwendung mit Kommandozeilen-S
hnittstelle entwi
kelt. In diesem Abs
hnittmö
hten wir unsere Beispiel-Anwendung und ihre Mögli
hkeiten und Grenzen vorstellen. Wir ge-hen etwas genauer auf die Implementation der Algorithmen ein. Dabei stellen wir au
h den Entwurfvor, der für eine reale Anwendung adaptiert werden kann. Die Probleme, die dabei aufgetretensind, und die Lösungen dafür sollen hier kurz als Fallstudie skizziert werden. Das kann helfen,einen Überbli
k über die zu erwartenden Probleme bei einer realen Anwendung zu erhalten.5.1 Beispiel-Anwendung zum Test der AlgorithmenUnsere Beispiel-Anwendung ist kommandozeilengesteuert und leistet unter anderem Folgendes:� Einlesen eines Graphen aus einer Datei oder von der Standard-Eingabe.� Unterstützung vers
hiedener Su
h-Algorithmen, einfa
he Erweiterbarkeit.� Ausführung eines oder mehrerer Algorithmen für gegebene oder zufällig gewählte Start- oderZielknoten mit einer gegebenen Anzahl Iterationen.



5.2 Implementation der Algorithmen 31� Ausgabe des kürzesten Pfads (falls vorhanden) und dessen Länge, Prüfung des Pfads aufGültigkeit und Enthalten von Abbiegeverboten.� Messung und Ausgabe der verbrau
hten CPU-Zeit.� Erfassung und Ausgabe statistis
her Daten.� Wahlweise Ausgabe in Dateien oder auf die Standardausgabe.� Initialisieren des verwendeten Pseudo-Zufallsgenerators mit einem vorgegebenen Startwert.� Vers
hiedene ni
ht problembezogene Tests wie z.B. Bestimmung der starken Zusammen-hangskomponenten.Es waren bereits Graphen vorhanden, die das Straÿennetz jeweils eines europäis
hen Landesrepräsentierten. Die Graphen lagen im GraphML-Format [Gra℄ vor, Routinen zum Einlesen gabes au
h s
hon. Allerdings waren die Ausgangsdaten ni
ht für eine direkte Verarbeitung geeignet:Der Graph lag als ungeri
hteter Graph vor, es gab Multikanten, und es gab Abbiegeverbote, dieni
ht zugeordnet werden konnten.Um die Säuberung der Daten von der eigentli
hen Anwendung zu trennen, wurde ein sepa-rates Programm entwi
kelt, das die Graphen aus dem GraphML-Format eingelesen, �gesäubert�und in das eigens entwi
kelte GPR-Format konvertiert hat. Das GPR-Format (Graph with PathRestri
tions) vereint den Graphen mit seinen Abbiegeverboten in einer Datei. Eine Gramma-tik in EBNF-Form und eine Beispiel-Datei sind in Anhang C zu �nden. Für das Einlesen derGPR-Dateien wurde mit Hilfe von �ex und bison [Her92℄ ein s
hneller tabellengesteuerter Parsergeneriert.Dadur
h konnte die Beispiel-Anwendung s
hlank gehalten werden, da sie von sauberen, kor-rekten Eingabedaten ausgehen konnte. Ferner konnte das Einlesen um ein Vielfa
hes bes
hleunigtwerden. Das Format ist sehr gut geeignet, um kleine Beispiele zu erzeugen. Es ist kompakt, dasowohl der Graph als au
h die Abbiegeverbote in einer Datei Platz �nden. Auÿerdem kann der Par-ser lei
ht an Erweiterungen des Formats angepasst werden, z.B. für die Einbeziehung allgemeinerWegeverbote.5.2 Implementation der AlgorithmenFür die Entwi
klung der Algorithmen stand die Bibliothek LEDA (Library of E�
ient Data typesand Algorithms) [NM99℄ zur Verfügung. LEDA bietet für die Programmierspra
he C++ unteranderem e�ziente Datenstrukturen für Graphen und für Wörterbü
her. Dadur
h konnte bei derImplementation der Fokus auf die problembezogenen Aspekte gesetzt werden.LEDA arbeitet verstärkt mit C++-Templates [Wil04℄. Dieses Paradigma haben wir, wo essinnvoll war, au
h für unser Projekt verwendet. Vorteile sind z.B. Typsi
herheit und eine bessereOptimierbarkeit des Codes als bei virtuellen Funktionen.Na
h der Entwi
klung der ersten rudimentären Version der Kommandozeilens
hnittstelle undder Routine zum Einlesen der Graphen wurde als erstes die bei LEDA mitgelieferte Implementa-tion des Algorithmus von Dijkstra verwendet. Diese kennt zwar keine Abbiegeverbote, ist abergut als Verglei
h für die später hinzugefügten Verfahren geeignet. Für die dynamis
hen Algorith-men �Mehrfa
h-Knotenaufnahme� und �Knoten- und Kantenaufnahme� wurde die mitgelieferteImplementation entspre
hend der De�nition des Algorithmus angepasst.Um Erfahrungswerte für die Integration von statis
hen Verfahren in bestehende Umgebungenzu gewinnen und die �on-line-Fähigkeit� unserer Algorithmen zu veri�zieren, musste in unseremFall zunä
hst eine sol
he Umgebung ges
ha�en werden. Dazu wurde zunä
hst eine bes
hleunigteImplementation des Dijkstra-Algorithmus in der bigeri
hteten Variante (siehe Abs
hnitt 2.3)abgewandelt. Diese Implementation verwendete die dur
h LEDA de�nierten Zugri�soperationenauf den Graphen. Die LEDA-Zugri�soperationen, die den unterstri
henen Operationen im Pseu-do
ode in Anhang A auf Seite 40 entspre
hen, wurden dur
h Zugri�soperationen auf eine eigene



32 5 REFERENZ-IMPLEMENTATION(bislang abstrakte) Graph-Datenstruktur ersetzt. Im nä
hsten S
hritt wurde der Algorithmus fürdas MSTSP erweitert. Das waren die einzigen Änderungen am Algorithmus von Dijkstra.Nun galt es, Implementationen für die eigene Graph-Datenstruktur zu entwi
keln, die on-linefür den MSTSP-Algorithmus ausgehend von einem Graphen mit Abbiegeverboten eine Si
ht aufeinen Arbeitsgraphen ohne Abbiegeverbote präsentieren. Wir bezei
hnen diese Implementationenals Adapter. Der erste S
hritt lief au
h hier auf das Weglassen von Abbiegeverboten hinaus �es wurde ein �Identitäts-Adapter� entwi
kelt, der einfa
h einen LEDA-Graphen 1:1 in die eigeneGraph-Datenstruktur umgewandelt hat. Die beiden anderen Adapter für die �Kantenaufnahme�und für das �Knotensplitting� folgten und konnten aufgrund des vorher dur
hgeführten Entwurfsnahtlos integriert werden.Um einen Verglei
h zwis
hen on-line- und o�-line-Verfahren herstellen zu können, wurde zujedem on-line-Verfahren das zugehörige o�-line-Verfahren entwi
kelt. Dafür war ledigli
h die Im-plementation eines weiteren Adapters, des �generis
hen o�-line-Adapters�, notwendig. Dieser erhältals Template-Parameter eine andere Adapter-Klasse und benutzt deren Zugri�s-Operationen, ummittels einer Tiefensu
he eine Repräsentation des Graphen im Arbeitsspei
her aufzubauen.Insgesamt können wir festhalten, dass die Entwi
klungszeit dur
h die Benutzung der LEDA-Klassenbibliothek drastis
h verkürzt wurde, obwohl vorher eine Einarbeitung notwendig war.Frühzeitig dur
hgeführte Überlegungen zum Entwurf haben ebenfalls Zeit bei der Implementa-tion gespart. Die Integration eines statis
hen Verfahrens in einen bestehenden Algorithmus, dereine Bes
hleunigungste
hnik anwendet, kann re
ht einfa
h dur
hgeführt werden, indem anstelleeines Graphen im Arbeitsspei
her auf die entspre
hende Adapter-Klasse aus unserer Referenz-Implementation zugegri�en wird. Allerdings lassen unsere Implementationen no
h sehr groÿzügi-gen Spielraum für Optimierungen, ni
ht zuletzt fordert die Bequemli
hkeit einer Klassenbibliothekihren Preis bei der Laufzeit des so erzeugten Codes.5.3 Bei der Implementation aufgetretene ProblemeQuelldaten Ein Problem waren die unsauberen Daten, für die zunä
hst eine Säuberungs-Rou-tine ges
hrieben werden musste. Das kann au
h in bereits bestehenden Anwendungen auftreten,wo die Abbiegeverbote bisher zwar vorhanden waren, aber ni
ht benutzt wurden. Allerdings istdieses Problem eher te
hnis
her Natur.Datenstruktur-Inkompatibilität Bei der Anpassung der LEDA-Variante der bigeri
htetenSu
he �el auf, dass die Prioritätswartes
hlange mit decrease_key-Funktion zwar für Knoten, aberni
ht für allgemeine Datentypen zur Verfügung stand. Da die Implementation der Kürzesten-Wege-Su
he für Adapter mögli
hst generis
h gehalten werden sollte, musste die Prioritätswartes
hlangefür unseren Algorithmus selbst implementiert werden. Dafür wurde eine kombinierte Datenstrukturaus Prioritätswartes
hlange und Wörterbu
h von Kanten auf Wartes
hlangen-Einträge entworfen.Wenn die Kürzeste-Wege-Su
he nur für einen speziellen Adapter zu implementieren gewesen wäre,hätte die Wörterbu
h-Struktur besser auf die vom Adapter verlangte Knotenmenge angepasstwerden können. Als Fazit können wir festhalten, dass die von uns verfolgte Allgemeinheit undUnterstützung vers
hiedener Verfahren hö
hstens für akademis
he Zwe
ke geeignet ist: Bei einerpraktis
h orientierten Implementation wird man vorab ein Verfahren (z.B. das �Knotensplitting�)wählen, einen speziellen optimierten Adapter für eine speziell optimierte S
hnittstelle entwi
kelnund die Implementation der Kürzesten-Wege-Su
he auf diesen Adapter ausri
hten.MSTSP Ein weiteres Problem bei den statis
hen Adaptern war, dass der Zielknoten (und bei derKantenaufnahme au
h der Startknoten) ni
ht mehr eindeutig bestimmt waren. Das führte uns zurDe�nition des MSTSP. In der Praxis wird man dafür aus Performan
e-Gründen eine semi-statis
heVariante wählen, die das Errei
hen des Zielknotens (bzw. der Zielkante, je na
h Problemstellung)e�zient prüft. Wir arbeiten bei unserer Referenz-Implementation mit einer explizit angegebenenZielknotenmenge, was für die Laufzeit ni
ht gerade förderli
h sein kann.Eine Mögli
hkeit, das Problem zumindest beim Knotensplitting ganz zu umgehen, ist die For-derung, dass na
h Errei
hen des Ziels dieses über jede Kante verlassen werden kann. Dies ist aber
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Abbildung 5: Anzahl Knoten und Kanten in denTestgraphen
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Abbildung 6: Verhältnis zwis
hen Kanten- undKnoten-Anzahl in den Testgraphenni
ht immer mögli
h, da es Knoten geben kann, bei denen jede Eingangskante Verbotseingang ist.Si
herli
h wird man au
h bei einer realen Implementation auf das Problem der mehreren Zielkno-ten stoÿen und je na
h verwendeter Bes
hleunigungste
hnik und Problemde�nition eine Lösung�nden. Wir weisen hier ledigli
h darauf hin, dass das Problem wahrs
heinli
h für alle Anwen-dungsfälle existiert; eine allgemeine Lösung für jeden dieser Anwendungsfälle anzugeben ist ni
htmögli
h.6 Empiris
he AnalyseIm folgenden Abs
hnitt werden wir die Ergebnisse der empiris
hen Analyse unserer Algorithmenvorstellen. Wir beginnen mit einer kurzen Vorstellung einiger statis
her Eigens
haften der Gra-phen, auf denen unsere Algorithmen getestet wurden. Ans
hlieÿend zeigen wir die Ergebnisse derLaufzeittests.6.1 Testgraphen6.1.1 Überbli
kBei unseren Tests haben wir reale Straÿengraphen einiger Länder Europas verwendet. Die AnzahlKnoten rei
ht dabei von etwa 30.000 (Luxemburg) bis zu 4.000.000 (Deuts
hland), so dass wirLaufzeiten für Graphen sehr unters
hiedli
her Gröÿen angeben können. Die Kantenanzahl ist einverglei
hsweise konstantes Vielfa
hes der Knotenanzahl, das Verhältnis Kanten- zu Knotenanzahlliegt zwis
hen 2,1 und 2,4. Abbildung 5 zeigt eine Übersi
ht über die Anzahl Knoten und Kanten.In Abbildung 6 ist das Verhältnis zwis
hen Kanten- und Knotenanzahl dargestellt.6.1.2 Relative Anzahl der AbbiegeverboteUm einen Überbli
k über die relative Anzahl der Abbiegeverbote zu erhalten, haben wir für dieTestgraphen die Anzahl Abbiegeverbote ins Verhältnis zur Knotenanzahl gesetzt. In den meistenLändern liegt das Verhältnis um 5 %. Ausreiÿer sind Spanien und Portugal, dort beträgt dasVerhältnis etwa 20 %. Ein entspre
hendes Balkendiagramm ist in Abbildung 7 angegeben. Ausdiesem Grund untersu
hen wir die Abhängigkeit der Laufzeit von der Anzahl der Abbiegeverboteni
ht: In der Praxis hat die Gröÿe des Graphen einen weit stärkeren Ein�uss auf die Laufzeit alsdie Anzahl der Abbiegeverbote.
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Abbildung 7: Verhältnis zwis
hen der AnzahlAbbiegeverbote und der Knotenanzahl in denTestgraphen
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Abbildung 8: Anteil der beim Knotensplittingentstehenden redundanten Knoten in den Test-graphen6.1.3 Beim Knotensplitting entstehende redundante KnotenAu
h die Anzahl der beim Knotensplitting entstehenden redundanten Knoten wurde für die ein-zelnen Graphen untersu
ht. Nur für Portugal sind mehr als ein Prozent der Knoten redundant,bei allen anderen Ländern liegt der Anteil redundanter Knoten zum Teil weit darunter. Die beidenLänder mit dem hohen Anteil an Abbiegeverboten erzeugen erwartungsgemäÿ au
h die meistenredundanten Knoten. Abbildung 8 verdeutli
ht diesen Sa
hverhalt.6.2 LaufzeitWir haben eine Testserie mit allen Graphen, allen Algorithmen und jeweils 200 Su
hläufen fürjeweils dieselben Start- und Zielknoten dur
hgeführt. Die Start- und Zielknoten wurden pseudo-zufällig gewählt, die ermittelten Wege sind daher relativ lang. Da wir eine ni
ht bes
hleunigteVariante des Algorithmus von Dijkstra verwendet haben, dauerte ein Su
hlauf zum Teil meh-rere Minuten. Das Testsystem hatte einen mit 2,5 GHz getakteten 64-Bit-Prozessor mit 16 GBArbeitsspei
her und 1 GB Level-1-Ca
he.Zunä
hst betra
hten wir die verwendete Prozessorzeit, wir verwenden hier den Begri� �Lauf-zeit� synonym. Die Auswertung dieser Daten führen wir getrennt na
h Art des Verfahrens (dyna-mis
h, statis
h on-line oder statis
h o�-line) dur
h. Als nä
hstes verglei
hen wir dynamis
he undstatis
he Verfahren und dort die on-line- bzw. o�-line-Varianten. Abs
hlieÿend analysieren wir dieAnzahl der von den jeweiligen Algorithmen besu
hten Knoten und Kanten.Bei den Tests haben wir für jede Verfahrensklasse au
h Daten für unsere Verglei
hs-Imple-mentation des Algorithmus von Dijkstra ohne Berü
ksi
htigung von Abbiegeverboten erfasst. Inden Gra�ken ist der jeweilige Algorithmus mit �E� bezei
hnet.Obwohl uns bei den statis
hen Verfahren au
h eine bidirektionale Variante zur Verfügunggestanden hätte, haben wir die einfa
he unidirektionale Su
he verwendet, um eine bessere Ver-glei
hsmögli
hkeit zwis
hen statis
hen und dynamis
hen Verfahren zu erhalten.6.2.1 Dynamis
he VerfahrenDie verwendete Prozessorzeit der dynamis
hen Verfahren in Abhängigkeit von der Anzahl Knotenim Graphen wird in Abbildung 9 dargestellt. Dabei ist die Mehrfa
h-Knotenaufnahme mit �Me-KnA� und die Knoten- und Kantenaufnahme mit �KnKaA� bezei
hnet. Obwohl aus dieser Gra�kfür alle drei Algorithmen kein nennenswerter superlinearer Anstieg hergeleitet werden kann, zeigtdas in Abbildung 10 dargestellte Verhältnis zwis
hen Laufzeit und Knotenanzahl die Superlinea-rität der Laufzeit deutli
h auf.



6.2 Laufzeit 35
 0,01

 0,1

 1

 10

 100

 100  1000

P
ro

ze
ss

or
ze

it 
in

 s

Anzahl Knoten in Tausend

KnKaA
MeKnA

E
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Abbildung 10: Verhältnis zwis
hen Laufzeit undKnotenanzahl bei den dynamis
hen Verfahren
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Abbildung 11: Verglei
h der verwendeten Pro-zessorzeit bei den dynamis
hen VerfahrenIn Abbildung 11 verglei
hen wir die drei Verfahren paarweise. Die Implementation des Algo-rithmus von Dijkstra ohne Abbiegeverbote, die aus der LEDA-Bibliothek entnommen wurde,arbeitet wesentli
h s
hneller als unsere Algorithmen. Das zeigt, dass in unserer Implementationno
h Optimierungs-Potential ste
kt. Interessanterweise benötigt die Knoten- und Kantenaufnah-me etwa anderthalbmal soviel Zeit wie die Mehrfa
h-Knotenaufnahme. Wir führen das zum einenauf eine ni
ht optimale Implementation der Domäne M der Prioritätswartes
hlange zurü
k: Beiunserer Implementation passen die Elemente von M ni
ht in ein Mas
hinenwort. Zum anderenwerden, wie wir später sehen werden, bei der Knoten- und Kantenaufnahme mehr Knoten undKanten betra
htet als bei der Mehrfa
h-Knotenaufnahme.6.2.2 Statis
he on-line-VerfahrenAbbildung 12 zeigt die Laufzeit der statis
hen on-line-Verfahren als Funktion der Knotenanzahl.Hier stellt �KaA� die Kantenaufnahme und �KnS� das Knotensplitting dar. Wie erwartet benötigtdie Kantenaufnahme wesentli
h mehr Zeit als die anderen Verfahren, der Overhead kann in Abbil-dung 13 abgelesen werden und liegt für den Verglei
h zum Knotensplitting etwa zwis
hen 2,5 und3. Dieser Wert könnte mit dem Verhältnis zwis
hen Kanten- und Knotenanzahl zusammenhängen,das haben wir an dieser Stelle allerdings ni
ht genauer untersu
ht.Andererseits liegt der Overhead vom Knotensplitting im Verglei
h zum einfa
hen Adapterbei verglei
hsweise niedrigen 1,2. Das bestätigt unsere bei der Analyse des Knotensplittings inUnterabs
hnitt 4.5.6 aufgestellte Vermutung, dass die Laufzeit des Knotensplittings nur einen
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Abbildung 12: Verwendete Prozessorzeit bei denstatis
hen on-line-Verfahren  1
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Abbildung 13: Verglei
h der verwendeten Pro-zessorzeit bei den statis
hen on-line-Verfahren
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Abbildung 14: Verwendete Prozessorzeit bei denstatis
hen o�-line-Verfahren  1
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Abbildung 15: Verglei
h der verwendeten Pro-zessorzeit bei den statis
hen o�-line-VerfahrenBru
hteil höher ist als die des einfa
hen Algorithmus ohne Abbiegeverbote. Wir haben hier sehrfaire Verglei
hsbedingungen, da sowohl der einfa
he als au
h der Knotensplitting-Adapter aufexakt dieselbe Dijkstra-Implementation aufsetzen.6.2.3 Statis
he o�-line-VerfahrenDie Abbildungen 14 und 15 zeigen dasselbe für den o�-line-Fall. Hier ist bemerkenswert, dassder Overhead der Kantenaufnahme auf einen Wert um 2,5 gesunken ist. Au
h der Overhead desKnotensplittings im Verglei
h zum einfa
hen Adapter weist einen geringeren Wert auf.6.2.4 Verglei
h zwis
hen on-line- und o�-line-VerfahrenIn Abbildung 16 verglei
hen wir on-line- mit o�-line-Verfahren. Für den simplen Adapter istder Overhead gering � die on-line-Variante tut im Wesentli
hen genau dasselbe wie die o�-line-Variante. (Für zwei Testfälle war die on-line-Variante sogar s
hneller als die o�-line-Variante. Wirkönnen nur vermuten, dass das mit der Gröÿe der Graphen und damit verbundenen Ca
he-E�ektenzusammenhängen kann.) Für das Knotensplitting arbeitet das on-line-Verfahren bei unserer Im-plementation etwa um Faktor 1,2 langsamer als das o�-line-Verfahren. Eine extensive Optimierungdes on-line-Knotensplittings könnte den Overhead weiter reduzieren. Ähnli
h sieht es bei der Kan-tenaufnahme aus.
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Abbildung 16: Verglei
h zwis
hen on-line- undo�-line-Verfahren  1
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Abbildung 17: Verglei
h eines statis
hen mit ei-nem dynamis
hen Verfahren
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Abbildung 18: Verwendete Prozessorzeit bei derKonstruktion des Arbeitsgraphen bei den o�-line-Verfahren  100  1000V
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Abbildung 19: Verhältnis zwis
hen Laufzeit undKnotenanzahl bei der Konstruktion des Arbeits-graphen bei den o�-line-Verfahren6.2.5 Verglei
h zwis
hen dynamis
hen und statis
hen VerfahrenAls nä
hstes verglei
hen wir in Abbildung 17 unser bestes statis
hes mit unserem besten dynami-s
hen Verfahren: Die o�-line-Version des Knotensplitting gegen die Mehrfa
h-Knotenaufnahme. Zuerwarten wäre, dass das statis
he o�-line-Verfahren s
hneller als das dynamis
he Verfahren arbei-tet: Das statis
he Verfahren ma
ht nur eine Su
he auf einem bereits existierenden Graph, währendbeim dynamis
hen Verfahren die Abbiegeverbote betra
htet werden müssen und die Su
he insge-samt komplizierter ist. Erstaunli
herweise ist aber das statis
he Verfahren 
a. anderthalbmal solangsam wie das dynamis
he.Wir führen das darauf zurü
k, dass beim statis
hen Verfahren gröÿerer Wert auf Allgemeinheitgelegt wurde. So ist die Su
he bei allen statis
hen o�-line-Verfahren nur ein Spezialfall eines on-line-Adapters. Wäre speziell für die o�-line-Verfahren eine eigene Kürzeste-Wege-Su
h-Routineimplementiert worden, würde der Verglei
h vermutli
h anders aussehen. Hinzu kommt, dass dasdynamis
he Verfahren unter Verwendung eines Pro�lers na
hoptimiert wurde. Auÿerdem werdenau
h beim Knotensplitting etwas mehr Knoten und Kanten betra
htet als bei der Mehrfa
h-Knotenaufnahme, wie wir später sehen werden.
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Abbildung 20: Verglei
h der Anzahl betra
hteterKnoten  0,9
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Abbildung 21: Verglei
h der Anzahl betra
hteterKanten6.2.6 Dauer der Vorverarbeitung bei statis
hen o�-line-VerfahrenWir s
hlieÿen die Laufzeittests mit einer Analyse der Dauer der Vorverarbeitung bei den stati-s
hen o�-line-Verfahren ab. Die Vorverarbeitung besteht bei diesen Verfahren aus dem Aufbau desArbeitsgraphen per Tiefensu
he. Das Diagramm in Abbildung 18 zeigt, dass die Dauer der Vor-verarbeitung bei der Kantenaufnahme erwartungsgemäÿ eine Gröÿenordnung gröÿer als die desKnotensplittings ist. Der Aufbau des Arbeitsgraphen dauert allerdings au
h beim Knotensplit-ting nur unwesentli
h länger als die 1:1-Kopie per Tiefensu
he beim Identitäts-Adapter: Selbst fürden gröÿten betra
hteten Graphen wird nur knapp über einer Minute benötigt, trotz der ni
htoptimalen Implementation. Das dürfte ein für die Praxis akzeptabler Wert sein.In Abbildung 19 wurde wieder die Laufzeit zur Knotenanzahl ins Verhältnis gesetzt. Als Er-gebnis können wir festhalten, dass der Aufbau des Arbeitsgraphen linear in der Gröÿe des Aus-gangsgraphen ist.6.2.7 Anzahl betra
hteter Knoten und KantenZusätzli
h zu den reinen Laufzeittests hat unsere Anwendung no
h die Anzahl betra
hteter Knotenund Kanten erfasst. In den Abbildungen 20 und 21 ist der Overhead im Verglei
h zum Algorithmusvon Dijkstra dargestellt. Die Mehrfa
h-Knotenaufnahme betra
htet insgesamt weniger Knotenund Kanten als das Knotensplitting, was wir auf die exaktere Update-Prozedur der Prioritäts-wartes
hlange zurü
kführen. Die Knoten- und Kantenaufnahme s
hneidet hingegen unerwartets
hle
ht ab � das könnte daran liegen, dass unsere Implementation lei
ht vom hergeleiteten Al-gorithmus abwei
ht. Wir untersu
hen hier das Verfahren Kantenaufnahme ni
ht genauer, da hierder Overhead weit über dem der anderen drei Verfahren liegt.7 Ergebnisse und Ausbli
kWir haben in dieser Arbeit mehrere Herangehensweisen an das Problem der Kürzesten-Wege-Su
hemit Berü
ksi
htigung von Abbiegeverboten untersu
ht und vergli
hen. Trotz des etwas s
hle
hterenAbs
hneidens bei den Laufzeittests favorisieren wir die statis
hen Verfahren, da sie besser in be-stehende Umgebungen und mit Bes
hleunigungste
hniken integriert werden können. Selbst wennim statis
hen Fall aus E�zienzgründen ein o�-line-Verfahren verwendet wird, kann für die von unsvorgestellten Verfahren die on-line-Variante verwendet werden, um einen o�-line-Adapter zu erzeu-gen. Dadur
h ist später gegebenenfalls ein Umstieg auf die on-line-Variante mögli
h, beispielsweisefalls der Graph zu häu�g geändert wird. Für Anwendungen, die bisher ni
ht oder nur einges
hränktmit Abbiegeverboten umgehen, können wir als Sofortlösung das Knotensplitting empfehlen, das



39mit den hier vorgestellten Methoden gut in jede Art von Kürzeste-Wege-Anwendung eingepasstwerden kann.Zu untersu
hen wäre, wel
hen Ein�uss die Berü
ksi
htigung von Abbiegeverboten auf die E�-zienz der Bes
hleunigungste
hniken hat. Ein bei einem statis
hen Verfahren entstehender Arbeits-graph kann dur
haus ganz andere Eigens
haften als der zugrunde liegende Ausgangsgraph haben,so dass die Wirksamkeit der Bes
hleunigungste
hniken ni
ht mehr unbedingt gewährleistet ist.Ein anderer Aspekt, den wir hier ni
ht betra
htet haben, ist die Auswirkung von Änderungenam Ausgangsgraphen oder an den Abbiegeverboten auf den Arbeitsgraphen bei einem statis
henVerfahren. Eine kleine Änderung an den Abbiegeverboten löst mögli
herweise weit rei
hende Än-derungen im Arbeitsgraphen aus. Wenn ein Algorithmus über Änderungen im Graphen informiertwerden mö
hte, beispielsweise um seine vorbere
hnete Information zu aktualisieren, muss ein sta-tis
her on-line-Adapter Änderungen am Ausgangsgraphen oder an den Abbiegeverboten korrektin Änderungen auf dem Arbeitsgraphen transformieren.S
hlussendli
h müssen wir die Frage der konkreten Realisierbarkeit e�zienter on-line-Transfor-mationen für allgemeine Wegeverbote o�en lassen.



40 A PSEUDOCODES DER BESCHRIEBENEN ALGORITHMENA Pseudo
odes der bes
hriebenen AlgorithmenEingabe: Gewi
hteter geri
hteter Graph mit ni
htnegativer Kostenfunktion G(V, E, c)Eingabe: Startknoten vs ∈ VEingabe: Zielknoten vt ∈ VAusgabe: Kürzester Pfad P von vs zu vtDaten: Prioritätswartes
hlange Q ⊂ R+ × VDaten: Vorgängerkantenvektor Ps : V → EDaten: Kostenvektor Cs : V → R+Beginn1 für alle v ∈ V tue2
Cs[v]←∞; Ps[v]← nil;3 Ende4

Q← {(0, vs)}; Cs[vs]← 0;5 wiederhole10
(cmin, vmin)← extract_min(Q);11 wenn vmin = vt dann20 // Ziel errei
ht

v ← vt;21 solange v 6= vs tue22
e← Ps[v];23
v ← source(e);24
P ← e + P ;25 Ende26 zurü
k P27 Ende28 für alle eneu ∈ out(vmin) tue30

vneu ← target(eneu);31
cneu ← cmin + c(eneu);32 wenn cneu < Cs[vneu ] dann40 wenn Cs[vneu ] <∞ dann decrease_key(Q, (cneu , vneu));41 sonst insert(Q, (cneu , vneu));42

Cs[vneu ]← cneu ; Ps[vneu ]← eneu ;43 Ende44 Ende50 bis (|Q| = 0);51 Fehler: Es gibt keinen Pfad von vs na
h vt;52 Ende53 Abbildung 22: Der Algorithmus von Dijkstra
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Eingabe: Gewi
hteter geri
hteter Graph mit ni
htnegativer Kostenfunktion G(V, E, c)Eingabe: Startknotenmenge Vs ⊂ VEingabe: Zielknotenmenge Vt ⊂ VAusgabe: Kürzester Pfad P von einem Knoten aus Vs zu einem Knoten aus VtDaten: Prioritätswartes
hlange Q ⊂ R+ × VDaten: Vorgängerkantenvektor Ps : V → EDaten: Kostenvektor Cs : V → R+Beginn1 für alle v ∈ V tue2

Cs[v]←∞; Ps[v]← nil;3 Ende4 für alle v ∈ Vs tue Q← {(0, v)}; Cs[v]← 0;5 wiederhole10
(cmin, vmin)← extract_min(Q);11 wenn v ∈ Vt dann20 // Ziel errei
ht

v ← vt;21 solange v 6= vs tue22
e← Ps[v];23
v ← source(e);24
P ← e + P ;25 Ende26 zurü
k P27 Ende28 für alle eneu ∈ out(vmin) tue30

vneu ← target(eneu);31
cneu ← cmin + c(eneu);32 wenn cneu < Cs[vneu ] dann40 wenn Cs[vneu ] <∞ dann decrease_key(Q, (cneu , vneu));41 sonst insert(Q, (cneu , vneu));42

Cs[vneu ]← cneu ; Ps[vneu ]← eneu ;43 Ende44 Ende50 bis (|Q| = 0);51 Fehler: Es gibt keinen Pfad von einem Knoten aus Vs zu einem Knoten aus Vt;52 Ende53 Abbildung 23: Der Algorithmus von Dijkstra zur Lösung des MSTSP



42 A PSEUDOCODES DER BESCHRIEBENEN ALGORITHMEN
Eingabe: Gewi
hteter geri
hteter Graph mit ni
htnegativer Kostenfunktion G(V, E, c)Eingabe: Abbiegeverbote T ⊂ E × EEingabe: Startknoten vs ∈ VEingabe: Zielknoten vt ∈ VAusgabe: Kürzester Pfad P von vs zu vt unter Berü
ksi
htigung der AbbiegeverboteDaten: Prioritätswartes
hlange Q ⊂ R+ × (V × 2E × E)Daten: Vorgängerkantenvektor Ps : E → EDaten: Kostenvektor Cs : V → R+Beginn1 für alle e ∈ E tue2

Cs[v]←∞; Ps[e]← nil;3 Ende4
Q← {(0, (vs, out(vs), nil))};5 wiederhole10

(cmin, (vmin, Amin, emin))← extract_min(Q);11 wenn vmin = vt dann20 // Ziel errei
htsolange emin 6= nil tue21
P ← emin + P ;22
emin ← Ps[emin];23 Ende24 zurü
k P25 Ende26

Ebesucht ← Ebesucht ∪Amin;27 für alle eneu ∈ Amin tue30
vneu ← target(eneu);31
cneu ← cmin + c(eneu);32
Qvneu

← σv=vneu
(Q);33

Q−vneu
← σc≤cneu

(Qvneu
);34

Q+
vneu
← σc>cneu

(Qvneu
);35

Aneu ← out(vneu) \ [(forbidden(eneu)) ∪ Ebesucht ∪ (
⋃

π3

(

Q−vneu

)

)];36 wenn Aneu 6= ∅ ∨ v = vt dann40
Q++

vneu
← {(c, (v, A \Aneu, e)) : (c, (v, A, e)) ∈ Q+

vneu
};41

Q← σA 6=∅∨v=vt

(

Q ∪ {(cneu , (vneu , Aneu, eneu))} \Q+
vneu
∪Q++

vneu

);42
Cs[vneu ]← cneu ; Ps[eneu ]← emin;43 Ende44 Ende50 bis (|Q| = 0);51 Fehler: Es gibt keinen Pfad ohne Abbiegeverbote von vs na
h vt;52 Ende53 Abbildung 24: Der Algorithmus von Dijkstra mit mehrfa
her Knotenaufnahme
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Eingabe: Gewi
hteter geri
hteter Graph mit ni
htnegativer Kostenfunktion G(V, E, c)Eingabe: Abbiegeverbote T ⊂ E × EEingabe: Startknoten vs ∈ VEingabe: Zielknoten vt ∈ VAusgabe: Kürzester Pfad P von vs zu vt unter Berü
ksi
htigung der AbbiegeverboteDaten: Domäne M := V ⊎EDaten: Prioritätswartes
hlange Q ⊂ R+× MDaten: Vorgänger-Abbildung Ps : M → MDaten: Kostenvektor Cs : M → R+Beginn1 für alle m ∈ M tue2

Cs[m]←∞; Ps[m]← (nil, nil);3 Ende4
Q← {(0, vs)}; Cs[vs]← 0;5 wiederhole10

(cmin, mmin)← extract_min(Q);11
vmin ← k(mmin);12 wenn vmin = vt dann20 // Ziel errei
ht

m← mmin;21 solange m 6= vs tue22
P ← (k(Ps[m]), k(m)) +P ;23
m ← Ps[m];24 Ende25 zurü
k P26 Ende27 wenn mmin ∈ V dann F ← ∅;28 sonst F ← forbidden(mmin);29 für alle eneu ∈ out(vmin) \ F tue30

vneu ← target(eneu);31
cneu ← cmin + c(eneu);32
mneu = h(eneu);33 wenn cneu < Cs[mneu ] dann40 wenn Cs[mneu ] <∞ dann decrease_key(Q, (cneu , mneu));41 sonst insert(Q, (cneu , mneu));42

Cs[mneu ]← cneu ; Ps[mneu ]← mmin;43 Ende44 Ende50 bis (|Q| = 0);51 Fehler: Es gibt keinen Pfad ohne Abbiegeverbote von vs na
h vt;52 Ende53 Abbildung 25: Der Algorithmus von Dijkstra mit Knoten- und Kantenaufnahme



44 B ABLAUFBEISPIEL FÜR DIE MEHRFACH-KNOTENAUFNAHMEB Ablaufbeispiel für die Mehrfa
h-KnotenaufnahmeWir mö
hten die Arbeitsweise des Algorithmus, insbesondere der Aktualisierung der Prioritäts-wartes
hlange, an einem Beispiel vorstellen.Gegeben sei der Graph G(V, E, c) mit V = {v1, v2, . . . , v6} und folgender Kantenmenge E undKostenfunktion c:
e source(e) target(e) c(e)

e1 v1 v3 2
e2 v1 v3 3
e3 v1 v2 1
e4 v2 v3 2
e5 v3 v4 2
e6 v3 v5 2
e7 v3 v6 2Ferner seien die Abbiegeverbote T := {(e1, e5), (e2, e6), (e4, e7)} de�niert. Abbildung 26 zeigtden Graphen.Das Beispiel spiegelt ni
ht gerade reale Gegebenheiten von Straÿengraphen wider. Insbesonderegilt für die Knoten v4, v5 und v6 unsere Forderung na
h outdeg(v) > 0 ni
ht. Die Arbeitsweise desAlgorithmus wird aber gut illustriert.Gesu
ht sei der kürzeste Weg zwis
hen v1 und v4. O�enbar muss dieser über Kante e5 undKnoten v3 führen. Der günstigste Weg, v3 zu errei
hen, ist über die Kante e1. Von Kante e1 gehtaber ein Abbiegeverbt na
h e5 aus, so dass nur Wege über e2 oder e4 in Frage kommen. Entspre-
hend sind [e2, e5] oder [e3, e4, e5] kürzeste Wege unter Berü
ksi
htigung der Abbiegeverbote. Dieminimalen Wegkosten betragen 5.Wir geben jeweils an, wel
he Zeile im Pseudo
ode abgearbeitet wird und wel
hen Wert diegelesenen und ges
hriebenen Werte haben. Die Spalte �#� gibt eine fortlaufende Nummerierungder Aktionen an. Die re
hte Spalte enthält Zeiger auf den Ursprung der für die aktuelle Zeile benö-tigten Daten. Der Zeiger ist als gestri
helte Linie ausgeführt, wenn das Ursprungsdatum auÿerhalbder inneren S
hleife bere
hnet wird und somit innerhalb der inneren S
hleife eine Konstante, also�weniger aktuell�, ist. Aktionen, bei denen ni
hts Interessantes passiert, wurden teilweise ausgelas-sen.Tabelle 1 zeigt den ersten Dur
hlauf der Haupts
hleife. Na
h dem ersten Dur
hlauf enthältdie Prioritätswartes
hlange zwei Einträge für den Knoten v3, da die Kante e5 aufgrund einesAbbiegeverbotes nur über den Umweg e2 errei
ht werden kann. Dabei wurde in Aktion 28 dieAusgangskantenmenge Aneu für die an zweiter Stelle betra
htete Kante e2 dur
h den bereits in

Q be�ndli
hen Eintrag bes
hnitten. Wenn die Kante e2 vor Kante e1 betra
htet worden wäre,würde das Einfügen des Eintrags zu e1 den bereits in Q be�ndli
hen Eintrag zu e2 modi�zieren,so dass am Ende der Zustand der Prioritätswartes
hlange derselbe ist wie bei der von uns prä-sentierten Reihenfolge. Die Arbeitsweise des Algorithmus ist an dieser Stelle unabhängig von derBetra
htungs-Reihenfolge der Ausgangskanten eines Knotens.
v1

v2

v3

v5

v4

v6

e2: 3, ///e6

e1: 2, ///e5

e
3 : 1

e4: 2, ///e7

e5: 2e6: 2
e7 : 2Abbildung 26: Beispiel-Graph zur Demonstration der Mehrfa
h-Knotenaufnahme



45Der zweite Dur
hlauf der Haupts
hleife wird in Tabelle 2 dargestellt. Hier ist Aneu am Endeleer, da der neu betra
htete Weg über v2 für keine Zielkante geringere Kosten mit si
h bringt.Entspre
hend wird die Prioritätswartes
hlange gar ni
ht aktualisiert, da v3 ni
ht das Ziel ist.Beim dritten Dur
hlauf (Tabelle 3) werden die Knoten v5 und v6 errei
ht. Da sie keine Aus-gangskanten haben, ist Aneu jeweils leer. Da beide Knoten ni
ht das Ziel darstellen, wird diePrioritätswartes
hlange ni
ht aktualisiert.Der vierte Dur
hlauf, dargestellt in Tabelle 4, errei
ht endli
h den Zielknoten v4. Obwohl erkeine Ausgangskanten hat, wird er trotzdem in Q eingefügt. Hier wird au
h zum ersten Mal Pssinnvoll aktualisiert (Aktion 105).Die Ermittlung des kürzesten Pfads erfolgt im fünften Dur
hlauf. Der Algorithmus �ndet hierentspre
hend der Vorgängerliste Ps den Pfad [e2, e5], der bei letzten Aktion 118 zurü
kgegebenwird. Der andere kürzeste Pfad wird unter keinen Umständen gefunden, da Kante e2 immer vorKante e4 betra
htet wird.



46 B ABLAUFBEISPIEL FÜR DIE MEHRFACH-KNOTENAUFNAHME# Zeile Variable Wert1 4 Ps {e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7 → nil} b2 5 Q {(0, (v1, {e1, e2, e3}, nil))} b3 11 cmin 0 b4 11 vmin v1 b5 11 Amin {e1, e2, e3} b6 11 emin nil b7 11 Q ∅ b8 27 Ebesucht {e1, e2, e3} b9 30 eneu e1 b10 31 vneu v3 b11 32 cneu 2 b12 33 Qvneu
∅ b13 34 Q−vneu
∅ b14 35 Q+

vneu
∅ b15 36 Aneu {e5, e6, e7} \ [({e5} ∪ {e1, e2, e3} ∪ ∅)] b16 36 Aneu {e6, e7} b17 41 Q++

vneu
∅ b18 42 Q σA 6=∅∨v=vt

(Q ∪ {(2, (v3, {e6, e7}, e1))} \ ∅ ∪ ∅) b19 42 Q σ ({(2, (v3, {e6, e7}, e1))}) b20 42 Q {(2, (v3, {e6, e7}, e1))} b21 43 Ps {e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7 → nil} b22 30 eneu e2 b23 31 vneu v3 b24 32 cneu 3 b25 33 Qvneu
{(2, (v3, {e6, e7}, e1))} b26 34 Q−vneu
{(2, (v3, {e6, e7}, e1))} b27 35 Q+

vneu
∅ b28 36 Aneu {e5, e6, e7} \ [({e6} ∪ {e1, e2, e3} ∪ {e6, e7})] b29 36 Aneu {e5} b30 41 Q++

vneu
∅ b31 42 Q σA 6=∅∨v=vt

(Q ∪ {(3, (v3, {e5}, e2))} \ ∅ ∪ ∅) b32 42 Q σ ({(2, (v3, {e6, e7}, e1)), (3, (v3, {e5}, e2))}) b33 42 Q {(2, (v3, {e6, e7}, e1)), (3, (v3, {e5}, e2))} b34 43 Ps {e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7 → nil} b35 30 eneu e3 b36 31 vneu v2 b37 32 cneu 1 b38 33 Qvneu
∅ b39 34 Q−vneu
∅ b40 35 Q+

vneu
∅ b41 36 Aneu {e4} \ [(∅ ∪ {e1, e2, e3} ∪ ∅)] b42 36 Aneu {e4} b43 41 Q++

vneu
∅ b44 42 Q σA 6=∅∨v=vt

(Q ∪ {(1, (v2, {e4}, e3))} \ ∅ ∪ ∅) b45 42 Q σ ({(1, (v2, {e4}, e3)), (2, (v3, {e6, e7}, e1)), (3, (v3, {e5}, e2))}) b46 42 Q {(1, (v2, {e4}, e3)), (2, (v3, {e6, e7}, e1)), (3, (v3, {e5}, e2))} b47 43 Ps {e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7 → nil} bTabelle 1: Erster Dur
hlauf der Haupts
hleife bei der Mehrfa
h-Knotenaufnahme



47# Zeile Variable Wert49 [27℄ Ebesucht {e1, e2, e3} b50 [42℄ Q {(1, (v2, {e4}, e3)), (2, (v3, {e6, e7}, e1)), (3, (v3, {e5}, e2))} b51 11 cmin 1 b52 11 vmin v2 b53 11 Amin {e4} b54 11 emin e3 b55 11 Q {(2, (v3, {e6, e7}, e1)), (3, (v3, {e5}, e2))} b56 27 Ebesucht {e1, e2, e3, e4} b57 30 eneu e4 b58 31 vneu v3 b59 32 cneu 3 b60 33 Qvneu
{(2, (v3, {e6, e7}, e1)), (3, (v3, {e5}, e2))} b61 34 Q−vneu
{(2, (v3, {e6, e7}, e1)), (3, (v3, {e5}, e2))} b62 35 Q+

vneu
∅ b63 36 Aneu {e5, e6, e7} \ [({e7} ∪ {e1, e2, e3, e4} ∪ {e5, e6, e7})] b64 36 Aneu ∅ bTabelle 2: Zweiter Dur
hlauf der Haupts
hleife bei der Mehrfa
h-Knotenaufnahme

# Zeile Variable Wert66 [11℄ Q {(2, (v3, {e6, e7}, e1)), (3, (v3, {e5}, e2))} b67 [27℄ Ebesucht {e1, e2, e3, e4} b68 11 cmin 2 b69 11 vmin v3 b70 11 Amin {e6, e7} b71 11 emin e1 b72 11 Q {(3, (v3, {e5}, e2))} b73 27 Ebesucht {e1, e2, e3, e4, e6, e7} b74 30 eneu e6 b75 31 vneu v5 b76 32 cneu 4 b77 33 Qvneu
∅ b78 34 Q−vneu
∅ b79 35 Q+

vneu
∅ b80 36 Aneu ∅ \ . . . b81 36 Aneu ∅ b82 30 eneu e7 b83 31 vneu v6 b...85 36 Aneu ∅Tabelle 3: Dritter Dur
hlauf der Haupts
hleife bei der Mehrfa
h-Knotenaufnahme



48 B ABLAUFBEISPIEL FÜR DIE MEHRFACH-KNOTENAUFNAHME
# Zeile Variable Wert87 [11℄ Q {(3, (v3, {e5}, e2))} b88 [27℄ Ebesucht {e1, e2, e3, e4, e6, e7} b89 [43℄ Ps {e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7 → nil} b90 11 cmin 3 b91 11 vmin v3 b92 11 Amin {e5} b93 11 emin e2 b94 11 Q ∅ b95 27 Ebesucht E b96 30 eneu e5 b97 31 vneu v4 b98 32 cneu 5 b...100 36 Aneu ∅ b101 41 Q++

vneu
∅ b102 42 Q σA 6=∅∨v=vt

(Q ∪ {(5, (v4, ∅, e5))} \ ∅ ∪ ∅) b103 42 Q σ ({(5, (v4, ∅, e5))}) b104 42 Q {(5, (v4, ∅, e5))} b105 43 Ps {e5 → e2; e1, e2, e3, e4, e6, e7 → nil} bTabelle 4: Vierter Dur
hlauf der Haupts
hleife bei der Mehrfa
h-Knotenaufnahme
# Zeile Variable Wert107 [42℄ Q {(5, (v4, ∅, e5))} b108 [43℄ Ps {e5 → e2; e1, e2, e3, e4, e6, e7 → nil} b109 11 cmin 5 b110 11 vmin v4 b111 11 Amin ∅ b112 11 emin e5 b113 11 Q ∅ b114 22 P [e5] b115 23 emin e2 b116 22 P [e2, e5] b117 23 emin nil b118 25 P [e2, e5] bEndeTabelle 5: Fünfter Dur
hlauf der Haupts
hleife bei der Mehrfa
h-Knotenaufnahme



49C Grammatik des GPR-Formats in EBNFHier stellen wir kurz das Dateiformat vor, das wir für unsere Referenzimplementation verwendethaben. In S
hreibmas
hinens
hrift gesetzte Symbole sind Ni
htterminale (Kleinbu
hstaben, z.B.goal) bzw. Terminale (Groÿbu
hstaben, z.B. STRING) der Grammatik. In die Grammatik einge-bettete Terminale sind in proportionaler Fetts
hrift gesetzt (z.B. name:). Wir verzi
hten bei denTerminalsymbolen auf eine Darstellung als reguläre Ausdrü
ke.goal ::= name linesname ::=name ::= name: STRING NEWLINElines ::=lines ::= lines lineline ::= line_de
l NEWLINEline_de
l ::=line_de
l ::= EDGE_ID length : NODE_ID −> NODE_ID restri
tionlength ::=length ::= = DOUBLErestri
tion ::=restri
tion ::= # edge_id_listedge_id_list ::= EDGE_ID edge_id_list2edge_id_list2 ::=edge_id_list2 ::= , edge_id_listSTRING ::= [Dur
h Gänsefüÿ
hen begrenzte Zei
henkette℄NEWLINE ::= [Zeilenumbru
h℄EDGE_ID ::= [Zi�ernfolge mit vorangestelltem e℄NODE_ID ::= [Zi�ernfolge mit vorangestelltem n℄DOUBLE ::= [Flieÿkommazahl mit . als Dezimaltrennzei
hen℄Leerzei
hen zwis
hen Ni
htterminalen sind erlaubt. Kommentare im C++-Stil (//) sind eben-falls erlaubt: Der Text hinter den zwei S
hrägstri
hen bis zum Zeilenende wird ignoriert. Leerzeilenwerden ebenfalls ignoriert.Jedes Ni
htterminal line_de
l gibt eine Kante an, die dem Graphen hinzugefügt wird. Die zuerzeugenden Knoten werden ni
ht vorab aufgelistet, sie ergeben si
h aus der De�nition der Kanten.Das Ni
htterminal restri
tion gibt eine optionale Liste der an, wel
he Kanten ausgehend vonder aktuell in line_de
l betra
hteten Kante verboten sind.Es folgt der Beispiel-Graph aus Anhang B im GPR-Format, wobei das v bei Knoten wegen derVoraussetzungen für das Format dur
h ein n ersetzt wurde.name: "Beispiel-Graph aus Anhang B"e1 = 2: n1 -> n3 # e5e2 = 3: n1 -> n3 # e6 // Multikantee3 = 1: n1 -> n2e4 = 2: n2 -> n3 # e7e5 = 2: n3 -> n4 // Der Graph ist ni
ht stark zusammenhängende6 = 2: n3 -> n5e7 = 2: n3 -> n6
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