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Zusammenfassung

Die Bestimmung des kiirzesten Wegs in einem Graphen ist der Kernbestandteil eines Routen-
planungssystems. Fiir diese Fragestellung existieren Standard-Algorithmen wie der Algorithmus
von DIJKSTRA, die im einfachsten Fall den Weg von einem Startknoten zu einem Zielknoten berech-
nen. Fiir Graphen, die aus dem Strafennetz eines ganzen Landes erzeugt werden, kann die Laufzeit
der Standard-Algorithmen durch verschiedene Beschleunigungstechniken verkiirzt werden. Dafiir
ist eine Vorverarbeitung und/oder die Einbeziehung ergénzender Information wie Geo-Daten not-
wendig.

Zusatzlich besteht in realen Strafiennetzen oft die Einschrankung, dass bestimmte Kantenfolgen
nicht durchlaufen werden diirfen — im einfachsten Fall geht es dabei um Abbiege- oder Wendever-
bote. Als Erweiterung kann ein Verbot lingerer Kantenfolgen betrachtet werden, beispielsweise
wenn direkt nach einem Abbiegevorgang kein Spurwechsel und somit kein anschliefsendes Abbiegen
moglich ist. Leider sind Wegeverbote in den Standard-Algorithmen nicht vorgesehen.

In dieser Arbeit untersuchen wir, inwiefern Wegeverbote bei den optimierten Such-Algorithmen
beriicksichtigt werden konnen. Das Ziel dabei ist, die bereits bestehenden Algorithmen weitest-
gehend unverdndert zu lassen. Das kann durch eine Transformation des Ausgangsgraphen mit
Wegeverboten in einen ,Arbeitsgraphen ohne Wegeverbote geschehen, auf den dann die bereits
extistierenden Algorithmen angewendet werden kdnnen. Optimalerweise erfolgt die Transforma-
tion on-line wihrend der Berechnung des kiirzesten Wegs. Zum Vergleich untersuchen wir die
Erweiterung eines Standard-Algorithmus um Wegeverbote.

Ein grofer Teil der Arbeit ist theoretischen Aspekten gewidmet. Des weiteren betrachten wir
Implementationsdetails und die Einfachheit der Anpassung an vorhandene Gegebenheiten. Zur
Evaluierung der praktischen Verwendbarkeit werden Laufzeitmessungen fiir reale Strafsengraphen
ausgewertet.

Ausgangspunkt der Arbeit ist die Dissertation von SCHMID [Sch(()].
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1 Einfiihrung

Dieser Abschnitt soll eine kurze Problembeschreibung bieten und den weiteren Verlauf der Arbeit
beschreiben.

1.1 Motivation

Bei der Wahl der Strecke fiir eine Autofahrt sucht man fiir gewShnlich den ,besten“ Weg. Fiir
die Ermittlung der Giite eines Wegs kénnen verschiedene Kriterien in Betracht kommen: Erwar-
tete Reisezeit, Linge der Strecke, Kosten fiir Mautgebiihren oder Féhren, mittlere Verkehrsdichte
oder vielleicht die Wahrscheinlichkeit einer Radarkontrolle oder die Schénheit der durchfahrenen
Landschaft. Je nach Priferenz des Fahrers konnen die einzelnen Parameter mit unterschiedlicher
Gewichtung in eine reellwertige Kostenfunktion eingehen.

Das Routenplanungs-Problem kann leicht auf die Bestimmung eines kiirzesten Wegs in ei-
nem gewichteten Graphen G(V, E, ¢) reduziert werden. Dabei entsprechen die Kreuzungen Knoten
aus V', die Strafsenabschnitte Kanten aus F, und cist die oben erwihnte Kostenfunktion. Wenn wir
von der Linge eines Wegs sprechen, meinen wir also immer die Summe der Kosten der einzelnen
Kanten.

1.2 Kiirzeste-Wege-Algorithmen

Algorithmen fiir die Ermittlung des kiirzesten Wegs lassen sich in drei Kategorien einteilen:

SSSP ,Single Source Shortest Path‘-Algorithmen suchen ausgehend von einem Startknoten den
kiirzesten Weg zu allen Zielknoten. Zur Losung dieses Problems wird fiir Graphen mit nicht-
negativer Kostenfunktion meist der Algorithmus von DIJKSTRA eingesetzt. Bei geeigneter
Implementation bendtigt er einen Zeitaufwand von O(|E| + |V|log|V|). Wir werden spéter
genauer auf diesen Algorithmus eingehen.

STSP ,Source-Target Shortest Path“-Algorithmen ermitteln den kiirzesten Weg zwischen zwei
Knoten. Fiir dieses Problem ist kein Algorithmus bekannt, der (im allgemeinen Fall) eine
bessere Laufzeit als der beste Algorithmus fiir das SSSP-Problem aufweist. Daher werden
fiir dieses Problem dieselben Algorithmen wie fiir das SSSP-Problem eingesetzt und lediglich
durch ein Abbruch-Kriterium erweitert. Fiir Graphen mit nichtnegativer Kostenfunktion
kommt also auch hier der Algorithmus von DIJKSTRA zum Einsatz.

APSP _All Pairs Shortest Path*-Algorithmen bestimmen fiir alle Knotenpaare den jeweils kiirzes-
ten Weg. Der (verbliiffend einfache) Algorithmus von FLOYD-WARSHALL (Tripel-Algorith-
mus) [CLRSOTL [F1o62] findet in Graphen mit nichtnegativer Kostenfunktion alle kiirzesten
Wege in O(|V|3). Bei der Berechnung wird eine |V| x |V|-Matrix aufgebaut, aus der an-
schliefend der Weg zwischen zwei beliebigen Knoten ohne zusétzlichen Aufwand ,abgelesen*
werden kann.

Das APSP ldsst sich stets auch durch |V|-fache Anwendung des SSSP in O(|V] - (|E| +
|[V|log|V])) 16sen, was fiir diinne Graphen besser als die Laufzeit des Tripel-Algorithmus ist.

Der Vorteil von APSP-Algorithmen liegt darin, dass nach einer relativ aufwéndigen Vorberech-
nungsphase alle kiirzesten Wege jederzeit abrufbereit sind. Fiir reale Strafengraphen mit Millionen
Knoten ist eine solche Vorberechnung jedoch nicht praktikabel: Sowohl die Laufzeit als auch der
Speicherbedarf sind immens. Zudem ist es unwahrscheinlich, dass jeder vorberechnete Weg in einem
grofen Graphen abgefragt wird. Anderungen im Graphen erfordern beim Algorithmus zumindest
eine aufwindige Korrektur der vorberechneten Datenstruktur, wenn nicht sogar eine komplette
Neuberechnung. Aus diesen Griinden wird man fiir Strafengraphen von der Verwengung eines
APSP-Algorithmus absehen.

Doch auch die SSSP-Algorithmen bendétigen fiir grofe Graphen sehr viel Zeit. Da bei der
Routenplanung fast immer der billigste Weg zu nur einem Zielknoten gesucht ist, wiirde hier ein
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STSP-Algorithmus geniigen. Wird der billigste Weg zu nur einem Zielknoten gesucht, konnen die
(meist aus SSSP-Algorithmen gewonnenen) STSP-Algorithmen um Gréfenordnungen beschleu-
nigt werden, indem eine einmalige Vorberechnungsphase durchgefiihrt wird und/oder Geo-Daten
einbezogen werden. Da wir untersuchen wollen, ob die Beriicksichtigung von Abbiegeverboten auch
unter Verwendung von Beschleunigungstechniken effizient mdoglich ist, werden wir weiter unten ei-
nige dieser Techniken kurz skizzieren. Ausgangspunkt ist dabei stets der D1IJKSTRA-Algorithmus.

1.3 Abbiege- und Wegeverbote

Die Standard-Algorithmen fiir STSP, wie auch der Algorithmus von DIJKSTRA, erlauben generell
das Betreten jeder Kante ausgehend von einem Knoten — unabhéngig davon, wie der bisherige Weg
verlauft. Im Strakenverkehr werden dem Autofahrer jedoch aus Sicherheitsgriinden Einschrénkun-
gen in der Bewegungsfreiheit auferlegt.

Im einfachsten Fall wird das Abbiegen und Wenden eingeschrankt. Auf den Strafengraphen
abgebildet heifit das, dass bestimmte Kantenfolgen der Lénge 2 nicht durchlaufen werden diirfen —
es liegt ein Abbiegeverbot vor.

Diese Einschrinkung kann man auf verbotene Kantenfolgen beliebiger Linge ausweiten. In
[Sch(0] wurde zur Motivation ein Beispiel présentiert, bei dem ein Spurwechsel in die linke Spur
nach einem Abbiegemandver nach rechts nicht méglich ist, so dass ein anschliefendes Linksabbie-
gen nicht in Frage kommt. Das kann als ein Wegeverbot der Linge 3 abgebildet werden.

1.4 Aufbau der Arbeit

Im weiteren Verlauf der Arbeit befassen wir uns mit der Fragestellung, auf welche Art und Wei-
se Abbiege- und Wegeverbote bei der Suche des kiirzesten Wegs beriicksichtigt werden koénnen.
In Abschnitt B stellen wir den Algorithmus von DIJKSTRA vor, der als Ausgangspunkt fiir alle
von uns betrachteten Kiirzeste-Wege-Algorithmen dient. Wir skizzieren einige Moglichkeiten der
Beschleunigung und fiihren einige Begriffe ein. Abschnitt Bl beschiftigt sich mit einer Variante
der Kiirzesten-Wege-Suche, die wir im weiteren Verlauf der Arbeit bendtigen werden: Wir lassen
jeweils mehr als einen Start- bzw. Zielknoten zu. In Abschnitt ll stellen wir vier verschiedene Ver-
fahren vor, die die Kiirzeste-Wege-Suche unter Beriicksichtigung von Abbiegeverboten realisieren.
Dabei werden wir teils den Algorithmus verédndern und teils die Abbiegeverbote in den Graphen
einbauen, so dass bereits ein Standard-Algorithmus die Abbiegeverbote beriicksichtigt. Wir wei-
sen die Korrektheit der Verfahren nach und betrachten die Komplexitit. Ferner gehen wir hier
kurz auf allgemeine Wegeverbote mit mehr als zwei Kanten ein. Unsere Referenz-Implementation
stellen wir in Abschnitt Bl vor. Wir umreifsen die dabei aufgetretenen Schwierigkeiten, um auf
die bei einer anwendungsorientierten Implementation zu erwartenden Probleme aufmerksam zu
machen. Es folgen empirische Auswertungen in Abschnitt B Wir vergleichen die verschiedenen
Verfahren zur Beriicksichtigung von Abbiegeverboten und fiihren einige Statistiken an. Ein Aus-
blick in Abschnitt [d schlieft die Arbeit ab. Im Anhang zeigen wir Pseudo-Codes der vorgestellten
Algorithmen, ein Ablaufbeispiel und die Grammatik fiir unser Graph-Dateiformat.

2 Der Algorithmus von DIJKSTRA

In diesem Abschnitt werden wir zunéichst den Algorithmus von DIJKSTRA vorstellen, der als Basis
fiir alle in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen dient. Im Anschluss werden wir kurz darauf
eingehen, wie man ihn beschleunigen kann. Im Unterabschnitt 4] besprechen wir Strategien zur
Beriicksichtigung der Abbiegeverbote. Doch zunachst méchten wir einige formale Aspekte anfiihren
und die verwendeten Objekte und Operationen definieren.

2.1 Formales

Im Folgenden werden wir die bei einer Suchanfrage verwendeten Objekte wie folgt benennen:
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e G(V,E,c): Graph mit Knotenmenge V', Kantenmenge E und Kostenfunktion ¢: £ — R.
e v,,v; € V: Start- und Zielknoten.

e P={e1,...,en): Pfade sind als (moglicherweise leere) Kantenfolgen definiert.

Zuséatzlich definieren wir der Klarheit halber die verwendeten Begriffe und Operationen:

o Start-und Zielknoten einer Kante: Fiir e = (vo, v1) € F ist source(e) = vo und target(e) = vy.

e Eingangs- und Ausgangskantenmenge eines Knotens: Fir v € V ist in(v) = {e € E :
target(e) = v} und out(v) = {e € E : source(e) = v}.

e Fingangs- und Ausgangsgrad eines Knotens: Fiir v € V definieren wir indeg(v) = |in(v)| und
outdeg(v) = |out(v)|.

o (iltigkeit eines Pfades: Ein Pfad P = (ej,...,e,) ist giiltig, wenn stets target(e;) =
source(e;41) gilt.

e Start- und Zielknoten eines Pfades: Ein Pfad P = (ey,...,e,) hat source(ey) als Start- und
target(ey) als Zielknoten.

e Kosten eines Pfades: Fiir einen Pfad P = (eq, . ..e,) ergeben sich seine Kosten ¢(P) aus der
Summe der Einzelkosten Y ., c(e;).

Wir untersuchen in dieser Arbeit vorwiegend Algorithmen, die auf Strafengraphen zum Einsatz
kommen sollen. Wir nehmen daher stets |E| = O(|V]) an und vereinfachen unsere Laufzeitabschét-
zungen entsprechend, wobei wir die Laufzeit fiir diinne Graphen mit dem Gleichheits-Operator =2
angeben und |V| durch n ersetzen. (Fiir einige Lénder Europas konnen wir die Anzahl Kanten
relativ genau eingrenzen: 2,1 - |[V| < |E| < 2,4 - |V, siehe auch Abschnitt E11)

Fiir unsere Graphen fordern wir, dass sie keine Multikanten enthalten, also dass zwischen
je zwei Knoten héchstens eine Kante definiert ist. Durch das Einfiigen geeigneter zusétzlicher
Knoten kann ein Graph mit Multikanten stets in einen dquivalenten Graphen ohne Multikanten
transformiert werden.

Ferner gehen wir im Folgenden stillschweigend davon aus, dass unsere Graphen stark zusam-
menhéngend sind, dass es also fiir alle Knotenpaare mindestens einen Weg vom einen zum anderen
Knoten gibt. (Insbesondere hat jeder Knoten mindestens eine eingehende und mindestens eine
ausgehende Kante.) Die Priifung des starken Zusammenhangs kann mittels einer zweifach durch-
gefithrten Tiefensuche mit einem einmaligen Laufzeit- und Speicher-Aufwand von O(|V| + |E|)
O(n) geschehen [CLRSOT].

Aufserdem fordern wir, dass die Kostenfunktion ¢ fiir alle Kanten nichtnegativ ist. Ein Hin-
weis zum Umgang mit negativen Kostenfunktionen ist in [WWO05| angegeben: Der Algorithmus
von JOHNSON [Ioh77] berechnet zu einer gegebenen Kostenfunktion mit negativen Werten eine
dquivalente nichtnegative Kostenfunktion, so dass die kiirzesten Wege unveréndert bleiben.

Wir setzen voraus, dass in jeder Knotenmenge V' ein dediziertes Element nily existiert und
eindeutig bestimmt ist. Dieses Element ist mit keiner Kante (aufer nilg) verbunden und dient
unseren Algorithmen als Dummy-Element. Entsprechend fordern wir fiir alle Kantenmengen F die
Existenz eines Elements nilg := (nily, nily ). Den Index lassen wir meist weg und schreiben einfach
nil. Die Dummy-Elemente sind von unserer Forderung beziiglich des starken Zusammenhangs
ausgenommen.

2.2 Uberblick

2.2.1 Beschreibung

Der Algorithmus von DIJKSTRA wird in vielen Standard-Werken iiber Algorithmen detailliert
vorgestellt [CLRSOT, Sed88 [AHUR3|, wir geben auch einen Verweis auf die Original-Arbeit an
[Dij59]. Er soll hier nur kurz beschrieben werden.
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Ausgehend von einem Startknoten v, werden die kiirzesten Wege zu allen Zielknoten berech-
net. Kernbestandteil des Algorithmus ist eine Prioritdtswarteschlange @, die Knoten aufsteigend
sortiert nach dem bisher ermittelten kiirzesten Abstand zum Ziel aufnimmt.

Die Prioritdtswarteschlange @ wird mit (vs, 0) initialisiert. Anschliefend wird in jedem Schritt
der Knoten v, mit dem kiirzesten Wert fiir den Abstand zum Ziel aus @ extrahiert, und @
wird durch Hinzufiigen neuer Knoten oder durch Aktualisieren der Prioritét bestehender Knoten
aktualisiert.

Die neu hinzugefiigten Knoten werden aus den direkten Nachbarn von v,,;, ausgewahlt. Ein
Knoten v, wird genau dann hinzugefiigt oder aktualisiert, wenn der Weg iiber v,,;, kiirzer ist
als der bisher bekannte kiirzeste Weg zu vy, . Die Wegkosten des Wegs {iber v,,,;,, berechnen sich
(wegen der Additivitat der Wegkosten) aus der Summe des Abstands zwischen vs und vy, und
der Kantenlinge zwischen v,,;, und vyey -

Wenn bisher kein Weg zu vy, ermittelt wurde, ist v,e, auch nicht in der Prioritdtswarte-
schlange und wird einfach hinzugefiigt. Andernfalls muss der Knoten in @ gefunden und seine
Prioritét aktualisiert werden. Dabei wird die Prioritét innerhalb der Warteschlange immer derart
verdndert, dass der Knoten an derselben Position bleibt oder an eine weiter vorn gelegene Position
verschoben wird. Wir speichern dabei die Kosten Cs[v] des bisher ermittelten kiirzesten Wegs zu v.

Der Algorithmus terminiert bei leerer Prioritdtswarteschlange oder (im Fall STSP) bei Errei-
chen des Zielknotens.

Durch Festhalten der Vorgéngerkante P[v], iiber den ein kiirzester Weg zu einem Knoten v
fiithrt, kann neben den Wegkosten auch der tatséchliche Wegverlauf ermittelt werden. Die Pflege
dieser Information dndert nichts an der asymptotischen Laufzeit.

Beim Entfernen eines Knotens v,,;, aus @ gilt folgende Invariante: Fiir alle Knoten, die ei-
ne geringere Entfernung zum Ziel haben als vy, ist der kiirzeste Weg bereits berechnet. Daher
kann man sich die Arbeitsweise des Algorithmus derart vorstellen, dass um den Startknoten her-
um ein Suchhorizont aufgebaut und ausgeweitet wird, bis der Zielknoten erreicht wird oder alle
erreichbaren Knoten betrachtet wurden.

Wir geben im Anhang [Al auf Seite E den Algorithmus fiir den Fall STSP als Pseudocode an.

2.2.2 Komplexitéit

Die Laufzeit betragt fiir allgemeine Graphen O(|E|+|V|log|V|) & O(nlogn), wenn fiir die Priori-
tatswarteschlange ein Fibonacci-Heap verwendet wird und der Graph als Array von Adjazenzlisten
vorliegt. Fiir eine weitergehende Analyse verweisen wir auf [CLRSOT].

Die Vorgénger- und Kostenvektoren bendtigen O(|V|) Speicher. Die Prioritétswarteschlan-
ge kann ebenfalls maximal |V| Knoten enthalten. Dasselbe gilt fiir die Kantenanzahl im kiir-
zesten Weg P. Demnach belduft sich der Speicheraufwand fiir den Algorithmus von DIJKSTRA auf
O(|V]) 2 O(n).

2.2.3 Zugriff auf den Graphen

Fiir gewohnlich liegt ein diinner Graph als Array von Adjazenzlisten im Arbeitsspeicher der Anwen-
dung. Das ermdglicht einerseits einen Speicheraufwand von O(|V| + |E|) = O(n) und andererseits
eine effiziente Ausfithrung des Algorithmus von DIJKSTRA.

Da bei uns auch Fille auftreten werden, wo der Graph erst bei der Ausfiithrung des Algorithmus
erzeugt wird (siehe Abschnitt Z4]), mochten wir bereits hier untersuchen, auf welche Art und Weise
auf den Graphen zugegriffen wird. Bei einer ,faulen” Erzeugung des Graphen miissen wir ndmlich
mindestens diesen Umfang an Zugriffsmethoden zur Verfiigung stellen.

Wir beziehen uns dabei auf den Pseudocode des Algorithmus im Anhang [A] auf Seite
Dort sind die hier angegebenen Zugriffsoperationen unterstrichen. Wenn nicht anders angegeben,
streben wir eine Laufzeit von O(1) fiir jede der folgenden Zugriffsoperationen an:

Abfrage auf Gleichheit zweier Knoten bzw. Kanten Wir gehen davon aus, dass der Test
auf Gleichheit fiir Knoten bzw. Kanten kein Zusatzwissen erfordert und z.B. generisch durch
einen einfachen Zeiger-Vergleich realisiert werden kann.
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Alle ausgehenden Kanten (Zeile B): out(vny) in Laufzeit O(]out(vimin)|) (O(1) pro Kante)
Start- bzw. Zielknoten einer Kante (Zeilen 2 bzw. BIl): source(e) bzw. target(epey)

Kosten einer Kante (Zeile BA): c(enen)

Man beachte, dass wir innerhalb der &dufferen Schleife beim Algorithmus von DIJKSTRA keine
Sicht auf die gesamte Knotenmenge V benétigen. Die Initialisierung von Cs und Ps in Zeile
iteriert jedoch tiber alle Knoten. Bei einer realen Implementation verzichten wir auf diese Iteration:
Statt dessen verwenden wir fiir Cs und P, eine Worterbuch-Datenstruktur, die anfangs leer ist.
Bei der Abarbeitung des Algorithmus priifen wir beispielsweise fiir die Abfrage von Cs[v], ob v
im Worterbuch Cs enthalten ist. Wenn nicht, bedeutet das Cs[v] = oo. Eine Zuweisung eines
Werts an Cy[v] kann eine Einflige- oder eine Aktualisierungs-Operation im Wérterbuch nach sich
ziehen. Entsprechend gehen wir fiir Py vor. Um die asymptotische Laufzeit nicht zu verdndern,
empfiehlt sich hier die Benutzung einer Hash-Tabelle mit amortisierter Laufzeit von O(1) fiir die
Operationen Abfrage und Aktualisierung [CLRSOT].

Es geniigt also, die vier oben angegebenen Operationen zu definieren, damit der Algorithmus
von DIJKSTRA angewendet werden kann. Die Beschrankung der Laufzeit dieser Operationen ist
so gewdhlt, dass die Laufzeit des DIJKSTRA-Algorithmus im Vergleich zur Anwendung auf einem
einfachen Graphen nicht veréndert wird.

2.3 Beschleunigungstechniken
2.3.1 Uberblick

In [WW05] werden fiinf Verfahren vorgestellt, mit denen die Laufzeit des Algorithmus von DIJK-
STRA vor allem auf Strafiengraphen reduziert werden kann. Ein weiterer, neuerer Ansatz ist in
[SS05] zu finden. Vor kurzem wurde die Kombination zweier in [WWO05] vorgestellter Techniken
untersucht [GKWO05]. Wir werden diese Verfahren kurz skizzieren.

Bigerichtete Suche Die bigerichtete Suche (bidirectional search) [Poh69] benutzt nicht nur
den Start-, sondern auch den Zielknoten als Ausgangspunkt der Suche. Hier werden zwei Priori-
titswarteschlangen bendtigt, auferdem ist das Abbruch-Kriterium etwas komplizierter. Dadurch
ldsst sich die Anzahl der betrachteten Knoten in der Praxis etwa halbieren, wenn Start- und Ziel-
knoten im Graphen nah beieinander liegen. Diese Beschleunigungstechnik bendtigt keine weiteren
Informationen {iber den Graph.

Zielgerichtete Suche Die zielgerichtete Suche oder A*-Suche (goal-directed search) [HNR6S]
fiigt jedem Knoten ein Potential hinzu. Das Potential fliefst bei der Berechnung der Position des
Knotens in der Prioritdtswarteschlange mit ein. Dadurch werden Knoten mit einem geringeren Po-
tential eher betrachtet, was zu einer ,Faltung“ des Suchraums in Richtung Ziel fiihrt. Das Potential
kann aus einem Layout des Graphen in der Ebene oder durch eine vorangehende Vorberechnungs-
phase gewonnen werden.

Aufteilung in Ebenen Bei der Aufteilung in Ebenen (multi-level approach) [Hol03] werden die
Knoten des Graphen iterativ auf mehrere Ebenen verteilt. Zusétzlich werden Abkiirzungskanten
innerhalb der Ebenen eingefiigt, die freilich nichts an der Lange der kiirzesten Wege dndern. Der
kiirzeste Weg innerhalb einer Ebene kann jedoch mit Hilfe dieser Kanten berechnet werden, ohne
die Ebene zu verlassen. Man unterscheidet jetzt bei den Kanten drei Typen: Aufwérts-, Abwérts-
und Ebenen-Kante. Es kann effizient entschieden werden, ob eine Aufwirts- bzw. Abwirts-Kante
iiberhaupt betrachtet werden muss.
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Routing basierend auf Reichweite Beim Routing basierend auf Reichweite (reach-based rou-
ting) [Gut04] werden ,zentral gelegene Knoten* bevorzugt. Ein Knoten wird als zentral angesehen,
wenn es lange kiirzeste Pfade gibt, bei denen dieser Knoten nah bei der Mitte des Pfades liegt.
Bei der Ausfiihrung des Algorithmus von DIJKSTRA konnen Knoten ignoriert werden, wenn sie
nicht ,zentral genug“ liegen. Fiir diese Technik ist eine aufwéndige Vorberechnung in Form einer
modifizierten APSP-Suche notwendig.

Kantenmarkierungen Die Kantenmarkierungen (edge labels) beschleunigen die Suche da-
durch, dass in einer Vorberechnungsphase zu jeder Kante die Knoten ermittelt werden, zu denen
der kiirzeste Weg vom Startknoten der Kante {iber diese Kante fiihrt. Dabei geniigt das Festhal-
ten einer Obermenge, beispielsweise die Angabe des kleinsten umschliefenden Rechtecks [WWO3]
oder bei vorhergehender Partitionierung des Graphen die Angabe der Partitionen als Bitvektor
[Sch05b]. Diese Menge nennen wir Zielmenge der Kante. Eine Kante braucht nicht betrachtet zu
werden, wenn der Zielknoten nicht in der Zielmenge liegt: In diesem Fall kann der kiirzeste Weg
sicher nicht iiber diese Kante fiihren.

Autobahn-Hierarchien Die in [SS05, [Sch05a] vorgestellten Autobahn-Hierarchien (highway
hierarchies) bendtigen ebenfalls eine Vorverarbeitungsphase in Linearzeit. Darin werden mit Hilfe
eines einfachen Kriteriums ,wichtige* Kanten ermittelt. Der aus wichtigen Kanten bestehende
Teilgraph kann vereinfacht werden. Ahnlich wie bei der Aufteilung in Ebenen kann dieser Prozess
rekursiv fortgesetzt werden. Auf der so gewonnenen Graphen-Hierarchie wird eine Modifikation
des bidirektionalen Algorithmus von DIJKSTRA angesetzt.

Kombination von zielgerichteter und Reichweiten-Suche In [GKWO05] wurde die zielge-
richtete Suche (in der Variante mit Vorberechnung des Potentials) mit dem Routing basierend auf
Reichweite kombiniert (,,Reach for A*‘). Der Aufwand der Vorverarbeitung bei der zielgerichteten
Suche wurde ebenfalls auf Linearzeit reduziert.

2.3.2 Kombination von Beschleunigungstechniken

In [WW0O5] wird diskutiert, inwiefern sich Beschleunigungstechniken kombinieren lassen. Offenbar
lassen sich die ersten fiinf der oben erwihnten Beschleunigungstechniken mit mehr oder weniger
Aufwand paarweise kombinieren. Beispiele fiir Kombinationen von Verfahren sind die Autobahn-
Hierarchien (bei denen ein neuer Ansatz mit einem bekannten kombiniert wird) und , Reach for A*“
(wo zwei bekannte Verfahren kombiniert und verbessert werden). Dabei scheinen die kombinierten
Verfahren sehr viel effizienter zu sein als die jeweiligen Beschleunigungstechniken fiir sich.

2.3.3 Zugriff auf den Graphen

Zusétzlich zu den vom Algorithmus von DIJKSTRA bendtigten Zugriffsoperationen miissen bei den
verschiedenen Beschleunigungstechniken die folgenden Informationen effizient abgefragt werden
kénnen:

Alle eingehenden Kanten Bei der bigerichteten Suche wird der Weg riickwérts ausgehend vom
Zielknoten betrachtet. Daher benttigen wir hier zusétzlich eine Berechnung der eingehenden
Kanten in(v) zu einem Knoten v in Laufzeit O(]in(v)]).

Knoten- und Kantenattribute Wenn Attribute zu Knoten oder Kanten verwaltet werden, wie
das z.B. bei der zielgerichteten Suche der Fall ist, miissen diese Attribute in jeweils O(1)
Laufzeit nachgeschlagen werden kénnen.

Konstruktion des Graphen Geniigt die eingeschriinkte lokale Sicht auf den Graphen nicht,
kann mit einer einfachen Tiefensuche der gesamte Graph konstruiert und somit jegliche
Form der Vorverarbeitung realisiert werden. Die Tiefensuche bendtigt O(|V| + |E|) = O(n)
Laufzeit und Speicher, was nicht teurer ist als jede tiefer gehende Vorverarbeitung.
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2.4 Vorgehensweisen zur Beriicksichtigung von Abbiege- und Wege-
verboten

Fiir die Beriicksichtigung von Wegeverboten bei der Suche nach dem kiirzesten Weg sind verschie-
dene Vorgehensweisen denkbar:

1. Dynamisch: Anpassung des Algorithmus, so dass nur noch Wege betrachtet werden, die keine
verbotenen Teilwege enthalten.

2. Statisch: Informationserhaltende Umwandlung des Graphen mit Wegeverboten in einen Ar-
beitsgraphen ohne Wegeverbote, auf dem der unveréinderte Algorithmus arbeiten kann. Die
Umwandlung kann dabei

e off-line durch vorherige Berechnung

e on-line wahrend der Abarbeitung des Algorithmus

geschehen.

Die Begriffe ,dynamisch® und ,statisch* haben wir aus [Sch(00] iibernommen. Die Wahl der Be-
griffe kann damit erkért werden, dass bei statischen Verfahren die Abbiegeverbote bereits (statisch)
in den Graphen eingearbeitet sind und somit nicht mehr betrachtet werden miissen, aufferdem
bleibt der Kiirzeste-Wege-Algorithmus unverindert (also auch statisch). Dynamische Verfahren
sind der Gegensatz zu statischen Verfahren, da der Algorithmus modifiziert wird und wéhrend der
Abarbeitung auf die Abbiegeverbote zugreift.

Der Zeitpunkt der Konstruktion des Graphen wird mit ,,on-line bzw. ,,off-line” angegeben. Die-
se Begriffe werden in einer &hnlichen Bedeutung bei Entscheidungsverfahren verwendet [MR95]:
On-line-Verfahren erhalten die Anfragen stiickweise und miissen nach jeder Anfrage separat ent-
scheiden, wahrend off-line-Verfahren vor ihrer Entscheidung die gesamte Anfrage zu sehen be-
kommen. Bei uns heiftt off-line, dass das Verfahren durch Vorberechnung des Graphen auf alle
moglichen Anfragen ,yorbereitet wird. On-line bedeutet, dass bei jeder Anfrage ,neu entschieden®
werden muss.

Wir werden sowohl dynamische als auch statische Verfahren vorstellen. Der klare Vorteil eines
statischen Verfahrens liegt darin, dass der Anpassungsaufwand vorhandener Implementationen
von Kiirzeste-Wege-Algorithmen sehr gering ist. Der Idealfall wire ein statisches Verfahren, das
auf viele vorhandene Implementationen ohne Anpassungsaufwand aufgesetzt werden kann. Wir
werden versuchen, diesem Ideal so nahe wie md&glich zu kommen.

Um ein statisches on-line-Verfahren zu realisieren, auf den der Algorithmus von DIJKSTRA auf-
gesetzt werden kann, miissen die in Unterabschnitt 2223 aufgelisteten Zugriffsoperationen definiert
und effizient ausfiihrbar sein. Fiir die Beschleunigungstechniken miissen zusétzlich die jeweils bend-
tigten Zugriffsoperationen aus Unterabschnitt erklart sein. Zu jedem on-line-Verfahren, das
die ,,DIIKSTRA-Operationen“ definiert, kann generisch das zugehorige off-line-Verfahren erzeugt
werden kann, indem der Arbeitsgraph per Tiefensuche konstruiert wird.

Die on-line-Verfahren gegeniiber den off-line-Verfahren den Vorteil, dass bei Anderungen am
Graphen oder an den Abbiegeverboten keine vorberechnete redundante Datenstruktur aktualisiert
werden muss. Ein Nachteil von on-line-Verfahren ist, dass die Suche langer dauern kann, wenn die
, DIJIKSTRA-Operationen” auf dem Arbeitsgraphen laufzeitintensiv sind. Dabei geht es allerdings
nur um konstante Faktoren, da wir die asymptotische Komplexitit der Zugriffsoperationen be-
schrankt haben. Wir werden bei den beiden vorgestellten statischen Verfahren immer gleich die
on-line-Variante angeben, um die Wahlfreiheit zwischen on-line und off-line zu bewahren.

3 MSTSP: Mehrere Start- und Zielknoten beim STSP

Wir méchten an dieser Stelle vorwegnehmen, dass das oben erwihnte Idealziel eines statischen
Verfahrens nur erreicht werden kann, wenn erhebliche Abstriche bei der Laufzeit und bei der Grofe
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Abbildung 1: Beispiel fiir die statische Transformation eines Graphen zur Losung des MSTSP

des verwendeten Arbeitsspeichers hingenommen werden. Ein Problem aller on-line-Verfahren ist,
dass Start- und Zielknoten nicht mehr eindeutig festgelegt sind.

Das Problem MSTSP (Mehrfach-STSP) definieren wir wie folgt: Gegeben seien eine Startkno-
tenmenge V; und eine Zielknotenmenge V;. Unter allen Wegen, die einen Knoten aus Vs mit einem
Knoten aus V; verbinden, ist der kiirzeste gesucht.

Die Losung dieses Problems kann sowohl durch statische Anderung des Graphen als auch
durch dynamische Anpassung des Algorithmus erfolgen. Wir werden beide Ansétze skizzieren und
bewerten.

3.1 Allgemeiner statischer Ansatz
3.1.1 Beschreibung

Zu einem Graphen G(V, E, ¢), einer Startknotenmenge V; und einer Zielknotenmenge V; definieren
wir einen modifizierten Graphen Gx (Vx, Ex,cx) wie folgt:

o Vx :=V W{vs,v}: Wir erzeugen zwei Dummy-Knoten, je einen fiir Start und Ziel.

e Ex := EU{(vs,v) : v € Vs}U{(v,v:) : v € V; }: Fiir jeden Knoten aus der Startknotenmenge
definieren wir eine Kante von v, zu diesem Knoten, analog symmetrisch fiir v;.
: E
e cx(e) = c(e()) ) Soist : Die Kosten der neuen Kanten betragen Null, sonst &ndert sich
nichts.

Abbildung [ zeigt ein Beispiel. Die in Frage kommenden Start- bzw. Zielknoten sind von
einer gestrichelten Linie umgeben. Die bei der Transformation neu hinzugekommenen Knoten und
Kanten sind mit gepunkteten Linien dargestellt.

3.1.2 Korrektheit

Fiir jeden giiltigen Pfad Px = (e1,...,e,) in Gx von v, zu v gilt dabei target(e;) € Vi und
source(ey,) € Vz. Man beachte, dass die Knoten vs und v; nur als Start- oder Zielknoten im Pfad
vorkommen konnen. Es ist ndmlich in(vs) = @), somit kann es keine Kante e; mit target(e) = vs
geben. Entsprechendes gilt symmetrisch fiir v;.

Somit kann mit P := (e, ..., e,—1) jedem giiltigen Pfad in G x zwischen vs und v; ein giiltiger
Pfad in G zugeordnet werden, der nur Knoten aus V und also nur Kanten aus E enthilt. P
verbindet einen Knoten aus Vs mit einem Knoten aus V;. Umgekehrt kann jeder giiltige Pfad P
zwischen einem Knoten aus V; und einem Knoten aus V; zu einem Pfad Py zwischen v, und v
erweitert werden. Alle Pfade zwischen v, und v; in Gx erzeugen also genau alle Pfade zwischen
allen Knotenpaaren aus V x V;.

Fiir einen Pfad Px zwischen vs und v; und fiir den entsprechenden Pfad P gilt cx (Px) = ¢(P).
Also erzeugt der kiirzeste Pfad zwischen vs und v in G x den kiirzesten Pfad zwischen allen Paaren
aus Vs und V; in G. O
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3.1.3 Komplexitét

Bei der Transformation kommen zwei neue Knoten und |V;|+|V;| neue Kanten hinzu. Fiir unseren
Anwendungsfall bei diinnen Graphen sind Start- und Zielknotenmenge ,klein®, also in der Grofen-
ordnung von O(1). Demnach lasst sich die Transformation mit konstantem Aufwand durchfiihren.

Die on-line-Transformation ist ebenfalls moglich. Dazu muss lediglich die Aufzahlung der Start-
und der Test auf Enthaltensein in der Zielknotenmenge effizient implementiert sein. Wie wir spé-
ter sehen werden, entsprechen bei unserem Anwendungsfall alle Knoten aus der Start- bzw. Ziel-
knotenmenge im Arbeitsgraphen jeweils genau einem Knoten im Ausgangsgraphen, so dass die
Aufzihlugn und der Test effizient realisierbar sein sollten.

3.1.4 Vertriglichkeit mit Beschleunigungstechniken

Die Transformation muss fiir jede Suchanfrage separat geschehen. Das empfiehlt sich selbst dann,
wenn die moglichen Start- und Zielknotenmengen vorher bekannt sind: Die Verwaltung dieser
Knoten wihrend der gesamten Lebensdauer des Graphen ist nur unnotiger Ballast. Das bringt
jedoch eine kleine Einschrédnkung bei der Verwendung mit Beschleunigungstechniken mit sich:
Manche dieser Techniken erwarten bestimmte Attribute bei Knoten oder Kanten, die bei den
synthetisierten Knoten und Kanten natiirlich nicht da sind. Diese Attribute werden bei den meist
D1ikSTRA-basierten Algorithmen verwendet, um zu entscheiden, ob eine Kante besucht bzw. ein
Knoten in die Prioritdtswarteschlange aufgenommen werden soll.

Unsere Dummy-Knoten und -Kanten sollen aber auf jeden Fall besucht werden diirfen. Al-
so miissen die Beschleunigungstechniken fiir die Verwendbarkeit mit der statischen Losung des
MSTSP dahingehend erweitert werden, dass das Fehlen von Knoten- oder Kantenattributen er-
laubt ist und dazu fiihrt, dass der Knoten oder die Kante in jedem Fall betrachtet werden.

Allerdings konnen nicht alle Beschleunigungstechniken mit dem Fehlen von Attributwerten
zufrieden gestellt werden. Beispielsweise werden bei der zielgerichteten Suche explizit die Koordi-
naten des Zielknotens abgefragt, und die Suche wird daran ausgerichtet. Fehlen die Koordinaten,
ist diese Beschleunigungstechnik wirklungslos. Da fiir die von uns betrachteten on-line-Verfahren
zur Beriicksichtigung der Abbiegeverbote gilt, dass die Start- und Zielknotenmengen im Arbeits-
graphen jeweils einem Knoten im Ausgangsgraphen entsprechen, kénnen allen Knoten aus Vj
bzw. V; die gleichen Koordinaten zugeordnet werden, die jeweils auch fiir unsere Dummy-Knoten
iibernommen werden kdnnen.

Obige Ausfiihrungen sollen nur als Beispiel dafiir dienen, dass fiir verschiedene Beschleuni-
gungstechniken unter Umstidnden verschiedene Strategien notwendig sind, um das Fehlen von
Attributen zu kompensieren.

3.2 Dynamischer Ansatz fiir den Algorithmus von DIJKSTRA
3.2.1 Beschreibung

Durch eine leichte Anpassung kann der Algorithmus von D1IJKSTRA das MSTSP l6sen, ohne den
Graphen zu transformieren. Dazu miissen nur die Zeilen Bl und 20 angepasst werden. Bei der Ini-
tialisierung von @ und Cs wird nunmehr die gesamte Startknotenmenge in die Warteschlange
aufgenommen und Cj fiir jeden Knoten aus der Startknotenmenge auf Null zuriickgesetzt. Der Al-
gorithmus bricht ab, wenn der aus der Warteschlange entnommene Knoten in der Zielknotenmenge
enthalten ist.

Im Anhang [A] ist auf Seite El der Pseudocode des angepassten Algorithmus dargestellt. Die
Anderungen im Vergleich zum Standard-Algorithmus sind hellblau hervorgehoben.

3.2.2 Korrektheit

Wir betrachten, wie der Standard-Algorithmus auf dem modifizierten Graphen aus Abschnitt Bl
ablduft. Im ersten Schritt wird vs aus der Prioritdtswarteschlange entnommen. Der Knoten vy ist
nicht Zielknoten, also werden alle Nachfolger von v, (ndmlich die Knoten aus Vy) zur Warteschlange



10 4 BERUCKSICHTIGUNG VON ABBIEGEVERBOTEN BEIM STSP

hinzugefiigt. Da jede Kante von v, zu einem Knoten aus V, Kosten Null hat, haben die neu
hinzugefiigten Eintrige zur Prioritdtswarteschlange auch Kosten Null. Dieser Zustand entspricht
genau dem, der nach Ausfiihrung von Zeile Bl bei unserem modifizierten Algorithmus entsteht.

Wird ein Knoten v aus V; aus der Prioritdtswarteschlange entnommen, ist auch er nicht Ziel-
knoten. Alle Nachfolger von v, darunter auch v;, werden der Prioritdtswarteschlange hinzugefiigt.
Der Knoten v; erhilt dabei dieselben Kosten wie v. In einem der nichsten Schritte wird v; ent-
nommen. Im Vergleich dazu bricht unser modifizierter Algorithmus bereits ab, wenn v aus der
Prioritdtswarteschlange entfernt wird. Die Lange des so ermittelten kiirzesten Wegs dndert sich
nicht: Die beim MSTSP ermittelten Wegkosten zu v; entsprechen wegen cx ((v,v:)) = 0 genau den
Wegkosten zu v.

Folglich entspricht die Ausfiihrung unseres modifizierten Algorithmus auf dem unveréinderten
Graphen genau der Ausfilhrung des Original-Algorithmus auf dem um Start- und Zielknoten er-
weiterten Graphen. Also kann das MSTSP auch mit Hilfe der beschriebenen Modifikation gelost
werden. d

3.2.3 Komplexitit

Ahnlich wie bei der statischen Variante miissen auch hier die Aufzihlung von V, und der Test
auf Enthaltensein in V; effizient ausfiihrbar sein. Ansonsten #ndert sich nichts am asymptotischen
Aufwand des Algorithmus.

3.2.4 Anpassung eines gegebenen Algorithmus an das MSTSP

Bei einer praktischen Anwendung wird es darum gehen, eine beschleunigte Variante des Algorith-
mus von DIJKSTRA zu erweitern, so dass das MSTSP gelost wird. Vom Prinzip her wird diese
Erweiterung genauso aussehen wie die hier beschriebene Erweiterung: Anpassung der Initialisie-
rung und des Abbruchkriteriums. Dabei kbnnen Probleme auftreten, beispielsweise muss bei der
bidirektionalen Suche das kompliziertere Abbruchkriterium speziell an die nun vorhandenen Start-
und Zielknotenmengen angepasst werden. Ferner arbeiten manche Beschleunigungstechniken wie
die zielgerichtete Suche in Richtung eines konkreten Ziels. Zu priifen wére, ob diese jeweils auch
an mehrere Ziele angepasst werden koénnen.

4 Beriicksichtigung von Abbiegeverboten beim STSP

In diesem Abschnitt stellen wir vier Verfahren der Kiirzesten-Wege-Suche unter Beriicksichtigung
von Abbiegeverboten vor. Als Erstes stellen wir ein &lteres statisches Verfahren vor. Wir zeigen
danach zwei dynamische Verfahren und schliefien mit einer Variante des in [Sch0] vorgestellten
statischen Knotensplittings ab. Beginnen werden wir wieder mit Begriffsdefinitionen.

4.1 Formales

Wir bezeichnen T' C E x E als die Menge der Abbiegeverbote: Fiir (ep,e1) € T ist das Betreten
der Kante e; nicht gestattet, wenn direkt vorher die Kante ey durchlaufen wurde. eq heifit Ver-
botseingangskante (kurz: Verbotseingang), ey ist die Verbotsausgangskante (kurz: Verbotsausgang)
des Abbiegeverbots. Fiir (eg,e1) € T gilt stets target(eg) = source(ey).

Zusétzlich definieren wir zur Vereinfachung der Notation folgende Funktionen:

e Menge der verbotenen Ausgangs- und Eingangskanten: Fiir alle Kanten e € E definieren wir
eine Funktion forbidden, : E — 2% mit forbiddeny(e) := {¢/ € E : (e,e’) € T}. Analog
definieren wir forbidden 'y : E — 2F mit forbidden™'r(e) := {e' € E : (¢/,e) € T}. Ist T
aus dem Kontext ersichtlich, lassen wir den Index weg. Die Funktionen werden auf natiirliche
Weise auf Kantenmengen erweitert.
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e Menge der erlaubten Ausgangs- und FEingangskanten: Fir alle Kanten e € FE definieren
wir eine Funktion allowedr : E — 2F mit allowedr(e) := out(target(e)) \ forbidden(e).
Symmetrisch dazu definieren wir allowed ‘7 : E — 2F mit allowed 7 (e) := in(source(e))\
forbidden™'(e). Ist T aus dem Kontext ersichtlich, lassen wir den Index wieder weg. Die
Funktionen werden ebenfalls auf natiirliche Weise auf Kantenmengen erweitert.

4.2 Kantenaufnahme
4.2.1 Beschreibung

Als erstes statisches (den Algorithmus nicht veréinderndes) Verfahren moéchten wir die Kiirzeste-
Wege-Suche mit Kantenaufnahme vorstellen. Dieses Verfahren wurde zuerst in [SB77] vorgestellt.
Obwohl es in [Sch((] als dynamisches Verfahren beschrieben wird, méchten wir hier eine statische
Sichtweise zeigen.

Bei diesem Verfahren wird die STSP-Suchanfrage zu einem Graphen mit Abbiegeverboten in
eine MSTSP-Suchanfrage auf einem Arbeitsgraphen ohne Abbiegeverbote umgeformt, indem die
Kanten des Ausgangsgraphen zu Knoten im Arbeitsgraphen werden:

e Gp(E,L,d): Arbeitsgraph mit Knotenmenge E, Kantenmenge L und Kostenfunktion d :
L — R+.

— Knotenmenge F: Die Kanten des Ausgangsgraphen sind jetzt die Knoten unseres Ar-
beitsgraphen.

— Kantenmenge L := {(eg,e1) € E x E : target(eg) = source(e1)} \ T: Sie enthilt alle
Kantenpaare des Ausgangsgraphen, die einen Pfad bilden, aufer die durch ein Abbie-
geverbot verbotenen Kantenpaare.

— Kostenfunktion d((eg, e1)) := ¢(ep).

e F,, E;: Start- und Zielknotenmengen im Arbeitsgraphen. Wir wéhlen E; := out(vs) und
bestimmen eine moglichst kleine Menge E; C out(v;) derart, dass allowed " (E;) = in(v;) ist.
Die Menge FE; ist wohldefiniert, da wir fiir jede Kante gefordert haben, dass sie betreten und
verlassen werden kann: Zumindest fiir E, = out(v;) gilt allowed ™ (E;) = in(v;). Die Mengen
E; und FE; sind nichtleer, da wir fiir unsere Graphen starken Zusammenhang gefordert haben.

Die Verwendung eines beliebigen Elements aus out(v:) als Zielknoten kann zu einer fehler-
haften Abbildung fiihren: Die Kante konnte Verbotsausgang eines Abbiegeverbots sein, das
genau die Kante als Verbotseingang hat, tiber die der kiirzeste Weg den Knoten v; erreicht.
Gibt es jedoch eine Kante e; mit forbidden ' (e;) = (), konnen wir E; := {e;} wihlen.

Abbildung B zeigt ein Beispiel fiir die Transformation eines Graphen. Der Ausgangsgraph
ist stark zusammenhéngend und enthélt ein Abbiegeverbot (eg,e5). Das Abbiegeverbot spiegelt
sich im Arbeitsgraphen als Fehlen einer Kante zwischen eg und es wieder. Die Kantenkosten
wurden im Arbeitsgraphen aus Griinden der Ubersichtlichkeit nicht angegeben. Die Knoten v
bis vs (mit gepunkteten Linien) sind nur zur Orientierung angegeben und nicht Bestandteil des
Arbeitsgraphen.

4.2.2 Korrektheit

Man sieht leicht, dass diese Umformung das Gewiinschte erreicht. Jeder giiltige Pfad Pr =
(l,...,l,) in Gg entspricht eindeutig einem Pfad ohne Abbiegeverbote P = (ey, ..., e,) in G: Wir
wihlen e; := source(l;) fiir alle i € {1,...,n}. Gilt zusétzlich source(l;) € Es und target(l,,) € Fs,
dann gilt auch source(e1) = vs und target(e,) = v;.

Sei i beliebig aus {1,...,n—1}. Wir zeigen zunéchst, dass [; = (e;, e;+1) gilt. Da per Definition
source(l;) = e; gilt, geniigt zu zeigen, dass target(l;) = e;41 ist:

Pyg ist giiltig < target(l;) = source(li+1) ‘ Giiltigkeit eines Pfads
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Abbildung 2: Beispiel fiir die Transformation eines Graphen bei der Kantenaufnahme

< target(l;) = eiq1 ‘ Definition von P

Der Pfad P ist giiltig, da target(e;) = source(e;+1) ist. Er enthélt keine Abbiegeverbote, da
(ei,€i41) ¢ T gilt. Beides ergibt sich sofort aus (e;, e;41) = I; € L und der Definition von L.
Fiir die Start- und Zielknoten von Pg gilt Folgendes:

source(ly) € Es < source(ly) € out(vs) | Definition von Es
& e1 € out(vs) | Definition von Iy

< source(er) = vs Definition von out

target(l,) € E, target(l,) € out(vy) E; C out(vy) (1)
)

)
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target (e,
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Fiir die Kosten der Pfade gilt:

d(Pg) = Zd(li) Definition Pfadkosten

= Z c(e;) Definition d

= ¢(P) Definition Pfadkosten
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Umgekehrt existiert zu jedem giiltigen Pfad P in G, der keine Abbiegeverbote enthélt, (min-
destens) ein entsprechender gleichlanger Pfad Pgr in Gg. Die Konstruktion verlauft analog — wir
wihlen I; := (e;,e;41) fiir ¢ < n und I, := (en,e:) mit e; beliebig aus F; N allowed(ey,). Unsere
Wahl von e; ist immer moglich: Andernfalls gélte auch e,, ¢ allowed * (E;), was wegen e,, € in(v,)
der Definition von E; widerspricht. Der Korrektheitsnachweis fiir die Riickrichtung sieht dhnlich
aus, wir verzichten hier auf dessen Darstellung.

Damit ist gezeigt, dass jeder Pfad in Gg von einem der Knoten aus F zu einem der Knoten
aus F; einem Pfad in G von v, nach v; ohne Abbiegeverbote entspricht, ferner dass zu jedem Pfad
in G ohne Abbiegeverbote ein entsprechender Pfad in G g existiert und dass die Pfadkosten jeweils
gleich sind. Ein kiirzester Weg in G zwischen allen Paaren von Start- und Zielknoten entspricht
also einem kiirzesten Weg in G unter Beriicksichtigung der Abbiegeverbote. Wir kdnnen also
jeden Kiirzeste-Wege-Algorithmus zwischen Knotenpaaren benutzen, um die Anfrage nach dem
kiirzesten Weg unter Beriicksichtigung der Abbiegeverbote zu beantworten. O

Im Ubrigen ist die Pfad-Transformation bis auf die Wahl der Kante /,, in Gleichung (f]) ein-
eindeutig. Bei der Abbildung eines gegebenen Pfads in G auf einen Pfad in Gg gilt fiir [,, stets
source(l,) = en, aber target(l,) ist unter Umstédnden nicht eindeutig bestimmt. Trotzdem beein-
flusst das die Kosten d(Pg) nicht, da die Pfadkosten unabhéngig von target(l,) sind.

Wir betrachten erneut unser Beispiel in Abbildung Der kiirzeste Weg zwischen vy und
vg unter Beriicksichtigung der Abbiegeverbote ist hier ((vo,v2), (v2,v3), (vs,v4)) = (e, €4, €s).
Bei der Suche des kiirzesten Wegs im Arbeitsgraphen haben wir E, = {eg} und E; = {e7}
als Start- bzw. Zielknotenmengen, die einzigen einfachen Wege zwischen (einem Knoten aus) F,
und (einem Knoten aus) E; sind {(eq, e4), (e4, €5), (€6, €7)) und ((eo, €4), (€4, e3), (e3,€5), (e5,€7)).
Dabei ist der letztgenannte Weg teurer. Die Riicktransformation des erstgenannten Wegs mit
e; := source(l;) liefert (e, eq, eg) als kiirzesten Weg im Ausgangsgraphen unter Beriicksichtigung
der Abbiegeverbote.

4.2.3 Implementation

Um eine effiziente on-line-Implementation fiir dieses Verfahren zu erzeugen, miissen die in den
Unterabschnitten und L3 angegebenen Operationen effizient ausfithrbar sein. Unter ande-
rem muss die Funktion out auf Gg effizient berechenbar sein. Das ist sie, wenn die Funktionen out
fiir G und forbidden effizient ausgewertet werden konnen. Letztere kann als Array von kleinen Bit-
vektoren implementiert werden, wenn wir fiir die Knoten in G einen beschrankten Ausgangsgrad
annehmen kdnnen — fiir Strafengraphen ist das sicher gegeben. Entsprechend kénnen wir auch die
anderen Zugriffsoperationen in der geforderten Art und Weise realisieren.

Fiir eine ausfiihrlichere Diskussion zu diesem Thema, allerdings fiir ein anderes statisches Ver-
fahren, verweisen wir auf den noch folgenden Unterabschnitt

4.2.4 Komplexitit

Der Graph Gg enthélt die Kanten von G als Knoten und Kantenpaare von G als Kanten. Fiir
diinne Graphen mit |E| = O(]V]) und mit beschrianktem Knotengrad (wie das bei Strafsengraphen
der Fall ist) ist G um einen konstanten Faktor grofer als G, vergleiche dazu Abschnitt Es ist
also zu erwarten, dass die Laufzeit um einen konstanten Faktor steigt. Wir werden das empirisch
iiberpriifen.

4.2.5 Bewertung

Die Transformation ist auch fiir den on-line-Fall sehr einfach zu implementieren. Bestehende Al-
gorithmen fiir das MSTSP koénnen ohne Anpassung verwendet werden.

Als Haupt-Nachteil wirkt sich der unnétig grofle Arbeitsgraph aus, dessen Knotenanzahl nicht
von der Anzahl der Abbiegeverbote abhingt. Ein weiterer Nachteil ist die Notwendigkeit, mehrere
Start- und Zielknoten verwalten zu miissen.
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4.3 Mehrfache Knotenaufnahme
4.3.1 Motivation

Das Verfahren der Kantenaufnahme bldht den Arbeitsgraphen unnétig auf. Daher ist es sinnvoll,
nach knotenbasierten Verfahren zu suchen, die den Suchraum nur soweit wie unbedingt nowendig
erweitern.

Wir werden in diesem Abschnitt eine Abwandlung des D1JKSTRA-Algorithmus vorstellen, die
Abbiegeverbote berticksichtigt — also ein dynamisches Verfahren. Der Algorithmus wurde in [Sch0]
skizziert, allerdings nicht vollstindig ausgefiihrt. Der Name riihrt daher, dass es bei einer dynami-
schen Modifikation des Algorithmus in der Tat notwendig sein kann, bestimmte Knoten mehrfach
in die Prioritdtswarteschlange @ einzufiigen, da sonst unter Umstdnden nicht der kiirzeste Weg
gefunden wird.

ScHMID erldutert in seiner Arbeit eine naive Abwandlung des Algorithmus von DIJKSTRA.
Dort werden bei der Iteration iiber alle Ausgangskanten in Zeile B diejenigen Kanten einfach
ausgelassen, die Verbotsausgang der aktuellen Vorgingerkante sind. Anschlieffend wird an einem
einfachen Beispiel illustriert, dass dieses naive Verfahren nicht immer den kiirzesten Pfad findet:
Beispielsweise kénnen keine Pfade gefunden werden, die einen Knoten mehrfach besuchen. Aber
auch bei unserem Beispiel in Anhang[Blab Seite Bl findet die naive Abwandlung des Algorithmus
keinen Weg zwischen vy und vy. Fiir eine ausfiihrliche Diskussion hierzu verweisen wir auf [Sch00)].

4.3.2 Formales

Zur Vereinfachung der Beschreibung verwenden wir die folgenden Operationen aus der relationalen
Algebra [LL95]:

Selektion Sei M C X; x X3 X ... x X,, eine Menge von n-Tupeln, die mit (z1,22,...,2p)
bezeichnet sind. Sei ferner f ein Pradikat, das einige Variablen z1, x2 bis x, als gebundene
Variablen enthélt. Dann enthalte die Menge oy (M) C M die Elemente aus M, fiir die das
Pradikat f erfiillt ist, wenn die gebundenen Variablen durch die entsprechenden Tupel-Indizes
substituiert werden: oy (M) := {(z1,22,...,2y) : f ist erfiillt}.

Beispielsweise ist 0,0 (R) = Ry.

Projektion Sei M C X3 x X3 x...x X, wieder eine Menge von n-Tupeln, die mit (21, z2,...,2,)
bezeichnet sind. Sei 41,...,ix (k < n) eine Folge von paarweise verschiedenen Indizes mit
1 < i; < n. Dann soll m;,, . ; (M) C X;, x...x X, alle Tupel aus M mit den Indizes
i1,...,%, enthalten. Es gilt also m;, . i, (M) = {(@sy,...,@5,) : (x1,22,...,25) € M}.

Es gilt zum Beispiel mo (R x R;) = Ry.

4.3.3 Beschreibung

Die Anpassung des Algorithmus besteht aus zwei Teilen. Zum einen wird die Wahl der betrachteten
Folgekanten eingeschrinkt, dazu wird die Domé&ne der Prioritdtswarteschlange verindert. Zum
zweiten verlauft die Aktualisierung der Prioritdtswarteschlange komplizierter. Die Zeilennummern
bei der Beschreibung beziehen sich auf den Pseudocode des Algorithmus im Anhang[Blauf Seite

Auswahl der zu betrachtenden Kanten FEinen Knoten mehrfach in die Prioritdtswarte-
schlange aufzunehmen macht nur dann Sinn, wenn dieser Knoten Startknoten eines Verbotsaus-
gangs ist. In diesem Fall darf dieser Knoten iiber bestimmte Kanten nicht verlassen werden.

Um bei der Abarbeitung eines Knotens v,,,;, zu priifen, iiber welche Kanten dieser verlassen
weden darf, erweitern wir die Doméne der Prioritdtswarteschlange. Sie soll neben den Knoten auch
noch die Liste der erlaubten Kanten speichern, iiber die der Knoten verlassen werden darf.

Auferdem geniigt jetzt das Vorgénger-Array Ps aus der Implementation ohne Abbiegeverbote
nicht mehr, um den kiirzesten Weg zu rekonstruieren: Es kann fiir einen Knoten in Abhingigkeit
von der zu durchschreitenden Folgekante verschiedene Vorgéngerkanten geben. Daher definieren
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wir jetzt Py : E — FE, so dass wir zu jeder Kante eindeutig die Vorgingerkante ermitteln kdnnen.
Dadurch wird auch die Ermittlung des kiirzesten Weges nach erfolgreicher Suche leicht veréndert.
Entsprechend benétigen wir bei jedem Eintrag in der Prioritdtswarteschlange die Information, auf
welche Vorgéngerkante sich dieser Eintrag bezieht. Dazu erweitern wir wieder die Doméne der
Prioritétswarteschlange, so dass auch die Vorgingerkante Bestandteil des Eintrags ist.

Insgesamt erhalten wir Q@ C Ry x (V x 28 x E). Die Tupel bezeichnen wir mit ¢ = (¢, (v, 4, €))
mit entsprechender Indizierung. Die Klammern dienen nur der Gruppierung, wir betrachten die
Elemente von @ als 4-Tupel und wenden die Projektions-Operation entsprechend darauf an. Es
gilt stets v = target(e) und A C out(v).

In jedem Schritt der Hauptschleife entfernen wir ein Element ¢in = (¢min, (Vmin, Amins €min))
aus @. Die Priifung, {iber welche Ausgangskanten v,,;, verlassen werden darf, geschieht in Zeile BO
des Algorithmus. Der Knoten darf ndmlich genau iiber die Kanten aus A,,;, verlassen werden, wir
iterieren also e, tUber alle A,,n.

Fiir den weiteren Verlauf halten wir die Menge der bereits abgearbeiteten Kanten Fpesychn: fest.
Bei jedem aus @ entfernten Eintrag setzen wir Epesucht := Fbesucht U Amin-

Sind wir am Ziel angelangt, ist die Vorgéngerkante e, des zuletzt extrahierten Eintrags unsere
Ausgangskante fiir die Riickverfolgung. Wir setzen solange e€min := Pleémin], bis Plemin] auf nil
verweist. Die so ermittelte Folge der e,,;, ist unser kiirzester Pfad in umgekehrter Reihenfolge der
Kanten.

Aktualisierung der Prioritdtswarteschlange Damit das Entfernen eines Elements aus () und
die Ermittlung der erlaubten Folgekanten so einfach erfolgen kann, muss im Gegenzug das Einfiigen
von Eintrigen in die Prioritdtswarteschlange mit einer gewissen Sorgfalt betrieben werden. Wir
geben im Folgenden eine detaillierte Beschreibung der Einfiigeprozedur an.

Dabei betrachten wir eine Iteration der inneren Schleife ab Zeile Dort bestimmen wir,
ob ausgehend von der Kante e, ein Eintrag zur Prioritdtswarteschlange hinzugefiigt wird und
welche Kanten die Menge der erlaubten Ausgangskanten A,., bei dem eventuell hinzugefiigten
Eintrag gnew = (Cnew, (Vneus Aneu, €new)) enthilt. Es wird also im Voraus gepriift, welche Kanten in
der Iteration der Hauptschleife erlaubt sind, bei der ¢, aus der Prioritdtswarteschlange entfernt
wird.

Zunichst definieren wir fiir jeden Knoten vy, die Menge der zu diesem Knoten gehorenden
Eintrige aus @:

Quper = Ov=0,,, (Q).

Die Menge Q.,,, wird in zwei disjunkte Mengen @, ~und Q;  aufgeteilt, die jeweils die

Vneu

Elemente mit nicht hoheren bzw. héheren Kosten als ¢,,., enthalten:

Uneu T O’CSCn,eu (Qvneu )

+ — — -
Vneu = Oc>cpen (Qﬂneu) - Qﬂneu \vau

Wir definieren drei Regeln, die angeben, wann das Verlassen des Knotens v,e, = target(enew)
iiber eine Kante e untersagt ist:

1. Die Kante e ist Verbotsausgang eines Abbiegeverbots, und die Vorgéingerkante in gy, (also
€new) 1st Verbotseingang dieses Abbiegeverbots. In dem Fall darf e nicht betrachtet werden,
da sonst eventuell ein kiirzester Weg gefunden werden wiirde, der ein Abbiegeverbot enthilt.
Es muss also folgendes gelten:

e ¢ forbidden (eney)-

2. Die Kante e kann mit geringeren Kosten erreicht werden, weil ein Eintrag zu dem Knoten
Unew, bei dem das Verlassen iiber e erlaubt war, schon einmal aus der Prioritdtswarteschlange
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entfernt wurde. Die erneute Betrachtung von e liefert keinen kiirzeren Weg, da die Kantenge-
wichte nichtnegativ sind, und koénnte auferdem zu einer Endlosschleife fiihren. Wir fordern
folglich:

€ ¢ Ebesucht-

3. Die Kante e kann mit geringeren Kosten erreicht werden, weil ein Eintrag zu dem Knoten
Unew, D1 dem das Verlassen iiber e erlaubt ist, mit geringeren Kosten in der Prioritdtswarte-
schlange vertreten ist. Die erneute Betrachtung von e fithrt zu keiner Endlosschleife, kann
sich aber negativ auf die Laufzeit auswirken. Es ergibt sich folgende Forderung;:

e¢Jm (@)

Uber die Kanten, die allen drei Regeln entsprechen, darf v,,., verlassen werden: Diese Kanten
wurden noch nicht betrachtet, und der so aufgebaute kiirzeste Weg enthilt auch keine Abbiege-
verbote. Also kénnen wir die Menge der erlaubten Kanten wie folgt berechnen:

Uneu

Apen = 0ut(Uney) \ |forbidden(enen) U Epesucht U (U T3 (Q,, ))} .

Durch das Hinzufiigen des Eintrags (cnew, (Vnew, Aneu, €new)) zu @ kann es passieren, dass
bereits in @ befindliche Eintrége zu vy, mit hoheren Kosten als ¢pe, (also Eintrige in Qjm)
gegen Regel Bl verstofen. Daher miissen alle Eintrége in Q — gepriift und gegebenenfalls ange-
passt werden. Um nicht mehr gegen Regel Bl zu verstofsen, miissen die Kanten in A,., aus den
entsprechenden Kantenlisten der Eintrége in Qjm entfernt werden. Dazu definieren wir

= {(c, (v, A\ Apeu,€)) : (¢, (v, Ase)) € Q)

Uneu Uneu

und ersetzen in ) alle Eintrige aus Qjﬂw durch die entsprechenden Eintrége aus jnt

Zur zusétzlichen Optimierung koénnen wir die Eintrage aus () entfernen, die eine leere er-
laubte Kantenmenge haben. Wir verzichten auf diese Optimierung, falls sich der Eintrag auf den
Zielknoten v; bezieht, um das Finden des kiirzesten Wegs zum Zielknoten in keinem Fall zu beein-
tréchtigen. Diese Optimierung &dndert nichts am Ablauf, da die auf diese Art und Weise entfernten
Eintrdge beim Durchlauf der Hauptschleife ohnehin ignoriert werden wiirden.

Die Aktualisierung der Prioritdtswarteschlange ergibt sich aus dem Hinzufiigen des neuen Ein-
trags zu Uney, aus der Aktualisierung der Eintrége aus @ ~und aus dem Entfernen der Eintrége
mit leerer erlaubter Kantenmenge:

Q = UA;&@VU:vt ((Q U {(cneua (Uneu; Aneu; eneu))} \ Q+ ) U A )

Uneu Uneu

Man beachte, dass bei Apey = 0 und vpeq # v der Inhalt der Prioritidtswarteschlange nicht
verdndert wird, was vorab in Zeile Hl gepriift wird. Das entspricht genau dem Verzicht auf ein
Einfiigen eines ,zu teuren“ Eintrags beim Algorithmus von DIJKSTRA ohne Abbiegeverbote.

Der gesamte Pseudocode des Algorithmus ist im Anhang [A] auf Seite B2 angegeben. Die Un-
terschiede zum Original-Algorithmus von DIJKSTRA sind wieder hervorgehoben. Da die durchge-
fiihrten Operationen vergleichsweise kompliziert sind, ist auch ein detailliertes Ablaufbeispiel des
Algorithmus im Anhang [Bl ab Seite B4l angegeben.

4.3.4 Korrektheit

Ein detaillierter Beweis des Algorithmus von DIJKSTRA ohne Abbiegeverbote ist in [CLRSOT] zu
finden. Dort wird eine Invariante definiert, die jeweils vor der Extraktion eines Elements aus der
Prioritdtswarteschlange in Zeile [l gilt. Die Invariante gibt an, dass fiir jeden Knoten drei Zustidnde
moglich sind:

Abgearbeitet Der kiirzeste Weg ist bereits berechnet und kann {iber das Vorgénger-Array ab-
geleitet werden. Die Kosten des kiirzesten Wegs zu allen abgearbeiteten Knoten sind nicht
grofer als der kleinste Kostenwert innerhalb der Prioritdtswarteschlange.
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Aufgrund der Nichtnegativitidt der Kantengewichte kann auch kein noch nicht abgearbeite-
ter Knoten mit geringeren Kosten als ein abgearbeiteter Knoten erreicht werden. Folglich
bleiben die berechneten Kosten zu den abgearbeiteten Knoten fiir den restlichen Ablauf des
Algorithmus unveréndert, der berechnete kiirzeste Weg zu einem abgearbeiteten Knoten ist
endgiiltig.

In Bearbeitung Der Knoten wurde bereits besucht und befindet sich in der Prioritdtswarte-
schlange. Der bisher bekannte kiirzeste Weg kann ebenfalls iiber das Vorgénger-Array abge-
leitet werden.

Hier kann es allerdings passieren, dass es einen kiirzeren Weg zu einem Knoten ,in Bearbei-
tung® gibt als bisher bekannt.

Noch nicht besucht Der Knoten wurde noch nicht besucht. Die Kosten zu dem Knoten sind
noch nicht bekannt, moglicherweise existiert gar kein Weg zu diesem Knoten.

Bei jeder Extraktion eines Knotens aus der Warteschlange wechselt dieser Knoten aus dem
Zustand ,In Bearbeitung® in den Zustand ,,Abgearbeitet”, und manche Knoten wechseln aus dem
Zustand ,Noch nicht besucht in den Zustand ,In Bearbeitung®. Alle Zustandsiibergénge erfolgen
unter Beibehaltung der Invariante.

Der Beweis in [CLRS0T] nimmt an, es gébe einen kiirzeren Weg als den berechneten. Es wird die
erste Stelle inspiziert, an der sich der berechnete vom tatséchlichen kiirzesten Weg unterscheidet.
Durch Untersuchung des Ablauf des Algorithmus wird nachgewiesen, dass der tatséchliche kiirzeste
Weg mindestens genausolang (und damit auch gleichlang) wie der berechnete ist.

Durch die Uberschaubarkeit der Aktualisierungs-Operation der Priorititswarteschlange kann
beim ,einfachen* Algorithmus von DIJKSTRA vergleichsweise leicht der Invarianten-Nachweis ge-
fithrt werden. Wir verzichten hier auf den sehr technischen Beweis, der ganz dhnlich aufgebaut ist,
allerdings eine kompliziertere Invariante beinhaltet: Wir bend&tigen auch ,teilweise abgearbeitete®
Knoten, wenn ein Knoten iiber eine Kante erreicht wurde, von der Abbiegeverbote ausgehen. [

4.3.5 Implementation

Wir deuten im Folgenden an, wie die Aktualisierungs-Operation effizient implementiert werden
kann.

Kantenmengen Zunéchst bemerken wir, dass fiir jedes Tupel (¢, (v, A, €)) in der Prioritatswar-
teschlange die Relation A C out(v) gilt. Wenn wir beschrankten Ausgangsgrad annehmen, was bei
Strafsengraphen gegeben ist, konnen wir die Kantenmengen als kleine Bitvektoren implementieren,
die in ein Maschinenwort passen.

Die Priifung auf Enthaltensein und die Mengenoperationen Vereinigung, Schnitt und Subtrak-
tion sind damit in O(1) durchfiihrbar und bendtigen nur sehr wenige Maschinenbefehle.

Eine dhnliche Vorgehensweise bietet sich fiir die Implementation der Funktion forbidden und
der Menge Epesuchy an: Beides kann als Array von kleinen Bitvektoren realisiert werden.

Alle zu einem Knoten gehdérenden Eintrdge Um die Menge Q,,,, effizient berechnen zu
kénnen, kann redundant zur Prioritdtswarteschlange ein Array von Listen von Zeigern auf Prio-
ritdtswarteschlangen-Eintrige gepflegt werden. Das Pflegen dieses Arrays von Listen kostet nur
einen konstanten Faktor an Laufzeit und Speicherplatz.

In unserer Referenz-Implementation wurde eine andere Strategie gewdhlt. Wir speichern von
vornherein die @, in der Prioritdtswarteschlange, wobei wir sortierte Listen verwenden, die auf-
steigend nach Kosten sortiert. Bei jedem Entfernen eines Eintrags zu einem Knoten v,,;, aus der
Warteschlange entfernen wir in Wirklichkeit die Liste Q),,,, aller Eintrége zu diesem Knoten. Aus
dieser Liste entfernen wir wiederum das erste Element (das mit den geringsten Kosten) und fiigen
die iibrig bleibende Liste, falls sie nicht leer ist, wieder in @ ein. Die Kosten einer Knotenliste sind
als die Kosten des ersten Elements definiert.
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Dadurch reduziert sich die Aktualisierungs-Operation auf einen Durchlauf einer sortierten Liste
und das optionale Einfiigen eines Elements wihrend des Durchlaufs (ohne vorhergehende Suche).
Da die Mengenoperationen in O(1) realisiert werden kénnen, bendtigen wir eine Zeit linear in der
Grofe der Liste — das ist optimal fiir diesen Algorithmus.

In der inneren Schleife miissen wir @), , zu einem gegebenen v, effizient ermitteln kénnen.
Hierfiir geniigt jetzt ein Array von Zeigern auf Prioritatswarteschlangen-Eintrége, was im Vergleich
zum naiven Ansatz Speicher spart.

4.3.6 Komplexitit

Wir betrachten nur die Laufzeit fiir diinne Graphen mit |E| = O(|V]) und beschrénktem Knoten-
grad deg = O(1).

Zu einem Knoten v kénnen hichstens indeg(v) verschiedene Eintrige aus der Prioritdtswarte-
schlange entfernt werden, da keine zwei Eintrage mit derselben Vorgingerkante eingefiigt werden.
Folglich wird die dufere Schleife hochstens »°, y, indeg(v) = |E| Mal durchlaufen. Eine genauere
Betrachtung liefert, dass jedes Abbiegeverbot zu hochstens einem zusétzlichen Eintrag in der Prio-
ritdtswarteschlange beitrigt. Wir konnen also die Anzahl der Durchldufe mit |V'|+|T| beschranken,
was bei den meisten Anwendungsféllen kleiner sein wird als |E|.

Unsere Implementation bendétigt in jedem Durchlauf der dufseren Schleife eine delete min-
und eine insert-Operation auf ). Wird ein Fibonacci-Heap verwendet, dominiert delete _min mit
O(log |Q|) = O(log(|V| +|T'|)) die Kosten.

In der inneren Schleife kann jede Kante insgesamt héchstens einmal als e,,¢,, verwendet werden.
Bei jedem Durchlauf der inneren Schleife wird eine Liste, die hichstens deg Eintrige enthilt,
durchlaufen. Zusétzlich kann ein decrease_key oder ein insert notwendig sein. Fiir deg = O(1)
erhalten wir O(1) als Kosten fiir einen Durchlauf der inneren Schleife.

Insgesamt erhalten wir einen Laufzeitaufwand von O(min(|E|, |V| + |T|) - log(|V] + |T])) =
O((n + |T) - log(n + |T|)) im schlimmsten Fall, was etwas schlechter ist als beim ,einfachen®
Algorithmus von DIJKSTRA.

Der benétigte Arbeitsspeicher wird analog zum Algorithmus von DIJKSTRA durch die maxi-
male Grofe der Prioritdtswarteschlange angegeben, die wiederum durch die Anzahl Durchldufe
der &ufseren Schleife beschrankt ist. Wir erhalten also einen maximalen Speicheraufwand von
O(min(|EJ,|V| + |T1)) = O(n + |T]).

4.3.7 Bewertung

Der Algorithmus bendtigt eine geringere Laufzeit als die Kantenaufnahme, wenn die Anzahl
der Abbiegeverbote vergleichsweise gering ist. Dafiir wird allerdings der Preis einer komplexen
Aktualisierungs-Prozedur fiir die Prioritatswarteschlange gezahlt.

4.4 Knoten- und Kantenaufnahme
4.4.1 Motivation und Herleitung

Der in Abschnitt vorgestellte Algorithmus arbeitet besser als die Kantenaufnahme, ist al-
lerdings wesentlich komplizierter. Wir werden in diesem Abschnitt versuchen, den Algorithmus
schrittweise unter Beibehaltung der Laufzeit zu vereinfachen.

Verzicht auf Regel Zunichst betrachten wir Regel Bl bei der Mehrfach-Knotenaufnahme.
Wenn diese Regel nicht eingehalten wird, kann es Kanten geben, die bei mehr als einem Eintrag
der Prioritatswarteschlange in der erlaubten Kantenmenge vertreten sind:

M7 (@) #0.

Wir betrachten eine solche Kante eq € ()73 (Q). Fiir diese Kante gibt es zwei Eintrige ¢1 =
(c1,(v1,A1,e1)) und g2 = (ca, (v2, Az, e2)), so dass eq € A1 N Ag gilt. Wegen Ay C out(vy) und
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As C out(ve) gilt v1 = source(eq) und vy = source(eq), also v1 = v9. Demnach ist auch target(eq) =
target(ez). Wir setzen jedoch nach wie vor voraus, dass jede Kante nur einmal in der inneren
Schleife betrachtet wird, dass also e; # eq gilt.

0.B.d.A. nehmen wir an, dass der Eintrag ¢; vor dem Eintrag g in der Prioritdtswarteschlange
ist, also ¢; < ¢o gilt. Nach Extraktion des Eintrags ¢; wird A; (und damit auch ey4) zur Menge
der bearbeiteten Knoten Fpesycn: hinzugefiigt und anschliefend auch in der inneren Schleife ab-
gearbeitet. Wenn g2 aus der Prioritdtswarteschlange entfernt wird, ist also e4 bereits abgearbeitet
und in Epesycne enthalten. Nach Voraussetzung diirfen wir eg nicht noch einmal abarbeiten.

Insbesondere gilt eq € As N Epesucnt vor der Aktualisierung von Epegycn: in Zeile 24 Wenn
wir also die Kanten in As weglassen, die bereits als besucht markiert sind, lassen wir auch eq4
aus. Andererseits sind nur solche Kanten in A, N Epesuchts die gegen Regel B verstofen. Durch
Einfiigen der Zuweisung

Amin — Amzn \ Ebesucht

vor Zeile erreichen wir genau das gewiinschte Verhalten. Wird FEpesycne wie bei der Mehrfach-
Knotenaufnahme als Array von kleinen Bitvektoren implementiert, kann diese Zuweisung in O(1)
ausgefiihrt werden.

Die Anzahl der Elemente in der Priorititswarteschlange kann zwischenzeitlich grofer werden
als bei der Mehrfach-Knotenaufnahme. Sie wird jedoch die Kantenanzahl |E| nie iibersteigen.
Trotzdem beeinflusst das die Laufzeit negativ. Wir werden diese Verschlechterung der Laufzeit
spater ausgleichen. Wenn die Kantenmengen als kleine Bitvektoren implementiert werden, entsteht
durch die moglicherweise hohere Anzahl Kanten in den einzelnen Kantenmengen asymptotisch kein
Laufzeit- oder Speichernachteil.

Verzicht auf Regel Die Menge FEpesuche der besuchten Kanten vergrofert sich wihrend der
Abarbeitung unter Inklusion: Es werden stets nur neue Elemente hinzugefiigt. Wenn eine Kante
zum Zeitpunkt der Ausfithrung von Regel Blin Eyegucns vor Einfligen des entsprechenden Eintrags
q enthalten ist, so ist sie das sicher auch zum Zeitpunkt der Extraktion von ¢. Daher kdnnen
wir ohne Weiteres auch auf Regel Bl komplett verzichten, wenn wir bei der Iteration in der innere
Schleife die besuchten Kanten auslassen.

Auch hier werden hichstens die Kantenmengen A grofer, was sich fiir kleine Bitvektoren aber
nicht auf die asymptotische Laufzeit oder auf den Speicherbedarf auswirkt.

Verzicht auf die Menge der erlaubten Kanten Aus unserem Regelsatz ist nur eine Regel
iibrig geblieben, die angibt, dass Verbotsausgangskanten nicht erlaubt sind. Wird diese Regel
eingehalten, gilt fiir alle Elemente g = (¢, (v, A, e)) die Gleichung

A = out(v) \ forbidden(e).

Es geniigt also, die Menge A der erlaubten Kanten erst nach der Extraktion des jeweiligen Elements
aus der Prioritdtswarteschlange zu berechnen, da sich weder out noch forbidden wihrend der
Abarbeitung des Algorithmus dndern. Daher miissen wir die Menge der erlaubten Kanten nicht
mehr explizit mitspeichern und kénnen @ C Ry x (V' x E) wéhlen.

An der asymptotischen Laufzeit dndert sich durch diese Sparmafnahme nichts. Wir bendtigen
zwar weniger Speicher fiir die Prioritdtswarteschlange, allerdings sparen wir nur einen konstanten
Faktor.

Reduzierung der Anzahl betrachteter Elemente Man beachte, dass das derart modifizierte
Verfahren im Wesentlichen eine dynamische Version der Kantenaufnahme ist. Die Beschleunigung
der Mehrfach-Knotenaufnahme ist beim Verzicht auf Regel Blwieder verloren gegangen. Wir werden
diesen Nachteil ausgleichen.

Wir definieren zunichst eine Aquivalenzrelation = fiir Kanten wie folgt:

€1 =ey < e; = ey V (target(er) = target(ea) A forbidden(ey) = forbidden(es) = 0).
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Kanten mit nichtleerer Verbotskantenmenge bilden jeweils eine eigene Aquivalenzklasse, Kan-
ten mit leerer Verbotskantenmenge und gleichem Zielknoten werden zu einer Aquivalenzklasse
zusammenfasst.

Die Aquivalenzrelation hat folgende Eigenschaft: Nachdem ein Priorititswarteschlangen-Ein-
trag g1 = (c1,(v,e1)) abgearbeitet wurde, sind bei der Abarbeitung eines weiteren Prioritéts-
warteschlangen-Eintrags ¢o = (c2, (v,€2)) mit ¢; < co und e; = ez alle Kanten aus out(v) \
forbidden (es) bereits in Epesucns enthalten. Das ist offensichtlich fiir die Kanten es mit nichtleerer
Verbotsmenge, da hier die entsprechende Aquivalenzklasse nur ein Element enthélt und folglich
e1 = ey ist. (Unabhéngig davon, dass zwei verschiedene Prioritdtswarteschlange-Eintrige mit
gleicher Vorgingerkante gar nicht auftreten konnen.) Fiir Kanten es mit leerer Verbotsmenge
stellen wir fest, dass nach Definition der Aquivalenzrelation auch forbidden(e;) = 0 gilt. Daher
wurden nach Abarbeiten des ersten Eintrags ¢; alle Kanten aus out(v) in der inneren Schleife
abgearbeitet — wiahrend der Abarbeitung von ¢; oder auch bereits vorher.

Aus diesem Grund geniigt es, zu jedem Zeitpunkt hichstens einen Reprisentanten beziiglich
der Aquivalenzrelation in der Priorititswarteschlange zuzulassen. Selbstverstéindlich muss das der-
jenige mit den geringsten Wegkosten sein. Nach Abarbeitung eines Elements brauchen dquivalente
Elemente auch nicht mehr in die Prioritdtswarteschlange eingefiigt zu werden.

Wir dndern nun unseren Algorithmus derart, dass es fiir jede Aquivalenzklasse hochstens einen
Eintrag in der Prioritdtswarteschlange geben kann. Dazu dndern wir wieder die Doméne der Prio-
ritdtswarteschlange, diesmal auf @ C Ry x (V x E/=). Beim Einfiigen eines neuen Elements priifen
wir, ob ein Element mit einer dquivalenten Vorgéngerkante bereits in der Prioritdtswarteschlange
vorhanden ist. Gibt es einen solchen Eintrag, wird wie bei der Original-Implementation der Ein-
trag mit den héheren Kosten verworfen. Analog fiigen wir beim Aktualisieren der Menge Epesucht
zu jeder einzufiigenden Kante e gleich alle Elemente ihrer Aquivalenzklasse [e]= ein.

Dadurch reduziert sich die maximale Anzahl Durchldufe auf den Index der Relation = (auf die
Anzahl deren Aquivalenzklassen), die wir wieder durch min(|E|, |V'| + |T|) nach oben abschitzen
kénnen. Damit erreichen wir wieder dieselbe Laufzeit wie bei der Mehrfach-Knotenaufnahme. Der
asymptotische Speicherbedarf dndert sich auch hier nicht.

Effiziente Implementation der Quotientenmenge Die soeben besprochene Anderung sieht
vor, bei jeder Aktualisierung der Prioritatswarteschlange zu priifen, ob ein Element mit einer aqui-
valenten Vorgéngerkante bereits eingefiigt wurde. Diese Priifung kann mit Hilfe eines redundanten
Arrays geschehen, das zu jeder Kante einen jeweils eindeutigen Reprisentanten speichert. Wir
mochten auch hierfiir einen alternativen Ansatz vorstellen.

Dazu definieren wir eine Menge M := V W E und eine Funktion h von E auf M:

[ target(e): forbidden(e) =0
hie) = { e: sonst

Diese Funktion bildet #quivalente Kanten auf denselben Wert ab. Kanten mit forbidden(e) = 0

sind dquivalent, wenn target(e) jeweils auf denselben Knoten verweist, solche Kanten werden durch

h auf den (gemeinsamen) Zielknoten abgebildet. Die anderen Kanten sind jeweils nur zu sich selbst

dquivalent und werden auch auf sich selbst abgebildet. Man vergleiche dazu die Definition von =:
In diesem Sinn ist h ein Isomorphismus zwischen (E,=) und (M, =), es gilt

hie1) = h(ez) < [e1]= =[e2]z <= e1 =ea.

Dadurch kénnen wir @ C Ry x (V x M) wéhlen, wenn wir beim Einfiigen eines Elements die
Funktion h und bei der Extraktion die Umkehrfunktion h~! anwenden. Das hat den Vorteil,
dass die Priifung auf Existenz eines dquivalenten Elements in der Prioritdtswarteschlange keine
zusitzliche Datenstruktur mehr braucht.

Die Umkehrfunktion h~! ist die Identitétsfunktion fiir Argumente aus F. Allerdings kann die
Umkehrfunktion h=!(m) fiir m € V ohne Zusatzinformation nicht eindeutig berechnet werden:
Wir bendtigen noch die Kante, iiber die der Knoten m betreten wurde. Diese Vorgéngerkante
brauchen wir jedoch nur zur eindeutigen Bestimmung des Pfadverlaufs: Wir erinnern uns, dass
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das Vorgangerarray P, bei der Mehrfach-Knotenaufnahme als Abbildung E — E definiert wurde.
(Fiir die Wahl der erlaubten Zielkanten wissen wir fiir m € V, dass alle Ausgangskanten erlaubt
sind, und bendtigen die Vorgéngerkante an dieser Stelle nicht.)

Wir 16sen das Problem, indem Ps als Abbildung M — M definiert wird. Ferner definieren wir
die Funktion k£ : M — V als

k(m) = m :meV
m) = target(m) : m€ E

Beim Einfiigen wenden wir h an. Bei der spéateren Auswertung wihrend der Pfadrekonstruktion
verwenden wir die Kanten, die zwischen den Knoten k(P,[m]) und k(m) gezogen sind. Die Funktion
k bildet die Elemente aus M auf deren zugehorige Knoten ab, so dass k(h([e]z)) = target(e) gilt.
Da wir keine Multikanten zugelassen haben, ist die Vorgéngerkante so eindeutig bestimmt. Wir
bendtigen die Umkehrfunktion also gar nicht.

Die Funktion A kann in O(1) berechnet werden, deshalb &ndern sich nach diesem Schritt weder
Laufzeit noch Speicherbedarf des Algorithmus.

Um effizient ermitteln zu kénnen, ob es in der Prioritdtswarteschlange ein dquivalentes Element
mit hoheren Kosten gibt, pflegen wir &hnlich wie beim Standard-Algorithmus von DIJKSTRA ein
Array Cs : M — R, das die niedrigsten bisher bekannten ,Kosten“ zu den Elementen aus M
angibt. Dabei verwenden wir auch hier 4, um Aquivalenzklassen von Kanten auf die Elemente aus
M abzubilden. Das hat den zusétzlichen Nebeneffekt, dass wir auf Epcsycn: verzichten kénnen:
Eine bereits besuchte Kante wird dann zwar in der inneren Schleife abgearbeitet, das zugehorige
Cs[Mney) ist jedoch kleiner als die gerade ermittelten Kosten, so dass der Eintrag zu my,, nicht
eingefiigt wird.

Abschlieffend stellen wir fest, dass nunmehr fiir einen Eintrag (¢, (v, m)) stets der Zusammen-
hang v = k(m) gilt. Daher kénnen wir auf die Speicherung der Knoten-Komponente verzichten
und @ C Ry x M wihlen.

4.4.2 Beschreibung

Nachdem wir im letzten Unterabschnitt den Algorithmus sehr ausfiihrlich hergeleitet haben, stel-
len wir hier das Resultat vor. Im Anhang [A] ist auf Seite der modifizierte Algorithmus als
Pseudocode zu finden, ebenfalls fiir den Fall STSP. Auch hier sind die Unterschiede zum Original-
Algorithmus von D1IJKSTRA hervorgehoben.

Wir verwenden die oben beschriebene Menge M := V W E als Doméne der Priorititswarte-
schlange, es ist also @ C Ry x M. Zusétzlich zu Knoten aus V' darf diese jetzt also auch Kanten
aus F enthalten. Wie bei der Herleitung dargestellt, werden jedoch nur die Kanten jemals als
Element eingefiigt, die Ausgangspunkt eines Abbiegeverbots sind.

Bei der Bearbeitung eines Knotens vy, fiigen wir h(ene,) in die Prioritdtswarteschlange ein.
Bei der Extraktion des minimalen Elements m,;, aus @ erhalten wir v, = k(mpmin ). Dazu gibt
es zwei Fille:

e Muin € V. Das bedeutet, die Vorgingerkante definiert kein Abbiegeverbot, und alle Aus-
gangskanten sind erreichbar.

® Muyin € E. Hier ist my,;, die Vorgangerkante, die Ausgangspunkt eines oder mehrerer Ab-
biegeverbote ist. In diesem Fall diirfen wir die Kanten nicht betrachten, die aufgrund eines
Abbiegeverbots ausgehend von der Vorgingerkante m,,;, nicht betreten werden diirfen.

Analog zu @ setzen wir auch die Doménen von Cs und Ps auf M. Das ist notwendig, da
ein Knoten in Abhingigkeit des zu erreichenden Ziels mehrere Vorgénger haben kann und diese
unterschieden werden miissen.

Da ein eventuelles Abbiegeverbot keine Rolle mehr spielt, wenn beim Betreten einer Kante das
Ziel erreicht wird, brechen wir die Suche auch bei Extraktion eines mu,;, € E mit target(mpin) =
vy ab — also wenn vy, = vy ist.
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4.4.3 Korrektheit

Der Algorithmus ist durch schrittweise Transformation der Mehrfach-Knotenaufnahme entstanden.
Wir haben die Umwandlung ausfiihrlich beschrieben und jeden Schritt begriindet. Daraus kénnen
wir folgern, dass die Knoten- und Kantenaufnahme korrekt arbeitet, wenn wir von der Korrektheit
der Mehrfach-Knotenaufnahme ausgehen kénnen. O

4.4.4 Implementation

Der einzige Unterschied zum Algorithmus von DIJKSTRA ist die Doméne der Prioritdtswarte-
schlange. Aus Effizienzgriinden sollte versucht werden, die Elemente von M in ein Maschinenwort
einzupassen. Ansonsten gibt es keine nennenswerten Implementationsdetails.

4.4.5 Komplexitét

Wie bei der Herleitung bereits erwiihnt, entspricht die Laufzeit der Knoten- und Kantenaufnahme
der der Mehrfach-Knotenaufnahme, also O(min(|E|,|V| + |T) - log(]V]| + |T])) = O((n + |T) -
log(n + |T'|)). Der Speicherbedarf verringert sich um einen konstanten Faktor, bleibt jedoch bei
O(min(|E, V] +[T])) = O(n + |T).

4.4.6 Bewertung

Es ist uns gelungen, die vergleichsweise komplizierte Mehrfach-Knotenaufnahme unter Beibehal-
tung von Laufzeit und Speicheraufwand zu vereinfachen. Allerdings wurde auch hier der Algorith-
mus verdndert, was den Einsatz mit Beschleunigungstechniken zumindest erschwert.

4.5 Knotensplitting
4.5.1 Motivation und Herleitung

Die letzten beiden vorgestellten Verfahren waren dynamisch, dabei wurde der Algorithmus ver-
andert. Wir werden in diesem Abschnitt basierend auf der Knoten- und Kantenaufnahme ein
statisches Verfahren herleiten und zeigen, wie es effizient als on-line-Verfahren implementiert wer-
den kann. Der Name , Knotensplitting” rithrt daher, dass es bei diesem Verfahren zu einem Knoten
im Ausgangsgraphen unter Umstinden mehrere Knoten im Arbeitsgraphen geben kann und dazu
der Knoten des Ausgangsgraphen quasi ,aufgeteilt wird.

Aus dem Algorithmus von D1JKSTRA haben wir die Mehrfach-Knotenaufnahme und daraus
die Knoten- und Kantenaufnahme entwickelt. Alle drei Verfahren haben gemeinsam, dass sie auf
dem Graphen G(V, E, ¢) arbeiten. Die letzten beiden Verfahren betrachten die Abbiegeverbote T
zusétzlich zum Graphen.

Fiir die Knoten- und Kantenaufnahme ist auch eine andere Sichtweise naheliegend: Der Al-
gorithmus arbeitet auf einem (bisher nicht genau spezifizierten) Graphen mit Knotenmenge M.
In der Tat bestehen viele Unterschiedsmerkmale im Pseudocode daraus, dass ein v oder V durch
ein m bzw. M ersetzt wird. Wir werden im Folgenden dhnlich wie in Abschnitt =4l die Knoten- und
Kantenaufnahme transformieren. Das Ziel ist, unter Beibehaltung der Funktionalitit den Algo-
rithmus von DIJKSTRA zur Losung des MSTSP als Ergebnis herauszubekommen — freilich arbeitet
dieser nicht auf G, sondern auf einem transformierten Graphen. Das entspricht der Definition eines
statischen Verfahrens. Wir beziehen uns bei den Zeilennummern auf den Pseudocode zur Knoten-
und Kantenaufnahme im Anhang [A] auf Seite

Berechnung der potentiell einzufiigenden Elemente Zur Auswahl der betrachteten Aus-
gangskanten e, in Zeile B tragt die Menge F' bei, die in den Zeilen B¥ bzw. 29 festgelegt wird:
Uber Kanten aus F darf der aktuelle Knoten v, nicht verlassen werden. Das einzufiigende Ele-
ment My, wird in Zeile bestimmt: Je nachdem ob e,., Eingangskante eines Abbiegeverbots
ist, wird entweder der Knoten v, oder ey, selbst eingefiigt.
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Wichtig ist hier, dass diese Berechnung entkoppelt von der eigentlichen Suche ablauft. Welche
Elemente hinzugefiigt werden, hingt (abgesehen vom Graphen und von den Abbiegeverboten) nur
VO Mpmin ab. Wir konnen also eine Funktion outys : M — 2M*M definieren, so dass

out pr(Mmin) = {(Mmin, m) : m € M, Mye, nimmt in der inneren Schleife den Wert m an }

gilt. Diese Funktion berechnet eine Menge von Paaren von Elementen aus M, wobei die erste
Komponente immer das Argument und die zweite Komponente eben einen méglichen Wert fiir
Mpey angibt. Die explizite Darstellung fiir outy, folgt:

outpr(m) = { {(m, h(e)): e € out(k(m))} S mevV

{(m,h(e)) : e € out(k(m)) \ forbidden(m)} : m € E

Wir stellen fest, dass es fiir (m,m’) € outpr(m) ein e € out(k(m)) geben muss, so dass m’ = h(e)
gilt.

Wir bemerken ferner, dass in der inneren Schleife die Kante e, nur in den Zeilen B2 und
benotigt wird. Es gilt eney, = (K(Mumin), E(Mapew)), so dass wir die in Zeile benotigte Kosten-
funktion mit Hilfe der Funktion cp; : M x M — R, die als

ey (ma, me) := c(k(ma), k(mz))

definiert ist, berechnen kénnen. Der (letzte iibrig bleibende) Zugriff in Zeile B3] entfillt, wenn wir
auf e, ganz verzichten und statt dessen gleich tiber die (Munin, Mnew) aus out pr (Mnin ) iterieren.
Das entspricht der Iteration {iber die Ausgangskanten eines Knotens beim Original-Algorithmus.
Wir werden spéter die Kantenmenge des Arbeitsgraphen so wihlen, dass die Ausgangskantenmenge
zu einem m genau outys(m) ist.

Initialisierung und Abbruch Die Initialisierung in Zeile Bl und die Abbruchbedingung in Zeile
B0 arbeiten noch mit v, bzw. v, als Start- bzw. Zielknoten. Dem Zielknoten entsprechen allerdings
unter Umstéinden mehrere Elemente aus M. Hier wechseln wir zu dem bereits beschriebenen
dynamischen Algorithmus zur Losung des MSTSP und geben Start- und Ziel-Element-Mengen
Mg, My C M an.

Bei der Initialisierung wurde vs in die Priorititswarteschlange eingefiigt, daher kénnen wir
My := {vs} setzen. Der Zielknoten ist erreicht, wenn k(Munin) = Umin = vt ist. Das ist genau dann
der Fall, wenn my,;, € {v:} W in(vs) ist. Wir wéhlen also

My :={me M:k(m)=v}={v:}Win(vy).

Damit kénnen kénnen sowohl M und M, explizit angeben, als auch effizient ein Element von M
auf Enthaltensein in diesen Mengen testen.

Das Ergebnis dieser Transformation ist der Algorithmus von DIJKSTRA zur Lésung des MSTSP
auf einem Arbeitsgraphen mit M als Obermenge der Knotenmenge. Die Abbiegeverbote werden
nicht mehr durch den Algorithmus beriicksichtigt, sie sind vielmehr in den Arbeitsgraphen einge-
pflegt. Wir kénnen also fiir diesen Arbeitsgraphen auch jeden anderen Algorithmus zur Losung
des MSTSP verwenden.

4.5.2 Beschreibung

Nachdem wir im letzten Unterabschnitt das Verfahren hergeleitet haben, fassen wir hier noch
einmal die Konstruktion des Arbeitsgraphen zusammen. Wir transformieren einen gegebenen ge-
wichteten Graphen G(V, E, ¢) wie folgt in einen Arbeitsgraphen G p;:

o Gy (Var, Er,enr): Arbeitsgraph mit Knotenmenge V), Kantenmenge Fj; und Kostenfunk-
tion Cp - EM — R+.
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Abbildung 3: Beispiel fiir die Transformation eines Graphen beim Knotensplitting

— Knotenmenge Vs = V W 0forbidden(e)20 () € M: Wir verwenden jetzt die Doméne
M =V WE aus der Knoten- und Kantenaufahme als Obermenge der Knotenmenge fiir
unseren Arbeitsgraphen. Dabei nehmen wir nur die m € M als Knoten in unseren Ar-
beitsgraphen auf, die beim Algorithmus der Knoten- und Kantenaufnahme iiberhaupt
betrachtet werden konnen: Das sind genau alle Knoten und ferner alle Kanten, von
denen ein Abbiegeverbot ausgeht.

— Kantenmenge Ej; = |Joutp(Var): Die Kantenmenge enthilt fiir alle Knoten m al-
le Elemente in out(m). Wir bendtigen genau diese Kanten, da bei der Ausfithrung
der Knoten- und Kantenaufnahme ausgehend von m,,;, genau iiber die Elemente aus
out pr (Mypin) iteriert wird.

— Kostenfunktion cps((mq1,m2)) := c(k(mq), k(ma2)).

o M, M;: Start- und Zielknotenmengen im Arbeitsgraphen. Wie oben beschrieben wihlen
wir M := {vs} und My := ({v:} W in(v)) N Vay. Wir beschrinken M; auf die Knoten, die
tatsdchlich in V), enthalten sind. Die Menge M; ist nicht leer, da zumindest v; € V), ist.

In Abbildung Bl ist ein Beispiel fiir eine derartige Transformation dargestellt. Wir haben den
Ausgangsgraphen aus dem Beispiel bei der Kantenaufnahme in Abschnitt 2 verwendet. Im trans-
formierten Graphen sind die Kanten nur mit ihren Kosten bezeichnet.

Von ¢y geht ein Abbiegeverbot aus, das tiber vy fiihrt. Entsprechend ist eg auch als Knoten
in unserem Arbeitsgraphen vertreten, von dem aus alle Knoten aufer vy direkt erreicht werden
konnen. Die im Ausgangsgraphen vorhandene Kante (vg,vs) ist im Arbeitsgraphen als Kante
(vo, €p) vertreten.

Anschaulich gesprochen sind die Knoten v, und ey aus demselben Knoten vy im Ausgangsgra-
phen entstanden, vy wurde also ,,gesplittet*. (Es gilt k(v2) = k(eg).) Der Knoten eg befindet sich
im Arbeitsgraphen ,auf einer hheren Ebene {iber vy*, wobei sich vy (wie alle anderen Knoten aus
V C M) ,auf der untersten Ebene* befindet. Jedesmal wenn die Traversierung des Arbeitsgraphen
eine obere Ebene erreicht, bedeutet das, dass die entsprechende Vorgingerkante im Ausgangs-
graphen ein Abbiegeverbot definiert. Die Ebene ist quasi das ,Gedéchtnis bei dem ansonsten
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gedéchtnislosen Algorithmus von DIJKSTRA.
Die Dissertation von SCHMID [Sch(()] enthilt einige weitere Beispiele.

4.5.3 Korrektheit

Das Verfahren ist eine Umwendlung der Knoten- und Kantenaufnahme in ein statisches Verfahren.
Die Korrektheit folgt also bereits aus der Korrektheit der Knoten- und Kantenaufnahme und der
Umformung. Im Folgenden fiihren wir zusétzlich einen direkten Korrektheitsbeweis.

Wir kénnen zu jedem Pfad Py = ((mg,m1), (m1,ma),...,(mp_1,my,)) in Gy einen ent-
sprechenden Pfad P = (ej,eq,...,e,) in G ohne Abbiegeverbote angeben: Wir wihlen e; :=
(k(mi—1), k(m;)). Ist zudem mgy € M, und m,, € My, so folgt daraus sofort source(ei) = k(mg) =
vs und target(e,) = k(my,) = v aus der Definition von M, bzw. M.

Es ist zunéchst zu zeigen, dass e; € F gilt. Dazu betrachten wir die entsprechende Kante im
Arbeitsgraphen:

(mi—1,m;) € En Voraussetzung
= (mi—1,m;) € outpr(mi—1) Definition von Ejf
= de € out(k(mi—1)) : m; = h(e) Definition von outps (1)
= de € out(k(m;_1)) : k(m;) = k(h(e)) Anwendung von k
= de € out(k(m;—1)) : k(m;) = target(e) ko h = target
= decE : /\i‘:;;ceigzgi zgzz;l) Ve € out(v) : v = source(e)
N YCE :e—e D:eﬁnition von e;,
! G hat keine Multikanten
= e; €l

Der Pfad P ist offensichtlich giiltig, da die Gleichung
target(e;) = k(m;) = k(m(i41)—1) = source(e;y1)

gilt.

Es bleibt zu zeigen, dass P kein Abbiegeverbot enthilt. Dazu zeigen wir zunéchst die stéirkere
Aussage m; = h(e;). Der Beweis dafiir sieht analog zum vorhergehenden aus, mit dem Unterschied,
dass wir in Zeile (f{f}) zusitzlich e # e; annehmen und diese Annahme schlussendlich wegen des
Verbots von Multikanten zum Widerspruch fiihren.

Angenommen, P enthielte ein Abbiegeverbot. Sei i € {1,...,n — 1} der kleinste Index, so dass
(es,€it1) € T ist. Wir zeigen zundchst m; = e;:

forbidden(e;) # 0 (es,ei41) €T
= h(e;) = e; | Definition von h
= m; = €; m; = h(ei)

Im Folgenden fiithren wir die Voraussetzung fiir ¢ zum Widerspruch:

(mi,mit1) € Enr Voraussetzung

€ outpr(e;) Definition von F);

)
= (ei,mHl) € Ey m; = ¢€;
= (eismit1)

)

= (e;,mix1) € {(es, h(e)) : e € out(k(e;)) \ forbidden(e;)} Definition von out
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= miy1 € {h(e) : e € out(k(e;)) \ forbidden(e;)} Projektion

) . ) . ) e; € F,

= mi+1 € {h(e) : e € out(target(e;)) \ forbidden(e;)} Definition von

= E(miy1) € k({h(e) : e € out(target(e;)) \ forbidden(e;)}) Anwendung von k

= k(miy1) € {target(e) : e € out(target(e;)) \ forbidden(e;)} ko h = target

. {target(e) : e € out(target(e;))} G hat keine

= k(mis1) € \ {target(e) : e € forbidden(e;)} Multikanten

= k(miy1) ¢ {target(e) : e € forbidden(e;)} Mengenlehre

= target(e;+1) ¢ {target(e) : e € forbidden(e;)} Definition von e;

; G hat keine

= ei+1 ¢ forbidden(e;) Multikanten
= Widerspruch zu (e;,e;11) € T

Wir haben unsere Wahl von ¢ zum Widerspruch gefiihrt. Folglich enthélt P keine Abbiegever-
bote.

Fiir die Pfadkosten gilt ¢(P) = ¢y (Par) nach Konstruktion und Definition von c¢jy.

Auf analoge Art und Weise definieren wir zu einem gegebenen giiltigen abbiegeverbotfreien Pfad
P = {ey,ea,...,e,) in G einen entsprechenden Pfad Py = ((mo,m1), (m1,m2),..., (Mup_1,my))
in G Wir setzen mg := source(ey) und m; := h(e;). Fiir source(e;) = v, und target(e,) = vt
gilt ferner mo = vy € M, und m,, = h(e,) € {vs, e} N Vi, also m,, € M;.

Zu zeigen bleibt, dass alle Knotenpaare in Py; Kanten in G s sind, also dass stets (m;—1,m;) €

E) gilt. Dazu zeigen wir zunéchst k(m;—1) = source(e;) fir i € {1,...,n}:
m; = h(e;) Definition Py,
= kE(m;) = k(h(e;)) Anwendung von k
= k(m;) = target(e;) ko h = target
= i <nAk(m;) = source(ejt1) Giiltigkeit von P
= i>1Ak(mi—1) = source(e;) Indexverschiebung, 1 <i<n
(1 > 1A k(mi—1) = source(e;)) i, ) _
= (i = 1 A k(mi1) = source(es) Definition Pys: mo = source(eq)
= k(m;_1) = source(e;) 1<
Nach Definition von E)y ist (m;—1,m;) € outpy(m;—1) fiir i € {1,...,n} zu zeigen. Wir suchen

also ein e € out(k(m;—1)), so dass h(e) = m, ist. Fiir m;_; € E muss ferner e ¢ forbidden(m;_1)
gelten. Der Beweis ist vollbracht, wenn wir immer ein solches e angeben kénnen.

Wir zeigen, dass e := e; die oben genannten Forderungen erfiillt. Der Sachverhalt e; €
out(k(m;—1)) folgt sofort aus der zuletzt bewiesenen Gleichung. Ferner bemerken wir, dass h(e;) =
m; nach Definition von Py gilt. Es bleibt noch e; ¢ forbidden(m;_1) fir m;—, € E 7u zeigen:

mi—1 € B Voraussetzung
= 1 >1 mg €V
= mi—1 = h(e;—1) Definition von Py
= mi_1 = €;_1 Definition von h
= forbidden(m;_1) = forbidden(e;—1) | Anwendung von forbidden
= e; & forbidden(m;_1) e; ¢ forbidden(e;—1)

Also enthilt Pys in der Tat nur Kanten aus Ejy.
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Der Pfad Py, ist trivialerweise giiltig.

Wir haben jedem Pfad Pp; in G eindeutig einen abbiegeverbotfreien Pfad P in G zuge-
ordnet, und umgekehrt. Insbesondere ist unsere Zuordnung eine Bijektion: Man vergleiche die
Konstruktion der Zuordnung von P auf Pj; mit der bewiesenen Eigenschaft m; = h(e;) und der
offensichtlichen Eigenschaft mo = source(e;) bei der Zuordnung von Py, auf P. Dadurch bleiben
auch bei der Zuordnung von GG nach G); die Pfadkosten gleich, da die Gleichheit der Kosten fiir
die Zuordnung von Gj; nach G bereits gezeigt wurde.

Die Zuordnung behilt die Relation zwischen vy und M, bzw. v; und M; bei. Das bedeutet,
dass ein kiirzester Pfad in Gj; zwischen einem Knoten aus M, und einem Knoten aus M; einem
kiirzesten Pfad ohne Abbiegeverbote in G zwischen vs und v entspricht. Wir kénnen also jeden
Algorithmus, der das MSTSP 16st, auf unseren Arbeitsgraphen G, ansetzen, um einen abbiege-
verbotfreien Pfad im Ausgangsgraphen G zu erhalten. O

Wenn wir in unserem Beispiel in Abbildung Bl wieder den kiirzesten Weg von vy nach wy
unter Beriicksichtigung der Abbiegeverbote suchen, erhalten wir My = {vo} und M; = {v4},
letzteres wegen oforpidden(e)0 (in(ve)) = 0. Im Arbeitsgraphen kann v nur zum Knoten eg hin
verlassen werden, der wiederum w3 als einzigen Nachbarn abgesehen von vy hat. Der kiirzeste Weg
von vz zu vy ist der direkte Weg. Der Weg Pn; = ((vo, e0), (€0, v3), (v3,v4)) im Arbeitsgraphen
entspricht P = ((vo, v2), (v2,v3), (v3,v4)) = (eo,eq,es) im Ausgangsgraphen. P ist der kiirzeste
abbiegeverbotfreie Weg zwischen vy und vy in G.

4.5.4 Minimierung des Arbeitsgraphen

Der so erzeugte Arbeitsgraph Gy ist nicht minimal: Er enthélt Knoten und Kanten, die entfernt
werden konnten, ohne die Transformation zu beeintrichtigen. In [Sch00] wird eine dhnliche Graph-
Transformation angegeben, die diese Minimalitétseigenschaft besitzt. Wir beschrinken uns hier
darauf, die Unterschiede aufzuzeigen, den Ursprung dieser Unterschiede zu begriinden und die
Verwendung eines nicht minimalen Arbeitsgraphen zu rechtfertigen.

Dazu definieren wir wieder eine Aquivalenzrelation ~, diesmal fiir Knoten. Wir bezeichnen
zwei Knoten als dquivalent, wenn die Ausgangskanten zu jeweils denselben Knoten fithren und die
Kosten jeweils gleich sind. Auf eine formale Darstellung verzichten wir hier.

Aquivalente Knoten kénnen entstehen, wenn im Ausgangsgraphen zwei Kanten e; und e; mit
demselben Zielknoten dieselbe nichtleere Abbiegeverbotsmenge haben, also wenn

target(e1) = target(ez) A forbidden(e1) = forbidden(ez) # 0

gilt. Wir geben in Abbildung Ml ein Beispiel an, das im Vergleich zum vorherigen leicht modifiziert
ist: Jetzt geht auch von Kante ey ein Abbiegeverbot in Richtung e; aus. Die Knoten ¢y und e im
Arbeitsgraphen sind dquivalent beziiglich ~, da die Ausgangskantenmenge jeweils aus einer Kante
zu vs mit Kosten 6 besteht.

Sind zwei Knoten v; ~ ve #Aquivalent, ist es dem Algorithmus von DIIKSTRA ,gleichgiiltig®,
welcher Knoten aus der Prioritdtswarteschlange entnommen wird: Die Schritte in der inneren
Schleife sind fiir beide Knoten dieselben. Wir kénnen also einen Graphen mit zwei dquivalenten
Knoten v; und v minimieren, wenn wir die Eingangskanten von v, auf v; zeigen lassen und vy
und alle Ausgangskanten von vy entfernen. In unserem Beispiel wiirde dann z.B. die Kante mit
Kosten 4 von v; aus auf ey zeigen und e mit den zugehorigen Ausgangskanten entfernt werden.

Bei unsererer Transformation wiirden keine voneinander verschiedene dquivalente Knoten ent-
stehen, wenn wir die Aquivalenzrelation = aus Abschnitt EEZ] feiner gewihlt hitten. Die Aquiva-
lenzrelation = sieht Kanten nur dann als dquivalent an, wenn sie den gleichen Zielknoten haben
und die Verbotsmengen gleich sind:

e1 = ey <= target(er) = target(ez) A forbidden(e1) = forbidden(ez).

(Unsere bisherige Definition erfasst nur Kanten mit leerer Verbotsmenge als #quivalent.) Die Aqui-
valenzrelation = ist eine Verfeinerung von =, da aus e; = es auch e; = es folgt. Daher hitten
wir bei der Herleitung der Knoten- und Kantenaufnahme auch = verwenden kdnnen, ohne den
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Abbildung 4: Beispiel fiir dquivalente Knoten bei der Transformation eines Graphen beim Kno-
tensplitting

Rest der Herleitung zu verdndern. Man kann zeigen, dass dann der Arbeitsgraph keine nichttri-
vial dquivalenten Knoten hat, wenn der Ausgangsgraph ebenfalls keine nichttrivial dquivalenten
Knoten besitzt.

Wir favorisieren jedoch die vorgestellte Variante der Aquivalenzrelation =, selbst wenn wir
dadurch Gefahr laufen, iiberfliissige Knoten und Kanten im Arbeitsgraphen zu bekommen. Zum
einen stellen wir fest, dass nur bei unserer Definition der Aquivalenzrelation die Funktion h wirk-
lich schnell on-line berechnet werden kann. Fiir = miissen wir zumindest die Abbiegeverbotsmenge
vorher genauer untersuchen und eine redundante Datenstruktur (z.B. ein Array von Kanten auf
Aquivalenzklassen) erzeugen, die die Abbildung h_- in O(1) realisiert. Das kostet im schlimmsten
Fall O(|E|) zusétzlichen Speicher. Zum anderen haben wir bei den uns zur Verfiigung stehenden
realen Strafengraphen einiger Lander Europas nur bei einem Land einen Anteil redundanter Kno-
ten von mehr als einem Prozent festgestellt. In allen anderen Landern lag der Anteil unter 7 %o.
(Siehe auch Abschnitt B11) Das fiithrt uns zur Vermutung, dass unsere Definition der Aquivalenz
fiir den gegebenen Anwendungsfall jhinreichend fein® ist und eine weitere Verfeinerung kaum etwas
zur Verbesserung der Laufzeit beitragen wiirde.

4.5.5 Implementation

Wie bereits bei der Kantenaufnahme betrachten wir jetzt die effiziente Realisierbarkeit der D1JK-
STRA-Zugriffsoperationen aus Unterabschnitt Wir betrachten dabei die Funktionen out
und ¢y nédher, da die beiden anderen Operationen Gleichheitstest und Start- bzw. Zielknoten
offensichtlich effizient implementiert werden kdnnen.

Die Funktion outp; verwendet die Funktionen h, k, forbiddem und out. Die ersten beiden
kénnen in O(1) berechnet werden, die dritte bendtigt bei einer geeigneten Implementation als
Array von kleine Bitvektoren auch nur konstante Laufzeit. Die Funktion out benétigt bei der
Implementation des Graphen als Adjazenzliste fiir die Berechnung von out(v) Zeit in der Ordnung
der Grofe der Ausgangskantenmenge outdeg(v). Streng genommen erfiillt outys unsere eingangs
im Unterabschnitt gestellte Forderung fiir die Laufzeit nicht: Fiir m € F gilt die Ungleichung
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outdegpr(m) < outdeg(k(m)), demnach werden mehr Elemente betrachtet als zuriickgegeben.
Fiir Strakengraphen spielt dieser minimale Unterschied wegen beschranktem Ausgangsgrad jedoch
kaum eine Rolle.

Fiir die Berechnung der Funktion c¢j; bemerken wir, dass hierfiir die Funktionen k und ¢ beno-
tigt werden. Die Funktion k ben6tigt O(1) Laufzeit, also kann ¢y genauso effizient wie ¢ berechnet
werden. Bei einer naheliegenden Implementation als Array von Fliefkkommazahlen betrigt auch
hier die Zugriffszeit O(1).

Allerdings liegt die Berechnung von in s, wie sie z.B. fiir die bidirektionale Suche notwendig ist
(siehe ZZ33), nicht auf der Hand. Zur Berechnung von ins(m) ist eine Untersuchung der Vorgén-
ger der Kanten aus in(k(m)) (also der ,Vorvorgénger“ von k(m)) notwendig. Das Problem wurde
im Rahmen der Referenz-Implementation betrachtet und gelGst, eine tiefer gehende Betrachtung
wiirde hier jedoch den Rahmen sprengen. Diese Berechnung liefe sich durch eine geeignete Vor-
verarbeitung der Abbiegeverbots-Menge beschleunigen.

4.5.6 Komplexitit

Die Laufzeit héngt wie bei der Knotenaufnahme in erster Linie von der Groéfe des Graphen ab.
Hier gilt
[Var| = |V W {e: forbidden(e) # 0} < |V| + min(|T], |E]).

Fiir die von uns untersuchten Strafengraphen gilt stets |T| < |V| < |E|, hier kénnen wir die
Knotenanzahl mit

V| < [V +|T| <2-|V|

nach oben abschitzen.
Fiir der Kantenmenge zeigen wir, dass sie unter der Voraussetzung beschrinkten Eingangs-
und Ausgangsgrads deg die Ungleichung

[En| < (V] + min(|T], |E])) - deg

gilt:
|Eyv| = Z |out pr(m)] Definition E)ps
meVn
< D louty@)+ > Joutn(e)| Definition von Vi
veV

ecE:
forbidden (e)#£0
|V| - deg + min(|T|, | E|) - deg Definitionen von outys und forbidden
= (VI+ min(|T},[E])) - deg

IN

Fiir den schlimmsten Fall kénnen wir |E)ys| mit
Byl <2 |B| - deg
abschétzen. Fiir |T| < |V] < |E| und mit |E| < |V| - deg erhalten wir jedoch
|Epm| < 2-|E).

Die Grofle der Knoten- und Kantenmengen des Arbeitsgraphen unterscheidet sich bei diinnen
Graphen auch im schlimmsten Fall nur um einen konstanten Faktor von der Grofe der Knoten- und
Kantenmengen im Ausgangsgraphen. Die asymptotische Laufzeit beim Knotensplitting entspricht
also der des Algorithmus von DIJIKSTRA: O(nlogn). Bei in der Praxis auftretenden Fillen wird
der Faktor fiir den Gréfsenunterschied nur knapp grofer als eins sein, daher kdnnen wir von einer
nur leicht erh6hten Laufzeit ausgehen. Wir werden das in Abschnitt empirisch tiberpriifen.
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4.5.7 Bewertung

Im Gegensatz zur Kantenaufnahme erzeugt dieses Verfahren einen wesentlich kleineren Arbeits-
graphen und verspricht somit eine im Vergleich wesentlich bessere Laufzeit. Es kann auch bequem
on-line angewendet werden. Obwohl der erzeugte Arbeitsgraph nicht minimal ist, lohnt sich die
Minimierung fiir unseren Anwendungsfall nicht, da der erwartete Laufzeitvorteil gering ist und
dadurch die Implementation eines on-line-Verfahrens erschwert wird.

4.5.8 Allgemeine Wegeverbote

Wir haben uns bisher nur mit Abbiegeverboten, also Wegeverboten der Lange 2, auseinander ge-
setzt. Die Erweiterung des Knotensplittings auf allgemeine Wegeverbote soll hier nur kurz skizziert
werden, eine ausfiihrliche Beschreibung mit Beweis kann in [Sch0(] nachgeschlagen werden.

Das Knotensplitting basiert auf folgender Idee: Die Information, ob im nichsten Schritt ein
Abbiegeverbot zu beriicksichtigen ist, wird nicht im Algorithmus, sondern im Zustand der Suche
verwaltet. Befindet sich die Suche auf einem Knoten einer ,héheren Ebene”, bedeutet das, dass im
néchsten Schritt aufgrund eines Abbiegeverbots nicht alle Knoten im Ausgangsgraphen erreicht
werden kénnen — was durch das Fehlen der entsprechenden Kanten im Arbeisgraphen realisiert
wird.

Dieselbe Idee kann auch fiir allgemeine Wegeverbote verfolgt werden. Wenn wihrend der Suche
ein Wegeverbot betreten wird, wird die Suche im Arbeitsgraph auf eine bestimmte, nur diesem
Wegeverbot zugeordnete Ebene gefithrt. Wenn das Wegeverbot vor der letzten Verbotskante ver-
lassen wird, wird die Suche wieder auf die ,,Standard-Ebene zuriickgefiihrt, die keinem Wegeverbot
entspricht. Das Wegeverbot kann aber nicht {iber die letzte Verbotskante verlassen werden, da die
entsprechende Kante fiir diese Ebene im Arbeitsgraphen fehlt.

Da Wegeverbote sich iiberlappen kénnen, scheint fiir eine effiziente Zuordnung der ,Ebenen” im
Arbeitsgraphen zu den aktiven Wegeverboten zumindest eine Vorberechnung auf der Wegeverbots-
menge notwendig zu sein. Nach einer derartigen Vorberechnung wire ein on-line-Verfahren &hnlich
zum Knotensplitting denkbar. Allerdings wére ein on-line-Verfahren fiir allgemeine Wegeverbote
vermutlich um einiges komplexer als das Knotensplitting fiir Abbiegeverbote.

Fiir reale Anwendungen werden die meisten Wegeverbote die Linge 2 haben. Ein Hybrid-
Ansatz, bei dem ,problematische Wegeverbote mit mehr als zwei Kanten vorab off-line und die
Abbiegeverbote erst on-line transformiert werden, scheint hier ein guter Ansatz zu sein.

5 Referenz-Implementation

Die hier vorgestellten Verfahren wurden implementiert. Um die Algorithmen zu testen, wurde ei-
ne kleine Beispiel-Anwendung mit Kommandozeilen-Schnittstelle entwickelt. In diesem Abschnitt
mochten wir unsere Beispiel-Anwendung und ihre Moglichkeiten und Grenzen vorstellen. Wir ge-
hen etwas genauer auf die Implementation der Algorithmen ein. Dabei stellen wir auch den Entwurf
vor, der fiir eine reale Anwendung adaptiert werden kann. Die Probleme, die dabei aufgetreten
sind, und die Losungen dafiir sollen hier kurz als Fallstudie skizziert werden. Das kann helfen,
einen Uberblick iiber die zu erwartenden Probleme bei einer realen Anwendung zu erhalten.

5.1 Beispiel-Anwendung zum Test der Algorithmen

Unsere Beispiel-Anwendung ist kommandozeilengesteuert und leistet unter anderem Folgendes:
e Einlesen eines Graphen aus einer Datei oder von der Standard-Eingabe.
o Unterstiitzung verschiedener Such-Algorithmen, einfache Erweiterbarkeit.

o Ausfiihrung eines oder mehrerer Algorithmen fiir gegebene oder zufillig gewéhlte Start- oder
Zielknoten mit einer gegebenen Anzahl Iterationen.
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Ausgabe des kiirzesten Pfads (falls vorhanden) und dessen Linge, Priifung des Pfads auf
Giiltigkeit und Enthalten von Abbiegeverboten.

Messung und Ausgabe der verbrauchten CPU-Zeit.

Erfassung und Ausgabe statistischer Daten.

Wahlweise Ausgabe in Dateien oder auf die Standardausgabe.

Initialisieren des verwendeten Pseudo-Zufallsgenerators mit einem vorgegebenen Startwert.

Verschiedene nicht problembezogene Tests wie z.B. Bestimmung der starken Zusammen-
hangskomponenten.

Es waren bereits Graphen vorhanden, die das Straflennetz jeweils eines européischen Landes
reprasentierten. Die Graphen lagen im GraphML-Format [Gra] vor, Routinen zum Einlesen gab
es auch schon. Allerdings waren die Ausgangsdaten nicht fiir eine direkte Verarbeitung geeignet:
Der Graph lag als ungerichteter Graph vor, es gab Multikanten, und es gab Abbiegeverbote, die
nicht zugeordnet werden konnten.

Um die Sduberung der Daten von der eigentlichen Anwendung zu trennen, wurde ein sepa-
rates Programm entwickelt, das die Graphen aus dem GraphML-Format eingelesen, ,.gesdubert®
und in das eigens entwickelte GPR-Format konvertiert hat. Das GPR-Format (Graph with Path
Restrictions) vereint den Graphen mit seinen Abbiegeverboten in einer Datei. Eine Gramma-
tik in EBNF-Form und eine Beispiel-Datei sind in Anhang [ zu finden. Fiir das Einlesen der
GPR-Dateien wurde mit Hilfe von flex und bison [Her92| ein schneller tabellengesteuerter Parser
generiert.

Dadurch konnte die Beispiel-Anwendung schlank gehalten werden, da sie von sauberen, kor-
rekten Eingabedaten ausgehen konnte. Ferner konnte das Einlesen um ein Vielfaches beschleunigt
werden. Das Format ist sehr gut geeignet, um kleine Beispiele zu erzeugen. Es ist kompakt, da
sowohl der Graph als auch die Abbiegeverbote in einer Datei Platz finden. Aufierdem kann der Par-
ser leicht an Erweiterungen des Formats angepasst werden, z.B. fiir die Einbeziehung allgemeiner
Wegeverbote.

5.2 Implementation der Algorithmen

Fiir die Entwicklung der Algorithmen stand die Bibliothek LEDA (Library of Efficient Data types
and Algorithms) [NM99| zur Verfiigung. LEDA bietet fiir die Programmiersprache C++ unter
anderem effiziente Datenstrukturen fiir Graphen und fiir Worterbiicher. Dadurch konnte bei der
Implementation der Fokus auf die problembezogenen Aspekte gesetzt werden.

LEDA arbeitet verstirkt mit C++-Templates [Wil04]. Dieses Paradigma haben wir, wo es
sinnvoll war, auch fiir unser Projekt verwendet. Vorteile sind z.B. Typsicherheit und eine bessere
Optimierbarkeit des Codes als bei virtuellen Funktionen.

Nach der Entwicklung der ersten rudimentiren Version der Kommandozeilenschnittstelle und
der Routine zum Einlesen der Graphen wurde als erstes die bei LEDA mitgelieferte Implementa-
tion des Algorithmus von DIJKSTRA verwendet. Diese kennt zwar keine Abbiegeverbote, ist aber
gut als Vergleich fiir die spéter hinzugefiigten Verfahren geeignet. Fiir die dynamischen Algorith-
men ,Mehrfach-Knotenaufnahme* und , Knoten- und Kantenaufnahme* wurde die mitgelieferte
Implementation entsprechend der Definition des Algorithmus angepasst.

Um Erfahrungswerte fiir die Integration von statischen Verfahren in bestehende Umgebungen
zu gewinnen und die ,on-line-Fahigkeit“ unserer Algorithmen zu verifizieren, musste in unserem
Fall zunéchst eine solche Umgebung geschaffen werden. Dazu wurde zunéchst eine beschleunigte
Implementation des DIJKSTRA-Algorithmus in der bigerichteten Variante (sieche Abschnitt EZ3)
abgewandelt. Diese Implementation verwendete die durch LEDA definierten Zugriffsoperationen
auf den Graphen. Die LEDA-Zugriffsoperationen, die den unterstrichenen Operationen im Pseu-
docode in Anhang [A] auf Seite B entsprechen, wurden durch Zugriffsoperationen auf eine eigene
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(bislang abstrakte) Graph-Datenstruktur ersetzt. Im néchsten Schritt wurde der Algorithmus fiir
das MSTSP erweitert. Das waren die einzigen Anderungen am Algorithmus von DIJKSTRA.

Nun galt es, Implementationen fiir die eigene Graph-Datenstruktur zu entwickeln, die on-line
fiir den MSTSP-Algorithmus ausgehend von einem Graphen mit Abbiegeverboten eine Sicht auf
einen Arbeitsgraphen ohne Abbiegeverbote prisentieren. Wir bezeichnen diese Implementationen
als Adapter. Der erste Schritt lief auch hier auf das Weglassen von Abbiegeverboten hinaus —
es wurde ein ,Identitdts-Adapter” entwickelt, der einfach einen LEDA-Graphen 1:1 in die eigene
Graph-Datenstruktur umgewandelt hat. Die beiden anderen Adapter fiir die ,Kantenaufnahme*
und fiir das ,Knotensplitting” folgten und konnten aufgrund des vorher durchgefiihrten Entwurfs
nahtlos integriert werden.

Um einen Vergleich zwischen on-line- und off-line-Verfahren herstellen zu kénnen, wurde zu
jedem on-line-Verfahren das zugehorige off-line-Verfahren entwickelt. Dafiir war lediglich die Im-
plementation eines weiteren Adapters, des ,,generischen off-line-Adapters”, notwendig. Dieser erhalt
als Template-Parameter eine andere Adapter-Klasse und benutzt deren Zugriffs-Operationen, um
mittels einer Tiefensuche eine Reprisentation des Graphen im Arbeitsspeicher aufzubauen.

Insgesamt kénnen wir festhalten, dass die Entwicklungszeit durch die Benutzung der LEDA-
Klassenbibliothek drastisch verkiirzt wurde, obwohl vorher eine Einarbeitung notwendig war.
Friihzeitig durchgefiihrte Uberlegungen zum Entwurf haben ebenfalls Zeit bei der Implementa-
tion gespart. Die Integration eines statischen Verfahrens in einen bestehenden Algorithmus, der
eine Beschleunigungstechnik anwendet, kann recht einfach durchgefiihrt werden, indem anstelle
eines Graphen im Arbeitsspeicher auf die entsprechende Adapter-Klasse aus unserer Referenz-
Implementation zugegriffen wird. Allerdings lassen unsere Implementationen noch sehr grofsziigi-
gen Spielraum fiir Optimierungen, nicht zuletzt fordert die Bequemlichkeit einer Klassenbibliothek
ihren Preis bei der Laufzeit des so erzeugten Codes.

5.3 Bei der Implementation aufgetretene Probleme

Quelldaten FEin Problem waren die unsauberen Daten, fiir die zunéichst eine Siuberungs-Rou-
tine geschrieben werden musste. Das kann auch in bereits bestehenden Anwendungen auftreten,
wo die Abbiegeverbote bisher zwar vorhanden waren, aber nicht benutzt wurden. Allerdings ist
dieses Problem eher technischer Natur.

Datenstruktur-Inkompatibilitit Bei der Anpassung der LEDA-Variante der bigerichteten
Suche fiel auf, dass die Prioritatswarteschlange mit decrease_key-Funktion zwar fiir Knoten, aber
nicht fiir allgemeine Datentypen zur Verfiigung stand. Da die Implementation der Kiirzesten-Wege-
Suche fiir Adapter moglichst generisch gehalten werden sollte, musste die Prioritdtswarteschlange
fiir unseren Algorithmus selbst implementiert werden. Dafiir wurde eine kombinierte Datenstruktur
aus Prioritdtswarteschlange und Worterbuch von Kanten auf Warteschlangen-Eintrige entworfen.
Wenn die Kiirzeste-Wege-Suche nur fiir einen speziellen Adapter zu implementieren gewesen wire,
hitte die Worterbuch-Struktur besser auf die vom Adapter verlangte Knotenmenge angepasst
werden konnen. Als Fazit konnen wir festhalten, dass die von uns verfolgte Allgemeinheit und
Unterstiitzung verschiedener Verfahren hochstens fiir akademische Zwecke geeignet ist: Bei einer
praktisch orientierten Implementation wird man vorab ein Verfahren (z.B. das ,Knotensplitting®)
wahlen, einen speziellen optimierten Adapter fiir eine speziell optimierte Schnittstelle entwickeln
und die Implementation der Kiirzesten-Wege-Suche auf diesen Adapter ausrichten.

MSTSP Ein weiteres Problem bei den statischen Adaptern war, dass der Zielknoten (und bei der
Kantenaufnahme auch der Startknoten) nicht mehr eindeutig bestimmt waren. Das fiihrte uns zur
Definition des MSTSP. In der Praxis wird man dafiir aus Performance-Griinden eine semi-statische
Variante wihlen, die das Erreichen des Zielknotens (bzw. der Zielkante, je nach Problemstellung)
effizient priift. Wir arbeiten bei unserer Referenz-Implementation mit einer explizit angegebenen
Zielknotenmenge, was fiir die Laufzeit nicht gerade férderlich sein kann.

Eine Moglichkeit, das Problem zumindest beim Knotensplitting ganz zu umgehen, ist die For-
derung, dass nach Erreichen des Ziels dieses iiber jede Kante verlassen werden kann. Dies ist aber
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Abbildung 5: Anzahl Knoten und Kanten in den Abbildung 6: Verhéltnis zwischen Kanten- und
Testgraphen Knoten-Anzahl in den Testgraphen

nicht immer méglich, da es Knoten geben kann, bei denen jede Eingangskante Verbotseingang ist.
Sicherlich wird man auch bei einer realen Implementation auf das Problem der mehreren Zielkno-
ten stofen und je nach verwendeter Beschleunigungstechnik und Problemdefinition eine Losung
finden. Wir weisen hier lediglich darauf hin, dass das Problem wahrscheinlich fiir alle Anwen-
dungsfille existiert; eine allgemeine Losung fiir jeden dieser Anwendungsfille anzugeben ist nicht
moglich.

6 Empirische Analyse

Im folgenden Abschnitt werden wir die Ergebnisse der empirischen Analyse unserer Algorithmen
vorstellen. Wir beginnen mit einer kurzen Vorstellung einiger statischer Eigenschaften der Gra-
phen, auf denen unsere Algorithmen getestet wurden. Anschliefend zeigen wir die Ergebnisse der
Laufzeittests.

6.1 Testgraphen
6.1.1 Uberblick

Bei unseren Tests haben wir reale Strafengraphen einiger Lénder Europas verwendet. Die Anzahl
Knoten reicht dabei von etwa 30.000 (Luxemburg) bis zu 4.000.000 (Deutschland), so dass wir
Laufzeiten fiir Graphen sehr unterschiedlicher Gréfsen angeben kénnen. Die Kantenanzahl ist ein
vergleichsweise konstantes Vielfaches der Knotenanzahl, das Verhé&ltnis Kanten- zu Knotenanzahl
liegt zwischen 2,1 und 2,4. Abbildung [ zeigt eine Ubersicht iiber die Anzahl Knoten und Kanten.
In Abbildung [Bist das Verhéltnis zwischen Kanten- und Knotenanzahl dargestellt.

6.1.2 Relative Anzahl der Abbiegeverbote

Um einen Uberblick iiber die relative Anzahl der Abbiegeverbote zu erhalten, haben wir fiir die
Testgraphen die Anzahl Abbiegeverbote ins Verhéltnis zur Knotenanzahl gesetzt. In den meisten
Landern liegt das Verhéltnis um 5 %. Ausreifer sind Spanien und Portugal, dort betrigt das
Verhiltnis etwa 20 %. Ein entsprechendes Balkendiagramm ist in Abbildung [0 angegeben. Aus
diesem Grund untersuchen wir die Abhéngigkeit der Laufzeit von der Anzahl der Abbiegeverbote
nicht: In der Praxis hat die Grofe des Graphen einen weit stirkeren Einfluss auf die Laufzeit als
die Anzahl der Abbiegeverbote.
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Abbildung 7: Verhéltnis zwischen der Anzahl Abbildung 8: Anteil der beim Knotensplitting
Abbiegeverbote und der Knotenanzahl in den entstehenden redundanten Knoten in den Test-
Testgraphen graphen

6.1.3 Beim Knotensplitting entstehende redundante Knoten

Auch die Anzahl der beim Knotensplitting entstehenden redundanten Knoten wurde fiir die ein-
zelnen Graphen untersucht. Nur fiir Portugal sind mehr als ein Prozent der Knoten redundant,
bei allen anderen Landern liegt der Anteil redundanter Knoten zum Teil weit darunter. Die beiden
Lander mit dem hohen Anteil an Abbiegeverboten erzeugen erwartungsgeméfs auch die meisten
redundanten Knoten. Abbildung [ verdeutlicht diesen Sachverhalt.

6.2 Laufzeit

Wir haben eine Testserie mit allen Graphen, allen Algorithmen und jeweils 200 Suchldufen fiir
jeweils dieselben Start- und Zielknoten durchgefiihrt. Die Start- und Zielknoten wurden pseudo-
zufillig gewidhlt, die ermittelten Wege sind daher relativ lang. Da wir eine nicht beschleunigte
Variante des Algorithmus von DIJKSTRA verwendet haben, dauerte ein Suchlauf zum Teil meh-
rere Minuten. Das Testsystem hatte einen mit 2,5 GHz getakteten 64-Bit-Prozessor mit 16 GB
Arbeitsspeicher und 1 GB Level-1-Cache.

Zunichst betrachten wir die verwendete Prozessorzeit, wir verwenden hier den Begriff Lauf-
zeit* synonym. Die Auswertung dieser Daten fiihren wir getrennt nach Art des Verfahrens (dyna-
misch, statisch on-line oder statisch off-line) durch. Als néchstes vergleichen wir dynamische und
statische Verfahren und dort die on-line- bzw. off-line-Varianten. Abschliefend analysieren wir die
Anzahl der von den jeweiligen Algorithmen besuchten Knoten und Kanten.

Bei den Tests haben wir fiir jede Verfahrensklasse auch Daten fiir unsere Vergleichs-Imple-
mentation des Algorithmus von DIJKSTRA ohne Beriicksichtigung von Abbiegeverboten erfasst. In
den Grafiken ist der jeweilige Algorithmus mit ,E“ bezeichnet.

Obwohl uns bei den statischen Verfahren auch eine bidirektionale Variante zur Verfiigung
gestanden hétte, haben wir die einfache unidirektionale Suche verwendet, um eine bessere Ver-
gleichsmdglichkeit zwischen statischen und dynamischen Verfahren zu erhalten.

6.2.1 Dynamische Verfahren

Die verwendete Prozessorzeit der dynamischen Verfahren in Abhéngigkeit von der Anzahl Knoten
im Graphen wird in Abbildung B dargestellt. Dabei ist die Mehrfach-Knotenaufnahme mit ,Me-
KnA“ und die Knoten- und Kantenaufnahme mit ,KnKaA“ bezeichnet. Obwohl aus dieser Grafik
fiir alle drei Algorithmen kein nennenswerter superlinearer Anstieg hergeleitet werden kann, zeigt
das in Abbildung [0 dargestellte Verhéltnis zwischen Laufzeit und Knotenanzahl die Superlinea-
ritdt der Laufzeit deutlich auf.
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Abbildung 9: Verwendete Prozessorzeit bei den Abbildung 10: Verhéltnis zwischen Laufzeit und
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Abbildung 11: Vergleich der verwendeten Pro-
zessorzeit bei den dynamischen Verfahren

In Abbildung [ vergleichen wir die drei Verfahren paarweise. Die Implementation des Algo-
rithmus von DIJKSTRA ohne Abbiegeverbote, die aus der LEDA-Bibliothek entnommen wurde,
arbeitet wesentlich schneller als unsere Algorithmen. Das zeigt, dass in unserer Implementation
noch Optimierungs-Potential steckt. Interessanterweise bendtigt die Knoten- und Kantenaufnah-
me etwa anderthalbmal soviel Zeit wie die Mehrfach-Knotenaufnahme. Wir fiihren das zum einen
auf eine nicht optimale Implementation der Doméne M der Prioritdtswarteschlange zuriick: Bei
unserer Implementation passen die Elemente von M nicht in ein Maschinenwort. Zum anderen
werden, wie wir spiter sehen werden, bei der Knoten- und Kantenaufnahme mehr Knoten und
Kanten betrachtet als bei der Mehrfach-Knotenaufnahme.

6.2.2 Statische on-line-Verfahren

Abbildung [[2 zeigt die Laufzeit der statischen on-line-Verfahren als Funktion der Knotenanzahl.
Hier stellt ,KaA“ die Kantenaufnahme und ,KnS“ das Knotensplitting dar. Wie erwartet bendtigt
die Kantenaufnahme wesentlich mehr Zeit als die anderen Verfahren, der Overhead kann in Abbil-
dung [[3 abgelesen werden und liegt fiir den Vergleich zum Knotensplitting etwa zwischen 2,5 und
3. Dieser Wert konnte mit dem Verhéltnis zwischen Kanten- und Knotenanzahl zusammenhéngen,
das haben wir an dieser Stelle allerdings nicht genauer untersucht.

Andererseits liegt der Overhead vom Knotensplitting im Vergleich zum einfachen Adapter
bei vergleichsweise niedrigen 1,2. Das bestétigt unsere bei der Analyse des Knotensplittings in
Unterabschnitt EER0 aufgestellte Vermutung, dass die Laufzeit des Knotensplittings nur einen
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Abbildung 12: Verwendete Prozessorzeit bei den Abbildung 13: Vergleich der verwendeten Pro-

statischen on-line-Verfahren zessorzeit bei den statischen on-line-Verfahren
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Abbildung 14: Verwendete Prozessorzeit bei den Abbildung 15: Vergleich der verwendeten Pro-
statischen off-line-Verfahren zessorzeit bei den statischen off-line-Verfahren

Bruchteil hoher ist als die des einfachen Algorithmus ohne Abbiegeverbote. Wir haben hier sehr
faire Vergleichsbedingungen, da sowohl der einfache als auch der Knotensplitting-Adapter auf
exakt dieselbe DIJKSTRA-Implementation aufsetzen.

6.2.3 Statische off-line-Verfahren

Die Abbildungen I und zeigen dasselbe fiir den off-line-Fall. Hier ist bemerkenswert, dass
der Overhead der Kantenaufnahme auf einen Wert um 2,5 gesunken ist. Auch der Overhead des
Knotensplittings im Vergleich zum einfachen Adapter weist einen geringeren Wert auf.

6.2.4 Vergleich zwischen on-line- und off-line-Verfahren

In Abbildung M@ vergleichen wir on-line- mit off-line-Verfahren. Fiir den simplen Adapter ist
der Overhead gering — die on-line-Variante tut im Wesentlichen genau dasselbe wie die off-line-
Variante. (Fiir zwei Testfiille war die on-line-Variante sogar schneller als die off-line-Variante. Wir
kénnen nur vermuten, dass das mit der Grofe der Graphen und damit verbundenen Cache-Effekten
zusammenhingen kann.) Fiir das Knotensplitting arbeitet das on-line-Verfahren bei unserer Im-
plementation etwa um Faktor 1,2 langsamer als das off-line-Verfahren. Eine extensive Optimierung
des on-line-Knotensplittings kénnte den Overhead weiter reduzieren. Ahnlich sieht es bei der Kan-
tenaufnahme aus.
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Abbildung 16: Vergleich zwischen on-line- und Abbildung 17: Vergleich eines statischen mit ei-
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Abbildung 18: Verwendete Prozessorzeit bei der Abbildung 19: Verhéltnis zwischen Laufzeit und
Konstruktion des Arbeitsgraphen bei den off- Knotenanzahl bei der Konstruktion des Arbeits-
line-Verfahren graphen bei den off-line-Verfahren

6.2.5 Vergleich zwischen dynamischen und statischen Verfahren

Als n#chstes vergleichen wir in Abbildung [[7 unser bestes statisches mit unserem besten dynami-
schen Verfahren: Die off-line- Version des Knotensplitting gegen die Mehrfach-Knotenaufnahme. Zu
erwarten wire, dass das statische off-line-Verfahren schneller als das dynamische Verfahren arbei-
tet: Das statische Verfahren macht nur eine Suche auf einem bereits existierenden Graph, wahrend
beim dynamischen Verfahren die Abbiegeverbote betrachtet werden miissen und die Suche insge-
samt komplizierter ist. Erstaunlicherweise ist aber das statische Verfahren ca. anderthalbmal so
langsam wie das dynamische.

Wir fiihren das darauf zuriick, dass beim statischen Verfahren groferer Wert auf Allgemeinheit
gelegt wurde. So ist die Suche bei allen statischen off-line-Verfahren nur ein Spezialfall eines on-
line-Adapters. Ware speziell fiir die off-line-Verfahren eine eigene Kiirzeste-Wege-Such-Routine
implementiert worden, wiirde der Vergleich vermutlich anders aussehen. Hinzu kommt, dass das
dynamische Verfahren unter Verwendung eines Profilers nachoptimiert wurde. Aufserdem werden
auch beim Knotensplitting etwas mehr Knoten und Kanten betrachtet als bei der Mehrfach-
Knotenaufnahme, wie wir spéter sehen werden.
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Abbildung 20: Vergleich der Anzahl betrachteter Abbildung 21: Vergleich der Anzahl betrachteter
Knoten Kanten

6.2.6 Dauer der Vorverarbeitung bei statischen off-line-Verfahren

Wir schliefen die Laufzeittests mit einer Analyse der Dauer der Vorverarbeitung bei den stati-
schen off-line-Verfahren ab. Die Vorverarbeitung besteht bei diesen Verfahren aus dem Aufbau des
Arbeitsgraphen per Tiefensuche. Das Diagramm in Abbildung [[] zeigt, dass die Dauer der Vor-
verarbeitung bei der Kantenaufnahme erwartungsgemaifs eine Grofenordnung grofer als die des
Knotensplittings ist. Der Aufbau des Arbeitsgraphen dauert allerdings auch beim Knotensplit-
ting nur unwesentlich langer als die 1:1-Kopie per Tiefensuche beim Identitats-Adapter: Selbst fiir
den grofsten betrachteten Graphen wird nur knapp iiber einer Minute bendtigt, trotz der nicht
optimalen Implementation. Das diirfte ein fiir die Praxis akzeptabler Wert sein.

In Abbildung M@ wurde wieder die Laufzeit zur Knotenanzahl ins Verhéltnis gesetzt. Als Er-
gebnis kénnen wir festhalten, dass der Aufbau des Arbeitsgraphen linear in der Grofe des Aus-
gangsgraphen ist.

6.2.7 Anzahl betrachteter Knoten und Kanten

Zusétzlich zu den reinen Laufzeittests hat unsere Anwendung noch die Anzahl betrachteter Knoten
und Kanten erfasst. In den Abbildungen Bund EIlist der Overhead im Vergleich zum Algorithmus
von DIJKSTRA dargestellt. Die Mehrfach-Knotenaufnahme betrachtet insgesamt weniger Knoten
und Kanten als das Knotensplitting, was wir auf die exaktere Update-Prozedur der Prioritéits-
warteschlange zuriickfithren. Die Knoten- und Kantenaufnahme schneidet hingegen unerwartet
schlecht ab — das kénnte daran liegen, dass unsere Implementation leicht vom hergeleiteten Al-
gorithmus abweicht. Wir untersuchen hier das Verfahren Kantenaufnahme nicht genauer, da hier
der Overhead weit iiber dem der anderen drei Verfahren liegt.

7 Ergebnisse und Ausblick

Wir haben in dieser Arbeit mehrere Herangehensweisen an das Problem der Kiirzesten-Wege-Suche
mit Beriicksichtigung von Abbiegeverboten untersucht und verglichen. Trotz des etwas schlechteren
Abschneidens bei den Laufzeittests favorisieren wir die statischen Verfahren, da sie besser in be-
stehende Umgebungen und mit Beschleunigungstechniken integriert werden kénnen. Selbst wenn
im statischen Fall aus Effizienzgriinden ein off-line-Verfahren verwendet wird, kann fiir die von uns
vorgestellten Verfahren die on-line-Variante verwendet werden, um einen off-line-Adapter zu erzeu-
gen. Dadurch ist spiter gegebenenfalls ein Umstieg auf die on-line-Variante moglich, beispielsweise
falls der Graph zu hiufig gedndert wird. Fiir Anwendungen, die bisher nicht oder nur eingeschrinkt
mit Abbiegeverboten umgehen, konnen wir als Sofortlésung das Knotensplitting empfehlen, das
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mit den hier vorgestellten Methoden gut in jede Art von Kiirzeste-Wege-Anwendung eingepasst
werden kann.

Zu untersuchen wire, welchen Einfluss die Beriicksichtigung von Abbiegeverboten auf die Effi-
zienz der Beschleunigungstechniken hat. Ein bei einem statischen Verfahren entstehender Arbeits-
graph kann durchaus ganz andere Eigenschaften als der zugrunde liegende Ausgangsgraph haben,
so dass die Wirksamkeit der Beschleunigungstechniken nicht mehr unbedingt gewéhrleistet ist.

Ein anderer Aspekt, den wir hier nicht betrachtet haben, ist die Auswirkung von Anderungen
am Ausgangsgraphen oder an den Abbiegeverboten auf den Arbeitsgraphen bei einem statischen
Verfahren. Eine kleine Anderung an den Abbiegeverboten 16st mdglicherweise weit reichende An-
derungen im Arbeitsgraphen aus. Wenn ein Algorithmus iiber Anderungen im Graphen informiert
werden mdochte, beispielsweise um seine vorberechnete Information zu aktualisieren, muss ein sta-
tischer on-line-Adapter Anderungen am Ausgangsgraphen oder an den Abbiegeverboten korrekt
in Anderungen auf dem Arbeitsgraphen transformieren.

Schlussendlich miissen wir die Frage der konkreten Realisierbarkeit effizienter on-line-Transfor-
mationen fiir allgemeine Wegeverbote offen lassen.
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A Pseudocodes der beschriebenen Algorithmen

Eingabe: Gewichteter gerichteter Graph mit nichtnegativer Kostenfunktion G(V, E, ¢)
Eingabe: Startknoten v, € V
Eingabe: Zielknoten v; € V

Ausgabe: Kiirzester Pfad P von v, zu vy

Daten: Prioritdtswarteschlange Q C Ry x V
Daten: Vorgingerkantenvektor P : V — E
Daten: Kostenvektor Cs : V — R4

1 Beginn

2 fiir alle v € V tue

3 Cy[v] — o005 Py[v] < nil;

4 Ende

5 Q« {(0,v5)}; Cslvs] « 0;

10 wiederhole

11 (Cmin, Umin) — extract_min(Q);
20 wenn v,,;, = v; dann

// Ziel erreicht

21 UV — Uy
22 solange v # v, tue
23 e — Ps[v];
24 v «— source(e);
25 P —e+ P;
26 Ende
27 zurtiick P
28 Ende
30 fiir alle e,0, € 0ut (Vi) tue
31 VUneu < taTget(eneu);
32 Cneu < Cmin + C(eneu);
40 wenn Cpey < Cy[Une,] dann
41 wenn C[vne,] < 0o dann decrease key(Q, (Cnews Vnew));
42 sonst insert(Q, (Cnew, Vnew));
43 CS [Uneu] — Cneu; PS [vneu] — eneu;
44 Ende
50 Ende
51 bis (|Q| =0);
52 Fehler: Es gibt keinen Pfad von vs nach wvy;
53 Ende

Abbildung 22: Der Algorithmus von DIJKSTRA
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Eingabe: Gewichteter gerichteter Graph mit nichtnegativer Kostenfunktion G(V, E, ¢)
Eingabe: Startknotenmenge V; C V
Eingabe: Zielknotenmenge V; C V

Ausgabe: Kiirzester Pfad P von einem Knoten aus V; zu einem Knoten aus V;

Daten: Prioritdtswarteschlange @ C Ry x V
Daten: Vorgingerkantenvektor P : V — E
Daten: Kostenvektor Cs : V. — R

Beginn
fiir alle v € V tue
Cs[v] « 00; Ps[v] « nil;
Ende

fiir alle v € V; tue Q «— {(0,v)}; Cs[v] < 0;

wiederhole
(Cmin, Vmin) — extract _min(Q);

wenn v € V; dann
// Ziel erreicht
U Ut
solange v # v, tue
e — Pyv];
v« source(e);
P —e+ P;
Ende
zuriick P
Ende

fiir alle e,cy, € 0ut(vimin) tue
VUneu < target(eneu);
Cneu <~ Cmin + C(eneu);
wenn Cpeyy < Cy[Upe,] dann

wenn C[vne,] < 0o dann decrease key(Q, (Cnews Vnew));
sonst insert(Q, (Cnew, Vnew));

Cs[vneu] < Cneu; Ps[Vneu] < €neu;
Ende
Ende
bis (|Q| = 0);
Fehler: Es gibt keinen Pfad von einem Knoten aus Vi zu einem Knoten aus V;;

Ende
Abbildung 23: Der Algorithmus von DIJKSTRA zur Losung des MSTSP
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A PSEUDOCODES DER BESCHRIEBENEN ALGORITHMEN

Eingabe: Gewichteter gerichteter Graph mit nichtnegativer Kostenfunktion G(V, E, ¢)
Eingabe: Abbiegeverbote T'C E X E

Eingabe: Startknoten v, € V

Eingabe: Zielknoten v; € V

Ausgabe: Kiirzester Pfad P von vs zu vy unter Beriicksichtigung der Abbiegeverbote

Daten: Prioritiitswarteschlange Q C Ry x (V x 2F x E)
Daten: Vorgingerkantenvektor P : E — F

Daten: Kestenvektor GV —R-

Beginn

fiir alle e € E tue
Efvl———o0; Pgle] < nil;
Ende
Q — {(Oa (US7 OUt(US)anil))}Q
wiederhole
(Cmin7 ('Uminv Amina emzn)) — ethaCt_min(Q);
wenn v,,;, = v; dann
// Ziel erreicht
solange e,,;n, # nil tue
P — €min + P7
i — 1P [emin]§
Ende
zuriick P
Ende
Evesucht < Epesucht U Amin;
fiir alle e, € A,in tue
VUneu < taTget(eneu);
Cneu < Cmin + C(eneu);
Quper — Tv=vye, (@)
Q';neu — O-CSCneu ( Uneu);
Q’LTTLE” e 0C>Cneu ( Uneu);
Ao = OUt(Uneu) \ [(forbidden(eneu)) U Ebesucht U (U 3 (Q;mu))]Q
wenn Ay, # 0V v =1v; dann
Rt —{(c, (v, A\ Aneu, €)) : (¢, (v,4,¢)) € QF 1
Q — O A#DVv=w0, (Q U {(cnew, (Wneu, Aneu, €neu))} \ Qi—mu U Qtﬁ;),
Es [Uneu] enens Ps [eneu] — €min>
Ende
Ende
bis (|Q[ = 0);
Fehler: Es gibt keinen Pfad ohne Abbiegeverbote von vs nach vy;
Ende

Abbildung 24: Der Algorithmus von DIJKSTRA mit mehrfacher Knotenaufnahme



Eingabe: Gewichteter gerichteter Graph mit nichtnegativer Kostenfunktion G(V, E, ¢)
Eingabe: Abbiegeverbote T'C E X E

Eingabe: Startknoten v, € V

Eingabe: Zielknoten v; € V

Ausgabe: Kiirzester Pfad P von vs zu vy unter Beriicksichtigung der Abbiegeverbote

Daten: Doméne M =V W E

Daten: Prioritdtswarteschlange @ C Ry x M
Daten: Vorganger-Abbildung Ps : M — M
Daten: Kostenvektor Cs : M — R

1 Beginn

2 fiir alle m € M tue

3 Cs[m] «— oo; Ps[m] — (nil, nil);

4 Ende

5 Q< {(0,v5)}; Cslvs] « 0;

10 wiederhole

11 (Cmin, Mumin) — extract_min(Q);

12 Umin < k(mmm);

20 wenn v,,;, = v; dann

// Ziel erreicht

21 m <— Momin;

22 solange m # v, tue

23 P — (k(Ps[m]), k(m)) +P;

24 m — Ps[m];

25 Ende

26 zuriick P

27 Ende

28 wenn My, € V dann F « (;

20 sonst F — forbidden(mmn);

30 fiir alle e,y € 0ut(Vimin) \ F tue

31 brer——HrsetH et

32 Cneu < Cmin + C(eneu);

33 Mpeuw = h(eneu);
40 wenn Cpey < Cg[Mipe,| dann
41 wenn Cy[mye,] < co dann decrease key(Q, (Cnews Mneu));
42 sonst insert(Q, (Cnew, Mnew));
43 Cs[mneu] — Cpeus Ps [mneu] — Mmin;
44 Ende

50 Ende

51 bis (|Q] =0);

52 Fehler: Es gibt keinen Pfad ohne Abbiegeverbote von vs nach vy;
53 Ende
Abbildung 25: Der Algorithmus von DIJKSTRA mit Knoten- und Kantenaufnahme
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B Ablaufbeispiel fiir die Mehrfach-Knotenaufnahme

Wir mochten die Arbeitsweise des Algorithmus, insbesondere der Aktualisierung der Prioritéts-
warteschlange, an einem Beispiel vorstellen.

Gegeben sei der Graph G(V, E,¢) mit V = {v1, v, ...,vs} und folgender Kantenmenge E und
Kostenfunktion c:

e | source(e) | target(e) | c(e)
€1 U1 V3 2
€9 U1 V3 3
€3 U1 V2 1
€4 (%] V3 2
€5 V3 V4 2
€g V3 (Y5 2
er V3 Ve 2

Ferner seien die Abbiegeverbote T := {(e1,e5), (e2,e6), (€4, e7)} definiert. Abbildung 28l zeigt
den Graphen.

Das Beispiel spiegelt nicht gerade reale Gegebenheiten von Strafengraphen wider. Insbesondere
gilt fiir die Knoten vy, v5 und vg unsere Forderung nach outdeg(v) > 0 nicht. Die Arbeitsweise des
Algorithmus wird aber gut illustriert.

Gesucht sei der kiirzeste Weg zwischen v; und vy. Offenbar muss dieser iiber Kante e; und
Knoten v3 fiihren. Der giinstigste Weg, vs zu erreichen, ist {iber die Kante e;. Von Kante e; geht
aber ein Abbiegeverbt nach es aus, so dass nur Wege iiber es oder e4 in Frage kommen. Entspre-
chend sind [eq, e5] oder [e3, eq, e5] kiirzeste Wege unter Berticksichtigung der Abbiegeverbote. Die
minimalen Wegkosten betragen 5.

Wir geben jeweils an, welche Zeile im Pseudocode abgearbeitet wird und welchen Wert die
gelesenen und geschriebenen Werte haben. Die Spalte ,.#“ gibt eine fortlaufende Nummerierung
der Aktionen an. Die rechte Spalte enthélt Zeiger auf den Ursprung der fiir die aktuelle Zeile bend-
tigten Daten. Der Zeiger ist als gestrichelte Linie ausgefiihrt, wenn das Ursprungsdatum auferhalb
der inneren Schleife berechnet wird und somit innerhalb der inneren Schleife eine Konstante, also
,weniger aktuell”, ist. Aktionen, bei denen nichts Interessantes passiert, wurden teilweise ausgelas-
sen.

Tabelle [ zeigt den ersten Durchlauf der Hauptschleife. Nach dem ersten Durchlauf enthilt
die Prioritdtswarteschlange zwei Eintrige fiir den Knoten vs, da die Kante e; aufgrund eines
Abbiegeverbotes nur {iber den Umweg ey erreicht werden kann. Dabei wurde in Aktion die
Ausgangskantenmenge A, fiir die an zweiter Stelle betrachtete Kante ez durch den bereits in
Q@ befindlichen Eintrag beschnitten. Wenn die Kante es vor Kante e; betrachtet worden wiére,
wiirde das Einfiigen des Eintrags zu e; den bereits in @ befindlichen Eintrag zu es modifizieren,
so dass am Ende der Zustand der Priorititswarteschlange derselbe ist wie bei der von uns pra-
sentierten Reihenfolge. Die Arbeitsweise des Algorithmus ist an dieser Stelle unabhingig von der
Betrachtungs-Reihenfolge der Ausgangskanten eines Knotens.

Abbildung 26: Beispiel-Graph zur Demonstration der Mehrfach-Knotenaufnahme
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Der zweite Durchlauf der Hauptschleife wird in Tabelle Bl dargestellt. Hier ist A,¢, am Ende
leer, da der neu betrachtete Weg iiber vy fiir keine Zielkante geringere Kosten mit sich bringt.
Entsprechend wird die Prioritdtswarteschlange gar nicht aktualisiert, da vs nicht das Ziel ist.

Beim dritten Durchlauf (Tabelle B) werden die Knoten vs und vg erreicht. Da sie keine Aus-
gangskanten haben, ist A, jeweils leer. Da beide Knoten nicht das Ziel darstellen, wird die
Prioritdtswarteschlange nicht aktualisiert.

Der vierte Durchlauf, dargestellt in Tabelle B, erreicht endlich den Zielknoten vs. Obwohl er
keine Ausgangskanten hat, wird er trotzdem in @ eingefiigt. Hier wird auch zum ersten Mal P;
sinnvoll aktualisiert (Aktion [3).

Die Ermittlung des kiirzesten Pfads erfolgt im fiinften Durchlauf. Der Algorithmus findet hier
entsprechend der Vorgéngerliste P; den Pfad [es, e5], der bei letzten Aktion zuriickgegeben
wird. Der andere kiirzeste Pfad wird unter keinen Umstidnden gefunden, da Kante e immer vor
Kante e4 betrachtet wird.
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# | Zeile | Variable | Wert
1 @ P, | {e1,e2,€3,€e4,€5,e6,7 — nil} o
2 Q {(Oa (Ula{ela627e3}anil))} LY
3 U:[] Cmin 0
4 II]] Umin U1
5 11| Apin | {e1,e2,e3} \\
6 1M1 emin | Mil ,f “ §\
7 | m Q0 A PN
8 27 Epesucht | {e1,e2,e3} /,//, ) {} }}\ ' \
9 €neu | €1 /) 4"’ SRR
10 B1 Unew | U3 ,//:l //'/ﬁ i \\\\ \\
11 Cneu 2 / I//,/ V// ! \\
12| B3 Qv | 0 T T AN
13| B4 s | 0 ry ' Il\\ A
14 QL 10 ;] \ : AN
15 Aneu | {€5,€6,e7} \ [({€5} U{€q, €2, €3} UD)] [ N [V
16 Apeu | {es,e7} AN 1 II / \
17 10 TN {7 A
18 Q | cazovo—s, (QU{(2, (vs,{es, e7},e1))}\OUD) | T | \Y I ‘l
19 7] Q | o ({(2,(vs,{es,e7},€1))}) | | \ | / |
20 Q | {(2,(vs,{es,e7},€1))} RN / :
21 P, | {e1,e2,€3,e4,€5,e6,€7 — nil} /! \ \\, .8 // I
22 Eneu €2 : |l l\\ /l )\ / "
i T T ) ,'
24 Cneu 3 I ‘. ‘\ //4/ /
25 Q'Uncu {(2a (U3a {66a67}761))} ! ‘\ ) / { II
26 | B4 v | 1(2, (vs, {es, €7}, €1))} [ ) /
27 Qi 0 L INV% /
28 Anen {65, €6, 67} \ [({66} U {61, €2, 63} U {66, 67})] \ \\ \ // /
29 Aneu | {es5} I 1 /
30 e VN \ ;)
31 O [ amrvne @UIG. s G Lea) 00D L v %] [/
32 Q | o ({(2, (vs,{es; e7},€1)), (3, (vs, {es}, €2))}) \ N o| /7 /
33 Q | {(2, (v3,{es, 7}, 1)), (3, (vs, {es}, €2))} ‘\ N 2 /
34 P | {e1,ea,€3,€4,€5,€5,e7 — nil} \ \\/ .{ K
35 Encu | €3 A N W4
36 B]] Uneu V2 \ / A/aJ)
37 Cnew | 1 N S
38 Qe | D W/ (2%
39 | B v | 0 ) /
10 QL. [0 M(« K
41 L0 Anen {64} \ [((Z) U {61, €2, 63} U @)] \ /
42 Aneu {64} 41» //
13| @ =) \
44 Q | Tazpv=v, (QU{(L, (v2,{ea}, e3))} \OUD) Y )/
45 Q U({(la(U25{64}a€3))5(27(U35{66767}761))a(37(U3a{e5}a62))}) [ //
46 Q {(1,(1]2,{64},63)),(2, (1)3,{66767},61)),(3,(03,{65},62))} o |/
47 4.5 Py {61762,63764,65766767 —>’I’L’Ll} s

Tabelle 1: Erster Durchlauf der Hauptschleife bei der Mehrfach-Knotenaufnahme
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# | Zeile | Variable | Wert

49 A Ebesucht {61; €2, 63} P

50 Q {(15(7}25{64}763))7(25 (U37{66767}a€1))a(37(U3a{€5}762))}’ e, |

o1 II]] Cmin 1 f i
52 u:]] Umin (%]

53 | M@ Amin | {ea} SN
54 | Ml Emin | €3 N !
55 1mi] Q {(2a (1}3,{66767}761)),(3,(03,{65},62))} ( !
56 Eyesucht | {e1,e2,e3,e4} Ne \ ,'
57 €neu | €4 , ')\ \V/
58 | B Unew | U3 I K
59 Cnew | 3 I
60 Q’Uncu {(2a (U3a{66767}761)>a (3,(03,{65},62))} !

61 B4 Vnew {(Qa (U3a{€6767}761))a(37(U3a{€5}a62))} \

62 =0 v/

63 Anen {65,66767} \ [({67} @] {61,62,63,64} U {65,66,67})] \

64 36 Apen | 0 )

Tabelle 2: Zweiter Durchlauf der Hauptschleife bei der Mehrfach-Knotenaufnahme

# | Zeile | Variable | Wert

66 [ Q {(2a (U3a{66ae7}761))7(3a (U37{65}762))} .

67 Epesucht | {e1,e2,e3,e4} 4.\'

68 | U Conin | 2 "

69 II]] Umin U3

70 u:]] Amin {66, 67}

1] m Emin | €1 e
72 | M Q | {(3,(vs,{es},e2))} N
73 Eyesucnt | {e1,e2,e3, 4,6, €7} L NN ,'
74 €neu | €6 ,' , ‘)\ \l/I
75 321 Uneu Us .’ / 4A14
76 enen | 4 7l
77 Qu,.. | 0 VAl

78| B o |0 v\ J)

79 e | 0 N %

80 neu | O\ ... A

81 Apew | 0 N

82 €new | €7 o,

83 BT Unew | Ve J

85 | | Aneu | 0 |

Tabelle 3: Dritter Durchlauf der Hauptschleife bei der Mehrfach-Knotenaufnahme
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# | Zeile | Variable | Wert

87 | | Q@ | {(3,(vs,{es}, €2))} o
88 21 Eyesucht | {€1,e2,€3,€4,¢6,67} o]
89 3] P | {e1,ea,e3,¢€4,€5,€6,e7 — nil} N
90 | m Coin | 3 /

o1 | Umin | U3 l

92 | m Amin | Les) | [ /]
93 1] Emin | €2 \|"d
94 | M Q0 4
95 2| Epesucnt | F , A.
96 B0 €neu | €5 /1
97 | BT Vnew | V4 J)
98 | B2 Cneu | D '/
100 Bd Apew | 0 (/
101 | EI 0 \
102 Q | 0azovv=v (QU{(5, (v, 0,es))} \OUD) [
103 Q| o ({(5,(vs,0,e5))}) i)
104 | B2 Q| {(5,(vs,0,e5))} !
105 13 P | {es — ea;e1,e9,€3,¢e4,€6,e7 — nil}

S~ — ——

-
~2

Tabelle 4: Vierter Durchlauf der Hauptschleife bei der Mehrfach-Knotenaufnahme

# | Zeile | Variable | Wert
107 | 2| Q | {(5,(va,0,e5))} .
108 | E3| Ps | {e5 — ea;e1,e2,e3,€e4,€6,e7 — nil} 4.\
109 | @@ Cmin | D J J
110 [I]] Umin Vg I{’
111 (1| Amin | 0 i
112 | [@@ emin | €5 N4
113 | M Q10 N
114 P les] N
115 Cmin | €2 U )
116 P [ ez, e5) (<
117 3 €min | Ml \
118 | B3 P | [e2,e5] J
Ende

Tabelle 5: Fiinfter Durchlauf der Hauptschleife bei der Mehrfach-Knotenaufnahme
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C Grammatik des GPR-Formats in EBNF

Hier stellen wir kurz das Dateiformat vor, das wir fiir unsere Referenzimplementation verwendet
haben. In Schreibmaschinenschrift gesetzte Symbole sind Nichtterminale (Kleinbuchstaben, z.B.
goal) bzw. Terminale (Grofbuchstaben, z.B. STRING) der Grammatik. In die Grammatik einge-
bettete Terminale sind in proportionaler Fettschrift gesetzt (z.B. name:). Wir verzichten bei den
Terminalsymbolen auf eine Darstellung als reguldre Ausdriicke.

goal = name lines

name =

name = name: STRING NEWLINE

lines n=

lines = lines line

line = line_decl NEWLINE

line_decl n=

line_decl ::= EDGE_ID length : NODE_ID —> NODE_ID restriction
length n=

length = = DOUBLE

restriction n=

restriction n= # edge_id_list

edge_id_list = EDGE_ID edge_id_list2

edge_id_list2 :—

edge_id_list2 1= , edge_id_list

STRING = [Durch Génsefiifichen begrenzte Zeichenkette]
NEWLINE = [Zeilenumbruch]

EDGE_ID = [Ziffernfolge mit vorangestelltem e]

NODE_ID = [Ziffernfolge mit vorangestelltem n]

DOUBLE = [FlieRkommazahl mit . als Dezimaltrennzeichen]

Leerzeichen zwischen Nichtterminalen sind erlaubt. Kommentare im C++-Stil (//) sind eben-
falls erlaubt: Der Text hinter den zwei Schrégstrichen bis zum Zeilenende wird ignoriert. Leerzeilen
werden ebenfalls ignoriert.

Jedes Nichtterminal 1ine_decl gibt eine Kante an, die dem Graphen hinzugefiigt wird. Die zu
erzeugenden Knoten werden nicht vorab aufgelistet, sie ergeben sich aus der Definition der Kanten.
Das Nichtterminal restriction gibt eine optionale Liste der an, welche Kanten ausgehend von
der aktuell in line_decl betrachteten Kante verboten sind.

Es folgt der Beispiel-Graph aus Anhang[Blim GPR-Format, wobei das v bei Knoten wegen der
Voraussetzungen fiir das Format durch ein n ersetzt wurde.

name: "Beispiel-Graph aus Anhang B"

el = 2: nl -> n3 # eb

e2 = 3: nl -> n3 # e6 // Multikante

e3 =1: n1l -> n2

e4d = 2: n2 -> n3 # e7

eb = 2: n3 -> n4 // Der Graph ist nicht stark zusammenh&ngend
e6 = 2: n3 -> nb

e7 = 2: n3 -> nb6
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