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Kurzbeschreibung

Drahtlose Sensornetze sind relativ storungsanfillig. Deshalb kann es sinnvoll sein, In-
formationen {iber mehrere disjunkte Wege von einem Sender zu einem Empfinger zu
senden, um die Redundanz zu erh6hen. Andererseits spielen Energiebetrachtungen in
drahtlosen Sensornetzen eine wichtige Rolle, da fiir Sensoren oft keine externe Energie-
versorgung moglich ist. Die disjunkten Wege sollten deshalb mdglichst energieeffizient
sein.

In dieser Diplomarbeit werden hauptséchlich kantendisjunkte Wege betrachtet, da es
fiir knotendisjunkte Wege auf der einen Seite schon effiziente Algorithmen gibt, sie sich
aber auf der anderen Seite kaum energieeffizient finden lassen. Nach kurzen Erlduterun-
gen zur Existenz kantendisjunkter Wege wird die Komplexitit der Berechnung kanten-
disjunkter Wege minimaler Energie, des sogenannten k-EDPWMA-Problems, untersucht
und gezeigt, dass es im allgemeinsten Fall NP-vollstéindig ist. AnschlieBend werden Al-
gorithmen fiir Spezialfille, insbesondere fiir den Fall azyklischer Energiekostengraphen
beschrieben. Mit Hilfe dieses Algorithmus lésst sich eine Heuristik fiir allgemeine Gra-
phen angeben, sofern die Geometrie des Netzes bekannt ist. Einige Aspekte dieser Heu-
ristik werden experimentell untersucht. Schliellich wird das k-SPEDPWMA-Problem
eingefiihrt, bei dem es um die Berechnung energieoptimaler kantendisjunkter Wege in
Sensornetzen, in denen ein Knoten nur in einer Energie senden kann, geht. Es wird
gezeigt, dass ein Approximationsalgorithmus, der fiir £ = 3 im allgemeinen nur den
Approximationsfaktor 3 liefert, in diesem Spezialfall den Approximationsfaktor 2 liefert.
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1 Grundlagen: Netzwerkmodell und
Wege

1.1 Einleitung

Durch die fortschreitende Miniaturisierung ist es moéglich geworden, Sensoren mit Re-
chenkapazitdten und der Fahigkeit zu drahtloser Kommunikation auszustatten und sie in
grofien Stiickzahlen giinstig herzustellen. Diese Sensoren werden WINS (wireless integra-
ted network sensors) oder Sensorknoten genannt [23]. Werden viele solcher Sensorknoten
zu einem drahtlosen Netzwerk verbunden und mit der Fahigkeit zur Koordination ver-
sehen, um eine gemeinsame (verteilte) Aufgabe kooperativ bewiltigen zu kénnen, so
spricht man von einem drahtlosen Sensornetz.

Fiir drahtlose Sensornetze gibt es eine Vielzahl moglicher Anwendungsgebiete, z. B.
im Verkehr, in der produzierenden Industrie, im Gesundheitswesen oder in der Umwelt-
beobachtung. In [8] werden die folgenden Beispiele aufgefiihrt:

e Die Werkzeuge und Maschinen in einer Fabrik sind mit einem Funketikett (z. B.
RFID) versehen. Sensoren, die iiber das Gebdude verteilt sind, kénnen den Ein-
satz der Werkzeuge und Maschinen iiberwachen. Dadurch ist es mdglich, sie zu
lokalisieren, ihren Einsatz automatisch zu analyisieren usw.

e Uber einer Katastrophenregion werden aus der Luft Sensorknoten abgeworfen,
die sich zu einem Sensornetz organisieren. Bei einem grofiflichigen Waldbrand
wird es dadurch z. B. moglich, die Einsatzgruppen der Feuerwehr automatisch zu
den Stellen zu fiithren, an denen ihr Einsatz am dringendsten benotigt wird oder
automatisch Evakuierungspfade zu finden.

e Die Autos in einer Grofistadt werden mit Sensorknoten ausgestattet. Wenn sich
zwei Autos nahe genug sind, kénnen die Sensorknoten kommunizieren und Infor-
mationen austauschen. Dadurch ist es moglich, vor gefahrlichen Straflenzustinden
(z. B. Glatteis) zu warnen, oder Routen so zu planen, dass Staus vermieden werden.

Wahrscheinlich werden nicht alle der moglichen Anwendungen auch auf gesellschaftliche
Akzeptanz stoflen. Die sozialen und juristischen Aspekte des Einsatzes von Sensornetzen
sind jedoch nicht Thema dieser Arbeit und es bleiben sicherlich einige Gebiete, in denen
der Einsatz von Sensornetzen unumstritten sinnvoll ist.

Drahtlose Netze sind wesentlich stérungsanfilliger als drahtgebundene Netze. So kon-
nen Verbindungen zwischen zwei Knoten (z.B. wegen Hindernissen zwischen den Knoten)
oder auch ganze Knoten ausfallen (z. B. wegen Energiemangels). Falls Daten nur iiber
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1 Grundlagen: Netzwerkmodell und Wege

einen Weg von einem Sender zu einem Empfanger geschickt werden, fithrt schon der
Ausfall einer Kante bzw. eines Knotens auf dem Weg zu Datenverlust. Deshalb ist es
unter Umsténden sinnvoll, Daten nicht nur auf einem Weg von einem Sender zu einem
Empfénger zu schicken, sondern auf mehreren Wegen gleichzeitig, so dass beim Ausfall
eines Weges die anderen Wege noch funktionieren und die Daten sicher ankommen. Um
die Ausfallsicherheit zu gewihrleisten, sollten je zwei Wege zumindest kantendisjunkt
sein, d. h. keine Kanten gemeinsam benutzen. Noch sicherer sind knotendisjunkte Wege,
d. h. Wege, die auer Start- und Zielknoten keine Knoten gemeinsam benutzen. In dieser
Arbeit werden sowohl knoten- als auch kantendisjunkte Wege betrachtet, wobei der
Schwerpunkt jedoch auf kantendisjunkten Wegen liegt.

In vielen der oben angegebenen Anwendungsgebiete fiir Sensornetze ist es nicht mog-
lich, die Sensoren mit externer Energie zu versorgen. Die Sensorknoten miissen also kleine
Batterien fiir ihre Energieversorgung benutzen. Um die Lebensdauer eines Sensornetzes
zu verldngern, ist es daher wichtig, auf einen sparsamen Energieverbrauch der Knoten
zu achten. Es hat sich herausgestellt, dass ein Knoten einen Grofiteil seiner Energie zur
Kommunikation aufwendet. Deshalb ist es sinnvoll, insbesondere bei der Kommunikation
einen sparsamen Energieverbrauch anzustreben.

In der Literatur gibt es viele Arbeiten, die Probleme, die bei der Kommunikation in
Sensor- und Ad-hoc-Netzen auftreten, unter Energiegesichtspunkten betrachten. Dazu
gehoren insbesondere die Behandlung des Broadcast-Problems in [31], [3] und [18]. In
[25] werden energieeffiziente Routingverfahren vorgeschlagen.

Das Problem, kantendisjunkte Wege minimaler Energie in Sensornetzen zu berech-
nen, wurde zum ersten Mal in [26] untersucht. In dieser Arbeit wurden die STPS-
und OCND-Algorithmen zur Berechnung von knotendisjunken Wegen minimaler Ener-
gie bzw. von zwei kantendisjunkten Wegen minimaler Energie angegeben. Diese werden
in Abschnitt 2.3.1 bzw. in Abschnitt 3.5.1 kurz vorgestellt.

Ein zum Problem disjunkter Wege verwandtes Problem ist das Zusammenhangspro-
blem, bei dem ein zusammenhéngender Subgraph mit minimaler Energie gefunden wer-
den soll, der alle Knoten enthélt. In diesem Subgraphen gibt es also fiir jedes Knotenpaar
einen Verbindungsweg. Die NP-Vollstindigkeit dieses Problems wurde in [4] gezeigt.
Eine Verallgemeinerung ist das k-fache Zusammenhangsproblem, bei dem ein Subgraph
gefunden werden soll, der alle Knoten enthélt, minimale Energie hat und in dem es zu
je zwei Knoten k kantendisjunkte Wege gibt. Dies wiederum kann als Instanz des Mini-
mum Energy Topologiekontrollproblems betrachtet werden, das in [19] betrachtet wird.
Hier geht es darum, Subgraphen zu finden, die gewisse Topologieeigenschaften haben
und minimale Energie benotigen.

1.2 Modellierung von Sensornetzen

In diesem Abschnitt werden zwei Modelle fiir Sensornetze vorgestellt: Das Modell in
Abschnitt 1.2.1 ist ein sehr allgemeines Modell, in dem gerichtete Antennen, Hindernisse
zwischen Knoten, usw. modelliert werden kénnen. Dieses Modell wird den theoretischen
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1.2 Modellierung von Sensornetzen

Teilen dieser Arbeit zugrundegelegt.

Das Modell in Abschnitt 1.2.2 kann als Spezialfall des allgemeinen Modells betrachtet
werden. Man geht hier davon aus, dass alle Sensorknoten omnidirektionale Antennen
haben und die Signalstdrke mit der Entfernung vom Sender gleichméfiig abnimmt. Es
wird in dieser Arbeit hauptséachlich fiir die Simulationen in Kapitel 5 verwendet.

1.2.1 Allgemeines Modell fiir Sensornetze

Ein sehr allgemeineres Modell fiir drahtlose Netze wird in [19] beschrieben. Ein Netz
besteht dabei aus n Knoten, die sowohl senden als auch empfangen kénnen. Die maxi-
male Sendeenergie eines Knotens v sei e, (v) und er kann mit jeder Energie aus dem
Intervall [0, emax(v)] senden. Fiir jedes geordnete Paar (u,v) von Knoten gibt es einen
Schwellwert p(u,v), wobei v ein Signal von u nur empfangen kann, wenn u mindestens
mit einer Energie von p(u,v) sendet. Dieser Schwellwert kann von verschiedenen Fak-
toren abhédngen, unter anderem von der Entfernung der Knoten voneinander, von der
Richtung der Antennen an Sender und Empfanger, von méglichen Hindernissen zwischen
ihnen usw.

Die Topologie eines Netzes héngt wesentlich von den Sendeenergien der Knoten ab.
Deshalb ist es sinnvoll, den sogenannten Energiekostengraphen zu definieren, der die
Topologie eines Netzes in Abhéngigkeit von den Sendeenergien der Knoten widerspiegelt:

Definition 1. Gegeben sei ein drahtloses Netzwerk mit n Knoten V' = {vy,...,v,},
maximalen Sendeenergien €., : V — RT und Schwellwertfunktion p : V x V — R*.
Der Energiekostengraph ist der gerichtete gewichtete Graph D = (V, A) mit A = {(u,v) |
p(u, ) < emax (1)} und Gewichtsfunktion w : A — R, w(u,v) = p(u,v) fir alle (u,v) €
A.

Laut der obigen Definition kann es im Energiekostengraphen keine Mehrfachkanten
zwischen zwei Knoten geben.

Bemerkung. In der Literatur, z. B. in [3] und [18], wird auch ein Sensornetzmodell
verwendet, in dem es fiir jeden Knoten nur endlich viele Energiestufen gibt, mit denen er
senden kann. Dies sieht auf den ersten Blick weniger méchtig aus als das hier verwendete
Modell. Doch auch wenn ein Knoten in dem hier verwendeten Modell laut Definition mit
jeder Energie in dem Intervall [0, Epnax] senden kann, wird er doch nur mit der Energie
senden, mit der er den am weitesten entfernten Nachbarn, den er erreichen will, gerade
noch erreicht. Da es nur endlich viele Nachbarn gibt, sendet ein Knoten also auch hier
nur mit endlich vielen verschiedenen Energiestufen.

Den Zusammenhang zwischen Sendeenergien an den Knoten und der Topologie des
Netzes stellt die folgende Definition her:

Definition 2. Gegeben gewichteter gerichteter Graph D = (V, A;w), s,t € V und eine
Funktion e : V'\ {t} — R mit e(v) € [0, Epaz(v)] fiir alle v € V' \ {t}.

Den Graphen D, = (V, A.) mit A, = {(i,j) € A e(i) > w((4,7))} nennen wir den von
e induzierten Subgraphen.
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1 Grundlagen: Netzwerkmodell und Wege

1.2.2 Modell fiir Sensorknoten mit omnidirektionalen Antennen

Ein Spezialfall des allgemeinen Modells ist das folgende Modell fiir Netze, deren Knoten
omnidirektionale Antennen besitzen, und das in den Artikeln [31] und [26] verwendet
wird. Ein Sensornetz besteht dabei aus n Knoten v, . . ., v, mit omnidirektionalen Anten-
nen, die in der euklidischen Ebene verteilt sind. Als AbstandsmaBi d : V x V — R wird
die euklidische Metrik verwendet, also d(u,v) = \/(z, — )% + (Yu — Yu)?, Wobei z,, z,
bzw. Y., y, die x- bzw. y-Koordinaten der Knoten u und v bezeichnen. Die Signalstéirke
nimmt mit 7~ ab, wobei r die Entfernung vom Sender bezeichne und a € [2,4] eine
Verlustkonstante. Es gibt nun eine Verbindung von einem Knoten u zu einem Knoten
v, wenn die Signalstdrke am Empfinger v iiber einem Schwellwert 6 liegt, wenn also
E(u)d(u,v)~™ > 6, wobei £(u) die Sendeenergie des Knotens u bezeichnet. 6 wird dabei
so gewahlt, dass eine gewiinschte Bitfehlerrate erreicht wird. Bei geeigneter Normierung
des Abstands kann 6 = 1 gewihlt werden und es existiert eine Verbindung zwischen « und
v, falls E(u)d(u,v)®. Es gilt also p(u,v) = d(u,v)* und der Energickostengraph ist der
gewichtete gerichtete Graph D = (V,; A) mit A = {(u,v) € V X V | d(u,v)* < epax(u)}
und Gewichtsfunktion w : A — R* w(u,v) = d(u,v)*. Ein Beispiel fiir einen Energie-
kostengraphen in diesem Modell ist in Abbildung 1.1 dargestellt.

06(7, 3)

U1 (07 0

’03(2, —2) U5(57 _2)

Abbildung 1.1: Energiekostengraph fiir ein drahtloses Netzwerk mit 8 Knoten mit omnidirek-
tionalen Antennen in der euklidischen Ebene mit o = 2 und epax = 25.

Alternativ zur Angabe der maximalen Sendeenergie fiir jeden Knoten kann in diesem
Modell auch die Angabe des maximalen Senderadius rp,.x(v) erfolgen und es gilt

Emax (V) = Tmax (V).

Da der Radius anschaulicher ist als die Energie, wird bei den Versuchen in Kapitel 5 die
Angabe des maximalen Senderadius der Angabe der maximalen Sendeenergie vorgezo-
gen.
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1.3 Der Wireless Multicast Advantage (WMA)

Wihrend Metriken in der Ebene per definitionem die Dreiecksungleichung erfiillen, gilt
dies fiir die Gewichte im Energiekostengraphen fiir &« > 1 nicht mehr. Ein einfaches
Beispiel dafiir zeigt Abbildung 1.2.

4
u(0,0) .141% w(2,0)

Abbildung 1.2: In Energiekostengraphen gilt die Dreiecksungleichung im allgemeinen nicht.
Hier ein Beispiel mit drei Knoten und o = 2. Es gilt 4 = w(u, w) > w(u,v) +
w(v,w) = 2, die Dreiecksungleichung ist also verletzt.

1.3 Der Wireless Multicast Advantage (WMA)

Wenn in einem drahtlosen Netz ein Knoten u mit einer Energie £(u) sendet, so kann
das Signal von allen Knoten v mit p(u,v) < £(u) empfangen werden. Diese Eigenschaft
kann bei Multicast- und Broadcast-Problemen ausgenutzt werden, um Energie zu sparen
und wird deshalb Wireless Multicast Advantage (WMA) genannt. In Abbildung 1.3 ist
das graphisch dargestellt. Soll ein Knoten i eine Nachricht an zwei Knoten j und &
senden, so muss er in drahtgebundenen Netzen entweder zuerst an den einen Knoten
und dann an den anderen senden, oder ein Knoten leitet die Nachricht an den anderen
weiter. In drahtlosen Netzen gibt es jedoch zusétzlich die Moglichkeit, dass ¢ an den
weiter entfernten Knoten, also an den Knoten j mit dem hoheren Wert p(i, 7) sendet
und der andere Knoten, hier k£ dabei ebenfalls erreicht wird. Insgesamt fiithrt dies zu
einer Energieeinsparung, falls p(i, j) < p(i, k) + p(k, 7).

k k A

(a) Separates Senden (b) Senden von ¢ an k (¢) Senden mit WMA
an j und k und von k an j

Abbildung 1.3: Ein Beispiel fiir den Wireless Multicast Advantage. Der Knoten 7 soll eine Nach-
richt an die Knoten j und k senden. In drahtgebundenen Netzen gibt es zwei
Moglichkeiten: Er sendet die Nachricht einmal an j und einmal an & (a) oder
er sendet an k und dieser sendet an j (b). In drahtlosen Netzen hingegen kann
er an den weiter entfernten Knoten senden und erreicht alle ndheren Knoten
mit (c). [26]
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1 Grundlagen: Netzwerkmodell und Wege

1.4 Wege

1.4.1 Definitionen und Notationen
Die folgenden Definitionen und Notationen sind an die Notation in [5] angelehnt.

Definition 3. Sei D = (V, A) ein gewichteter gerichteter Graph mit Gewichtsfunktion
w:A—Runds,teV.

Ein Weg W von s nach ¢ (bzw. s-t-Pfad) ist eine Folge W =< s = vg,vq,...,09, =t >
von Knoten mit (v;,v;41) € A firallei=1,...,1— 1.

Die Kanten von W werden mit F (W) bezeichnet: E(W) = {(v;,vi31) |1 =0,...1 -1}
und die Knoten mit V(W): V(W) = {vo, ..., v }.

Das Symbol & bezeichne die Konkatenation von Wegen, d. h. fiir zwei Wege W) =<
Upy .oty >und Wo =< vy, ..o v > (r,s € N)ist Wy @ Wo =< ug, ..o, Uy, Uy, .00, Ug >
Sei P ={Py,..., P} eine Menge von k Wegen von s nach t. Dann bezeichne E(P) die
Menge aller Kanten der Wege in P: E(P) = E(P,)U...U E(Fy). und V(P) analog die
Menge aller Knoten auf Wegen in P: V(P) = V(P)U... UV (F)

Das Thema dieser Arbeit sind disjunkte Wege. Grundsétzlich werden knoten- und
kantendisjunkte Wege unterschieden:

Definition 4. Unter den Voraussetzungen wie in Definition 3 seien k& Wege Py, ..., Py
von s nach t gegeben.

Die Wege P, ..., P, heiBen knotendisjunkt, falls fir alle i,7 € {1,...k}, i # j gilt:
V(P)NV(B) = {s, 1}

Die Wege P, ..., P, heiBen kantendisjunkt, falls fir alle i,7 € {1,...k}, i # j gilt:
E(P) N E(P;) = 0.

Es ist klar, dass aus der Knotendisjunktheit von P auch die Kantendisjunktheit folgt,
denn wenn zwei Wege eine Kante (u, v) verwenden, so besuchen beide ihre Endknoten u
und v, was im Widerspruch zur Knotendisjunktheit steht, aufler wenn v = s und v = t.
Dann sind die Wege jedoch identisch. Die Umkehrung gilt nicht, wie an dem einfachen
Beispiel in Abbildung 1.4 deutlich wird.

Ui U1

Uo V2

Abbildung 1.4: P, =< s,uy,w,vi,t > und Py, =< s,u9,w,ve,t > sind kantendisjunkt aber
nicht knotendisjunkt, da sie beide w besuchen.
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1.4 Wege

1.4.2 Metriken fiir Wege

In dieser Arbeit geht es um disjunkte kiirzeste Wege. Deshalb ist es erforderlich, eine
Metrik einzufiihren, beziiglich derer ein Weg bzw. eine Menge von Wegen, kurz genannt
werden kann. Es ist moglich, verschiedene Metriken fiir die Kosten einer Menge von
Wegen einzufithren. In herkémmlichen drahtgebundenen Netzen, wird oft die Summe
der Kantengewichte verwendet, die sogenannte Gewichtsmetrik. Eine andere, oft ver-
wendete Metrik, ist die sogenannte Hop-Metrik, die die Anzahl der verwendeten Kan-
ten, ohne Beriicksichtigung von deren Gewichtung, angibt. In drahtlosen Netzen mé6chte
man jedoch eine Metrik verwenden, die den WMA beriicksichtigt. Deshalb wird hier die
Energiemetrik verwendet.

Definition 5. Sei D = (V, A;w) ein gewichteter gerichteter Graph mit Gewichten w :
A—Rf und P={P,,...,P,} eine Menge von k Wegen von s nach ¢ (s,t € V).
Das Gewicht W (P) der Wege P ist definiert als

e€E(P)

Die Energie £(P) der Wege P ist definiert als

E(P) UG;P) (vvggﬁp) w(v, u)

Die Gewichtsmetrik ist eine kantenbasierte Metrik, da das Hinzufiigen einer Kante
zu einer Wegemenge immer die gleichen Kosten verursacht, unabhéngig davon, ob die
Endknoten schon in der Pfadmenge enthalten sind. Die Energiemetrik kann dagegen als
knotenbasierte Metrik betrachtet werden, da die Kosten, die das Hinzufiigen einer Kante
verursacht, sowohl vom Ausgangsknoten als auch von den bereits in P vorhandenen
Kanten abhéngt. Die Kosten steigen nur, wenn das Gewicht der Kante grofler ist als das
Gewicht sémtlicher anderer Kanten, die von dem Knoten ausgehen und schon in P sind.

Im folgenden wird die Metrik, beziiglich derer die Linge eines Weges oder einer Weg-
menge gemessen wird, in der Regel explizit angegeben. Ist nur von “kiirzesten Wegen”
oder von “ldngsten Wegen” die Rede, so ist als Lange die Anzahl der Kanten gemeint
(z. B. in Abschnitt 3.5.3).

In einigen Beweisen in dieser Arbeit wird sich der folgende einfache Zusammenhang
als niitzlich erweisen.

Satz 1. Unter den Voraussetzungen von Definition 5 gilt E(P) < W(P). Gleichheit gilt
genau dann, wenn k = 1.

Beweis. Da die Summation iiber alle Kanten durch Summation iiber alle Knoten und
anschlieBende Summation iiber alle ausgehenden Kanten ersetzt werden kann, gilt:

WP = 3 wle= 3 > www < Y max w(o,uw)=E(P) (L)
ecE(P) veV (P) (v,u)eE(P) veV(P) "’
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1 Grundlagen: Netzwerkmodell und Wege

Falls £ = 1 gibt es fiir jeden Knoten v, der auf P liegt, genau eine ausgehende Kante in
E(P), also 3, yepp) W(V; u) = max(u)erp) w(v, u). Alle anderen Knoten gehen nicht
in die Summation ein. Daraus folgt die Gleichheit in 1.1.

Falls k£ > 1 hat s genau k ausgehende Kanten zu Knoten uy, ..., ux. O.B.d.A. sei (s, u)
die Kante mit dem hochsten Gewicht. Da im Energiekostengraphen alle Kantengewichte
positiv sind, also insbesondere w(s,uy) > 0, gilt

Z w(s,u) > w(s,ur) +w(s,uz) > w(s,u;) = max w(s,u).
(s,u)EE(P)
(s;u)€E(P)

und damit Ungleichheit in 1.1. [
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2 Knotendisjunkte Wege

2.1 Einleitung

Knotendisjunkte Wege erhohen die Ausfallsicherheit stérker als kantendisjunkte Wege,
da sie sowohl bei einem Ausfall von Knoten als auch bei einem Ausfall von Kanten,
d. h. Verbindungen zwischen Knoten, funktionsfiahig bleiben. Da andererseits bei kno-
tendisjunkten Wegen der einzige Knoten, der mehr als einen seiner Nachbarn erreichen
muss, die Quelle s ist, kann der WMA nur an der Quelle s ausgenutzt werden. Unter
Energiegesichtspunkten sind knotendisjunkte Wege also nicht optimal.

2.2 Knotendisjunkte Wege minimalen Gewichts

Auch wenn das Thema dieser Arbeit disjunkte Wege in drahtlosen Netzen sind, lohnt
es sich doch, kurz den drahtgebundenen Fall zu betrachten, da Algorithmen zur Berech-
nung von knotendisjunkten Wegen minimalen Gewichts Bestandteil des im né#chsten
Abschnitts vorgestellten Algorithmus zur Berechnung knotendisjunkter Wege minimaler
Energie sind.

Suurballe hat in [27] einen Algorithmus vorgestellt, der & knoten- oder kantendisjunkte
Wege minimalen Gewichts in einem Netzwerk berechnet. Er hat sowohl im knoten- als
auch im kantendisjunkten Fall eine Komplexitit in O(kn?), wobei n die Anzahl der
Knoten des Netzwerks ist.

Andererseits ist es in einem gerichteten Graphen schon fiir 2 Paare (sq,t1), (52, t2) mit
s1 # s9 von Start- und Zielknoten NP-vollstéindig, zu entscheiden, ob es knotendisjunkte
Wege von s; nach ¢; und von s, nach ty gibt [10].

2.3 Knotendisjunkte Wege minimaler Energie

Srinivas und Modiano geben in [26] den sog. STPS-Algorithmus (Source Transmit Power
Selection) an, der k knotendisjunkte Wege minimalen Gewichts in O(kn?) berechnet. Der
Algorithmus nutzt aus, dass der einzige Knoten, an dem der WMA ausgenutzt werden
kann, die Quelle s ist.

2.3.1 Der STPS-Algorithmus

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph, w : E — R eine Gewichtsfunktion und s bzw. ¢
Start- bzw. Zielknoten. eq, ..., e; seien die Kanten, die den Startknoten verlassen, wobei
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2 Knotendisjunkte Wege
w(er) <wl(er) < ... < w(e).
Die folgenden Schritte werden fiir ¢« = k, k + 1,...,[ wiederholt:

e Berechne den Graphen Gj, der aus G entsteht, indem e;,4,...,¢e; aus G entfernt
werden und w(e;) = ... = w(e;) = 0 gesetzt werden.

e Berechne in G; k knotendisjunkte Wege minimalen Gewichts (z. B. mit dem
Algorithmus von Suurballe). Diese Wege nennen wir P, q,..., P . Setze W; =

Bestimme das ¢ € {1, ...,(}, fir das W; minimal. Die dazugehorigen k Wege P, 1, ..., Py
sind die knotendisjunkten Wege minimaler Energie.
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3 Kantendisjunkte Wege

3.1 Einleitung

Kantendisjunkte Wege sind weniger sicher als knotendisjunkte Wege, da schon der Aus-
fall eines Knotens zu einem Ausfall aller Wege fiithren kann, falls alle Wege iiber diesen
einen Knoten laufen. Andererseits ist der Ausfall eines Knotens in einem Sensornetz in
der Regel wesentlich weniger wahrscheinlich als der Ausfall einer Verbindung zwischen
zwei Knoten, d. h. einer Kante.

Es ist klar, dass sich mit dem WMA nur Energie an Knoten einsparen lésst, die von
mehreren Wegen gemeinsam benutzt werden. Bei knotendisjunkten Wegen sind Energie-
einsparungen also auf die Quelle beschrénkt. Bei kantendisjunkten Wegen kann dagegen
auch an weiteren Knoten Energie eingespart werden. Es muss also die Sicherheit ge-
geniiber dem Ausfall von Knoten gegen die Energieeffizienz abgewogen werden.

In diesem Kapitel wird zuerst in Abschnitt 3.2 die Existenz kantendisjunkter Wege
untersucht, bevor in Abschnitt 3.3 die Eigenschaften bekannter Algorithmen zur Be-
rechnung von kantendisjunkten Wegen minimalen Gewichts beschrieben werden. Dies
ist notwendig, da einige Algorithmen in spateren Abschnitten diese Algorithmen ver-
wenden. In Abschnitt 3.4 wird das Problem, k kantendisjunkte Wege minimaler Energie
in einem gewichteten gerichteten Graphen zu bestimmen, formal eingefiihrt und seine
Komplexitdt untersucht. In Abschnitt 3.5 werden polynomielle Algorithmen fiir einige
Spezialfille angegeben, darunter der Fall & = 2, der schon in [26] untersucht wurde,
und der Fall azyklischer Graphen. AnschlieBend wird in Abschnitt 3.5.5 der wichtigste
Approximationsalgorithmus aus [26] vorgestellt, und ein Beispiel angegeben, das zeigt,
dass der dort angegebene Approximatiosfaktor scharf ist. Zum Abschluss wird in Ab-
schnitt 3.6 eine Formulierung als ganzzahliges lineares Programm hergeleitet und die
Korrektheit bewiesen. Danach wird gezeigt, dass man nicht erwarten kann, damit neue
Approximationsalgorithmen herleiten zu kénnen.

3.2 Existenz kantendisjunkter Wege

Satz 2. Sei D = (V, A) ein gerichteter Graph, s,t € V zwei Knoten und k € N.
Es existieren genau dann k kantendisjunkte Wege von s nach t wenn es im Netzwerk
N(V, A, s, t,1) mit Quelle s, Senke t und Kapazitit 1 fir alle Kanten einen s-t-Fluss
mit Wert k gibt.

Beweis. Seien P = {P,..., P} k kantendisjunkte Wege von s nach t. Definiere eine
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3 Kantendisjunkte Wege

Abbildung f : A — R durch

fla) = {1 falls a € E(P)

0 sonst

Behauptung: f ist ein Fluss mit Wert k

Die Kapazitatsbedingung ist erfiillt, da 0 < f(a) < 1 fiir alle a € A. Die Flusserhaltung
folgt aus der Kantendisjunktheit der Wege in P: Fiir alle Knoten v € V'\ {s,t} ist die
Anzahl der Wegkanten, die in v hineingehen gleich der Anzahl der Wegkanten, die aus
v herauskommen. Aus s kommen k& mehr Kanten heraus, als hineingehen und in ¢ gehen
k mehr Kanten hinein als heraus. Also gilt fiir einen Knoten v € V'

vau quv 21—21

(v,u)eA (u,v)€A (v,u)eE(P) (u,v)€E(P)
=[{(v,u) € E(P)} | = [{(u,v) € E(P)} |
k falls v = s
=4 —k fallsv=t

0 sonst

und es folgt die Flusserhaltung fiir f und der Wert k.

Ist umgekehrt ein Fluss f’ im Netzwerk N gegeben, so gibt es auch einen ganzzahligen
Fluss f, mit Wert k, da alle Kapazitiaten ganzzahlig sind. Dieser kann mit der Methode
von Ford und Fulkerson berechnet werden.

Aus dem Fluss fj konnen nun sukzessive k Wege berechnet werden:

e Berechne den Graphen Dy = (V, A') mit A’ ={a € A| fi(a) =1}

e Finde einen s-t-Weg P, in Dj. Aufgrund der Flusseigenschaft von f; muss dieser
existieren.

e Setze

a)—1 fallsae P
fr—1(a) = fila) ’
fr(a) sonst
o fi_ ist ein s-t-Fluss mit Wert k£ — 1
e Berechne D;_; und wiederhole die obigen Schritte usw.

Indem das obige Verfahren & mal angewandt wird, konnen & Wege konstruiert werden.
Die so konstruierten Wege sind kantendisjunkt, denn gébe es eine Kante a € P, N P; fiir
i # j, so wire f(a) > 2. Dies widerspricht jedoch der Kapazitiatsbedingung. ]

Satz 3. In einem gerichteten Graphen D = (V| A) gibt es genau dann k kantendisjunkte
Wege von s nach t, wenn fir die Kapazitit jedes s-t-Schnittes (S, V'\ S) ¢(S,V\S) > k
qgilt.
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3.2 Existenz kantendisjunkter Wege

Beweis. Die Aussage folgt mit dem Max-Flow-Min-Cut-Theorem aus Satz 2. m

Offensichtlich léasst sich die maximale Anzahl kantendisjunkter Wege mit Hilfe eines
Algorithmus zur Berechung maximaler Fliisse effizient berechnen. Die Anzahl kanten-
disjunkter Wege ist natiirlich auch durch den Ausgangsgrad von s und den Eingangs-
grad von t beschrinkt. Da es im Energiekostengraphen keine Mehrfachkanten gibt, ist
dout(s) <| V| =1 und d;,(t) <] V' | —1. Die Anzahl kantendisjunkter Wege von s nach ¢
ist also auf jeden Fall durch | V' | —1 beschrénkt.

In [6] wird der folgende Greedy-Algorithmus zum Berechnen kantendisjunkter Wege
vorgeschlagen: Es wird der kiirzeste Weg vom Sender zum Empfénger bestimmt und
die zu diesem Weg gehorenden Kanten aus dem Graphen entfernt. Nun wird wieder der
kiirzeste Weg gesucht usw. Dies wird solange wiederholt, bis die getinschte Anzahl von
Wegen gefunden wurde oder es keinen Weg vom Sender zum Empfanger mehr gibt.

In Abbildung 3.1 ist ein Beispiel abgebildet, das zeigt, dass dieser Algorithmus nicht
korrekt ist.

Abbildung 3.1: In diesem Graphen haben alle Kanten das gleiche Gewicht. Der Greedy-
Algorithmus bestimmt im ersten Schritt den kiirzesten Weg von s nach ¢. Dies
ist der rot eingezeichnete Weg. Im zweiten Schritt findet er dann keinen Weg
mehr von s nach t. Die maximale Anzahl kantendisjunkter Wege im Beispiel
ist aber offensichtlich zwei.

3.2.1 Inklusionsminimale kantendisjunkte Wege

Im Allgemeinen sind k kantendsjunkte Wege minimaler Energie nicht eindeutig. Wie in
Abbildung 3.2 zu sehen, ist es sogar moglich, dass es zwei optimale Losungen P und
P’ gibt, bei denen die Kanten der einen Losung eine Teilmenge der Kanten der anderen
Losung bilden, also E(P) C E(F’).

Definition 6. Eine Menge P von k kantendisjunkten Wegen ist inklusionsminimal, falls
fiir alle Mengen P’ von k kantendisjunkten Wegen mit £(P’) = £(P) und E(P') C E(P)
folgt E(P") = E(P).

Auch wenn in Abbildung 3.2 beide Losungen vom Standpunkt der Energie aus betrach-
tet optimal sind, gibt es doch Griinde, eine inklusionsminimale Losung zu bevorzugen:

e In Anwendungen stellt jede zusétzliche Kante ein zusétzliches Ausfallrisiko dar, so
dass das Ausfallrisiko einer Wegemenge in der inklusionsminimalen Losung mini-
miert wird.
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3 Kantendisjunkte Wege

V1 U1

V2 V2

Abbildung 3.2: Falls in diesem Beispiel alle Kanten dasselbe Gewicht haben, bilden sowohl die
Kanten im linken als auch die Kanten im rechten Bild 2 kantendisjunkte Wege
minimaler Energie. Die Wege im rechten Bild sind inklusionsminimal.

e Beweise werden vereinfacht, in dieser Arbeit z. B. die Beweise in Kapitel 4

Wie kann zu einem gewichteten gerichteten Graph D = (V, A) mit Gewichtsfunktion
w: A — RT und einer Menge P von k kantendisjunkten Wegen eine inklusionsminimale
Wegemenge P* mit £(P*) < £(P) gefunden werden?

Dieses Problem kann mittels Flussmethoden algorithmisch effizient gelost werden.

Definition 7. Die k Wege P = {P,,..., P,} induzieren Sendeenergien e(v) Knoten:
e(v) = max,ep w((v,u)). Den von dieser Knotenbelegung induzierten Subgraphen
Dp = (Vp, Ap) nennen wir den von den Wegen P induzierten Subgraphen.

Bemerkung. Es gilt P C Dp und }_, cy,\ 4y €(0) = E(P).

Satz 4. Sei D = (V, A) ein gewichteter gerichteter Graph mit Gewichtsfunktion w : A —
R*. P sei eine Menge von k kantendisjunkten Wegen von einem Startknoten s € V' zu
einem Zielknotent € V.

Dp = (Vp,Ap) bezeichne den von den Wegen P induzierten Subgraphen von D und
N = (Dp,s,t,l,u,c, k) ein Minimalkostenflussproblem mit unteren Kantenkapazititen
[ =0, oberen Kantenkapazititen u =1 und Kostenfunktion ¢ =1 und Wert k.

Dann existiert in N ein Fluss f mit Wert k und minimalen Kosten. Auflerdem gibt es
eine Menge P* von k kantendisjunkten Wegen mit E(P*) = {a € Ap | f(a) > 0} und
P* ist inklusionsminimal.

Beweis. Zuerst zeigen wir die Existenz des Flusses f mit Wert k. Definiere

o) = {1 falls e € E(P)

)0 sonst

f ist ein s-t-Fluss mit Wert k. Dann existiert auch ein s-t-Fluss f mit Wert k£ und
minimalen Kosten. Dieser ist (nach bekannten Sétzen aus der Flusstheorie) ganzzahlig
und kann mit den iiblichen Methoden zum Loésen von Minimalkostenflussproblemen al-
gorithmisch effizient berechnet werden (siehe z. B. [16]).

Aus dem ganzzahligen Fluss f mit Wert k kann analog zu der Konstruktion im Beweis
von Satz 2 eine Menge P* von k kantendisjunkten Wegen konstruiert werden, wobei
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3.3 Kantendisjunkte Wege minimalen Gewichts

E(P*) ={a€ Ap | f(a) > 0} gilt.
Es bleibt noch die Inklusionsminimalitdt von P* zu zeigen. Dazu nehmen wir an, dass
es k kantendisjunkte Wege P mit F(P) C E(P*) gibt. Der Fluss

- 1 fallse € E(P)
0 sonst

ist ein s-t-Fluss mit Wert k& und cost(f) =| E(P) |<| E(P*) |= cost(f). Dies steht im
Widerspruch dazu, dass f ein Fluss mit minimalen Kosten ist. Die Wege P* sind also
inklusionsminimal. O]

3.3 Kantendisjunkte Wege minimalen Gewichts

Wie wir in Abschnitt 3.5.5 sehen werden, beruht einer der Approximationsalgorithmen
fiir das Problem, kantendisjunkte Wege minimaler Energie zu finden, auf einer exakten
Losung des Problems, kantendisjunkte Wege minimalen Gewichts zu finden. Auflerdem
wird in der exakten Losung fiir den Fall £ = 2 in Abschnitt 3.5.1 ein Algorithmus zur
Berechnung von Paaren kantendisjunkter Wege minimalen Gewichts von einer Quelle s
zu allen anderen Knoten des Graphen benétigt. Die Eigenschaften dieser beiden Algo-
rithmen sollen hier kurz vorgestellt werden.

Zur Berechnung von kantendisjunkten Wegen minimalen Gewichts kann der Algorith-
mus von Suurballe, der auch zur Berechnung knotendisjunkter Wege verwendet wird,
mit leichten Modifikationen benutzt werden. Er hat eine Laufzeit in O(kn?) [27].

Sollen Paare kantendisjunkter Wege minimalen Gewichts von einer Quelle s zu al-
len anderen Knoten berechnet werden, so ist dies mit einem Algorithmus von Suurballe
und Tarjan in Zeit O(mlog; ., /, 7) und mit einem Speicherbedarf in O(m) moglich [28].

3.4 Kantendisjunkte Wege minimaler Energie:
k-EDPWMA

Das Problem, k kantendisjunkte Wege minimaler Energie zu berechnen, wird mit k-
EDPWMA bezeichnet. Es kann als Entscheidungs- oder Optimierungsproblem formuliert
werden. Die folgende Definition formuliert .--EDPWMA als Entscheidungsproblem.

Definition 8. (k-EDPWMA) Gegeben gewichteter gerichteter Graph D = (V, A) mit
Gewichtsfunktion w: A — R*, s, ¢ € V und B € N.
Gibt es k kantendisjunkte Wege P = {P,,..., P} mit £(P) < B.

Im Beweis der NP-Vollstéandigkeit von k.~-EDPWMA wird sich der folgende Satz niitz-
lich erweisen:
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3 Kantendisjunkte Wege

Satz 5. Unter den Voraussetzungen aus Definition 8 gilt: Es existieren genau dann k
kantendisjunkte Wege P = {Py,...,P.} von s nach t mit E(P) < B, wenn es eine
Funktion e : V' \ {t} — R gibt, so dass es in dem von e induzierten Subgraphen D, k
kantendisjunkte Wege von s nach t gibt und 3, c\n\ 4y €(v) < B.

Beweis. Seien P = {Py,..., P} k kantendisjunkte Wege von s nach ¢ mit Energie B.
Fiir die von den Wegen P induzierte Knotenbelegungsfunktion ep gilt: Zvevp\ 0 e(v) =
E(P) < B. Aulerdem E(P) C Dp, es existieren also k kantendisjunkte Wege von s nach
t.

Sei umgekehrt e eine Knotenbelegungsfunktion wie im Satz gefordert und P = { Py, . . .,
die k kantendisjunkten Wege. Es ist klar, dass £(P) < B. O

Der Beweis des folgenden Satzes ist eine leichte Abwandlung eines von Steffen Mecke
vorgeschlagenen Beweises:

Satz 6. k-EDPWMA ist NP-vollstindig.

Beweis. Esist klar, dass k--EDPWMA in NP: Wéhle nichtdeterministisch fiir jeden Kno-
ten v € V' \ {t} eine Energie e(v) € [0, Emax(v)]. Dann kann in polynomieller Zeit nach-
gepriift werden, ob Zvev\ () e(v) = B und ob es in dem von e indzuierten Subgraphen
k kantendisjunkte Wege von s nach t gibt. Dies kann zum Beispiel mit Hilfe von Satz 2
und Flussmethoden erfolgen.

Der Beweis der NP-Vollstandigkeit erfolgt durch Reduktion von SET COVER auf k-
EDPWMA. Die folgende Definition des SET COVER Problems ist aus [20] entnommen.

Definition 9. SET COVER: Gegeben eine endliche Menge U = {uy,...,u,}, eine
Familie F' = {S4,...,5,} von Teilmengen von U, also S; C U fiir alle i = 1,...,n und
eine Zahl B € N. Gibt es B Mengen aus F', deren Vereinigung U ergibt?

Sei also nun eine Instanz von SET COVER wie in der obigen Definition gegeben.
Zu dieser Instanz definieren wir einen gewichteten gerichteten Graphen D = (V A) mit
Knotenmenge V= U U FUV; U...UV, U {s,t}, wobei V; = {v;; | u; € S;} fiir
(t=1,...,n), Kantenmenge A = A; U Ay U A3 U A, mit

{1 <L) (3.1)

={(viy; Si) li=1,....m; J o (32)
:{(Slu)\ujeSl,z .,n,j—l,...,m} (3.3)
= {(u;,t) |i=1,. } (3.4)

und Kantengewichten

wle) = 1 fallsee A; oder e € A5 oder e € A4
Q fallse e A;

fiir ein (Q € N. Fiir die Zwecke dieses Beweises konnte () = 1 gesetzt werden. Allerdings
wird diese Konstruktion noch im Beweis zu Satz 8 benotigt und dort muss das Gewicht
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3.4 Kantendisjunkte Wege minimaler Energie: k-EDPWMA

A

Abbildung 3.3: Reduktion des SET COVER Problems mit U = {u1,...,u7}, F = {S1,...,S5},

S1 = {ui,us}, So = {ug, us,us}, S3 = {u1,ug,us}, S = {us,ue}, S5 = {ua,ur}
auf -EDPWMA.

() wahlbar sein.
Ein Beispiel eines solchen Graphen ist in Abbildung 3.3 dargestellt.

Behauptung: Es existiert genau dann ein SET COVER mit B Mengen, wenn es im
Graphen D eine Menge P = {Py, ..., P, } von m kantendisjunkten Wegen mit Energie
E(P) < QB+ 2m+ 1 gibt.

Vorbemerkung: Eine Menge P’ von [ kantendisjunkten Wegen von s nach ¢ hat Energie
EP)=204+1+Q | {Se F|S e P} | dader Knoten s und genau ! Knoten in
Vi,...,V, bzw. U mit Energie 1 senden und | {S € F'| S € P'} | mit Energie Q.

Wenn es ein SET COVER S;,,...,S;, mit B Mengen gibt, definiere die Abbildung
o(u) ={j | j € i1,...,ig;u € Sj;jminimal}, die jedem Element der Menge U die
Menge der Uberdeckung mit dem kleinsten Index zuweist. Fiir jedes u; definiere nun
einen Weg P =< 5,Vg(u,),j; So(u,), Uj,t > (j = 1,...,m). P = {Py,...,P,} sind m
Wege, die nach der Vorbemerkung Energie £(P) < @B + 2m + 1 benotigen.
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3 Kantendisjunkte Wege

Gibt es andererseits m Wege P = Py, ..., P, mit Energie £(P) = QB + 2m + 1, so
besuchen diese nach der Vorbemerkung genau B der Mengen aus F'. Diese werden mit
Siys- .., 9, bezeichnet. Aus der kantendisjunktheit von P folgt, dass jedes v € U von
genau einem Weg P, besucht wird. Definiere ¢(u) = {S | (S,u) € P,}. Die Abbildung
¢ ordnet also jedem u € U eine Menge in S;,,...,5;, zu, die u enthdlt. S;,...,S;,
iiberdecken somit U und es existiert ein SET COVER der Grofie B. m

Uriel Feige konnte in [9] eine untere Schranke fiir die Approximierbarkeit von SET
COVER zeigen, falls eine komplexitatstheoretische Behauptung, die gemeinhin als wahr
angenommen wird, gilt:

Satz 7. Falls es ein € > 0 gibt, so dass ein Polynomialzeit-Approximationsalgorithmus
fir SET COVER mit Approximationsfaktor (1 — €)lnn ezistiert, dann gilt:

NP C TIME(nCUgloen),

Daraus und aus der Reduktion von SET COVER auf k-EDPWMA folgt der folgende
Satz iiber die Approximierbarkeit von k — EDPW M A:

Satz 8. Fulls es ein € > 0 gibt, so dass ein Polynomialzeit-Approzimationsalgorithmus
fir k-EDPWMA mit Approzimationsfaktor (1 — €)Ink existiert, dann gilt:

NP C TIME(nOUcglogn),

Beweis. Angenommen es gibt einen Polynomialzeit-Approximationsalgorithmus fiir k-
EDPWMA mit Approximationsfaktor (1 — €)In k fiir ein € > 0.

Behauptung: Dann gibt es auch einen Polynomialzeit-Approximationsalgorithmus fiir
SET COVER mit Approximationsfaktor (1 — ¢) Inn.

Beweis: Sei eine Instanz I von SET COVER gegeben, also eine endliche Menge U =
{uy,...,up} und eine Familie F' = {Sy,...,S,} von Teilmengen von U. Es gebe ein
SET COVER der Grofie B, also OPT(/) = B.

Sei D = (V, A;w) der Graph, der bei der Reduktion von SET COVER auf k-EDPWMA
im Beweis von Satz 6 beschrieben ist, wobei Q = 21=9) 112717:1;1)(2m+1)‘ Da es ein SET
COVER der Grofe B gibt, gibt es m kantendisjunkte Wege in D mit Energie 2m+1+BQ).
Der Approximationsalgorithmus berechnet also m kantendisjunkte Wege P’ mit £(P’) <
(1 —¢)lnm(2m + 1+ BQ). Aus den Vorbemerkungen im Beweis von Satz 6 folgt iiber

die Anzahl der von P’ benutzten Knoten aus Sy, ..., Sy:
P —(2 1
yV(P’)mSm...ﬂSn|:5< ) cngF )
< (1—€e)lnm(2m+1+ BQ)— (2m+1)
B Q

(1—e)lnm—1)2m +1)

=(1—-¢)lnmB +
(1-¢) 0
1
:(1—e)lnt—|—6 el g(l—e)lnt—i—%lnt
:(1—g)lnt
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3.4 Kantendisjunkte Wege minimaler Energie: k-EDPWMA

Die Mengen aus V(P')N S N...N.S, bilden eine Approximation A(I) fiir die Instanz [
von SET COVER. Es gilt:

A |=| V(PYNSiN...n 8, |< (1— §> In mOPT(I)

Es gibt also einen Polynomialzeit-Approximationsalgorithmus fiir SET COVER mit
Approximationsfaktor (1 — §)Inm fiir ein § = § > 0. Aus Satz 7 folgt dann NP C
TIME (nOUoglogn)), O

3.4.1 Ein exponentieller Algorithmus fiir .--EDPWMA

Da k-EDPWMA NP-vollstéindig ist, kann es nur dann einen polynomiellen Algorithmus
geben, wenn P=NP. In diesem Abschnitt soll ein exponentieller Algorithmus vorgestellt
werden.

Sei also ein gewichteter gerichteter Graph D = (V, A) mit Gewichtsfunktion w : A —
R* sowie Start- und Zielknoten s,t € V gegeben. Wir setzen n = |V| und m = |A|.
Gesucht seien k kantendisjunkte Wege von s nach t.

Fiir einen Knoten v; seien N; = {0,w(v,u) | (v,u) € A} die verschiedenen Energie-
stufen, mit denen er senden muss, um seine Nachbarn zu erreichen. Es ist klar, dass
| N; |[< n.

Im Algorithmus 1 bezeichne e,;, die Knotenbelegung mit der minimalen Energie und
Emin den Wert der minimalen Energie. Fiir jede mogliche Kombination der Sendeenergien
der Knoten e = (e, ..., e,) € Ny X...x N, wird gepriift, ob die benétigte Energie kleiner
ist als die Energie der besten bisher gefundenen Belegung. Falls dies der Fall ist wird
der durch e induzierte Subgraph D, berechnet (vgl. Definition 2). Falls es in D, einen
s-t-Fluss mit Wert k gibt, so gibt es k kantendisjunkte Wege. e ist also besser als das
bisher gefundene e, und folglich werden e,;, und &,;, auf die aktuell betrachteten
Werte gesetzt.

Algorithmus 1 Exponentieller Algorithmus

gmin =0

€min = (egi)nv e >€J(rrTlLi)n)

for all e = (eM, ... e™) € N, x ... x N,, do
£=31, e

if £ < Euin then
D, « berechnelnduziertenSubgraphen(D, e)
if es gibt s-t-Fluss mit Wert k in D, then

€min — €
Emin = Dy
end if
end if
end for

Die Anzahl verschiedener Kombinationen von Sendeenergien ist

‘ N1 X ... X Nn ‘: N1N2 .. Nn < dout(’Ul) - -dout<vn) € O(nn)
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3 Kantendisjunkte Wege

Im schlimmsten Fall wird fiir jede davon der induzierte Subgraph berechnet und auf die-
sem ein Flussalgorithmus ausgefithrt. Wird der Edmonds-Karp-Algorithmus verwendet,
erfolgt dies in einer Zeit in O(nm?).

Insbesondere ergibt sich schon eine Laufzeit in O(2"), falls jeder Knoten nur mit 1 Ener-
giestufe senden bzw. nicht senden kann.

3.5 Polynomielle Algorithmen fiir Spezialfille

Da das Problem k-EDPWMA NP-vollsténdig ist, kann es nur dann polynomielle Algo-
rithmen fiir das allgemeine Problem geben, wenn P=NP. Deshalb ist man an Algorith-
men fiir Spezialfélle interessiert. Auf der einen Seite gibt es die Moglichkeit, ein festes
ko € N zu wihlen. In Abschnitt 3.5.1 wird ein Algorithmus fiir 22EDPWMA aus [26]
beschrieben. Fiir ky > 3 ist die Komplexitit von kp-EDPWMA fiir allgemeine gerichte-
te Graphen unbekannt. Auf der anderen Seite gibt es die Moglichkeit, beliebiges k aber
spezielle Graphen zu betrachten. In Abschnitt 3.5.2 ist so ein Algorithmus fiir eine (sehr)
spezielle Klasse von Graphen angegeben. Schlieflich ist auch eine Kombination von bei-
dem moglich, d. h. es werden Algorithmen fiir spezielle Graphen und feste ky gesucht.
In Abschnitt 3.5.3 werden polynomielle Algorithmen fiir festes kg € N und azyklische
Graphen vorgestellt.

3.5.1 Der Fall £ =2

Fiir den Fall k = 2 ist in [26] der OCND-Algorithmus (Optimal Common Node Decom-
position) angegeben, der fiir das 2-EDPWMA-Problem fiir einen gerichteten gewichteten
Graphen D = (V, A) mit n Knoten in Zeit O(n®) eine Losung berechnet.

Die Idee, die hinter dem OCND-Algorithmus steht, ist die folgende: Es wird gezeigt,
dass 2 kantendisjunkte Wege in ihre Teilstiicke zwischen den Knoten, die von beiden
Wegen besucht werden, zerlegt werden kénnen. Die Knoten, die von beiden Wegen be-
sucht werden, sind aber die einzigen Knoten, an denen der WMA ausgenutzt werden
kann. Zwischen diesen Knoten entsprechen kantendisjunkte Wege minimaler Energie
also knotendisjunkten Wegen minimaler Energie.

e Berechne fiir jedes Knotenpaar (u,v) zwei knotendisjunkte Wege minimaler Ener-
gie P,) von u nach v.

e Konstruiere den gewichteten gerichteten Hilfsgraphen H = (V, A’) mit

A" = {(u,v)|es gibt zwei knotendisjunkte Wege von u nach v}
w(u,v) = E(Puw))-

e Findein H den kiirzesten Weg von s nach ¢. Durch Zusammensetzen der Wegstiicke
ergeben sich zwei kantendisjunkte Wege von s nach .
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3.5 Polynomielle Algorithmen fiir Spezialfalle

Falls zur Berechnung der knotendisjunkten Wege minimaler Energie zwischen je zwei
Knoten der STPS-Algorithmus aus Abschnitt 2.3.1, dem der Algorithmus von Suurballe
aus [27] zugrundeliegt, verwendet wird, ergibt sich eine Laufzeit in O(n®). Da wir jedoch
die knotendisjunkten Wege zwischen allen Paaren von Knoten berechnen méchten, ergibt
sich eine Laufzeitverbesserung, wenn stattdessen ein Algorithmus zur Berechnung zweier
knotendisjunkter Wege von einem Knoten zu allen anderen Knoten in einem Graphen
verwendet wird. Diesem Algorithmus kann der Algorithmus von Suurballe und Tarjan
[28] zugrundegelegt werden. Dadurch verbessert sich die Gesamtlaufzeit des OCND-
Algorithmus auf O(n*logn).

Leider wurde bisher keine Moglichkeit gefunden, die Idee des OCND-Algorithmus
Algorithmus auf £ > 2 zu {ibertragen.

3.5.2 Baume

Fiir den Spezialfall, dass der Graph, der entsteht, wenn der Knoten ¢ und alle zu ¢
hinfithrenden oder von t wegfiihrenden Kanten entfernt werden, ein Baum ist, gibt es
einen effizienten Algorithmus fiir --EDPWMA. Da in Baumen jeder Knoten hochstens
einen Vorgénger hat, folgt fiir alle Knoten aufler s und ¢, dass sie auf hochstens einem
kantendisjunkten Weg von s nach t liegen kénnen. Das bedeutet aber, dass aus der Kan-
tendisjunktheit Knotendisjunktheit folgt (umgekehrt sowieso) und es deshalb gentigt, k
knotendisjunkte Wege zu berechnen. Dafiir gibt es jedoch, wie in Abschnitt 2.3 gezeigt,
effiziente Algorithmen. Andererseits ist klar, dass bei Badumen der einzige Knoten, an
dem der WMA zur Energieeinsparung ausgenutzt werden kann, die Wurzel ist. Es lohnt
sich deshalb nicht, diesen Spezialfall weiter zu verfolgen.

3.5.3 Azyklische gerichtete Graphen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass es fiir festes ky € N einen Algorithmus gibt,
der azyklische Instanzen von kg-EDPWMA in polynomieller Zeit 16st. Dazu wird zu-
erst gezeigt, dass jeder azyklische Graph in polynomieller Zeit in einen sogenannten
eigentlichen Lagengraphen transformiert werden kann und die kantendisjunkten Wege
im tranformierten Graphen wieder auf kantendisjunkte Wege im urspriinglichen Graphen
abgebildet werden kénnen, wobei die Energie sich nicht dndert. Anschlieend wird der
EAS-Algorithmus angegeben, der fiir festes kg € N das kp-EDPWMA auf Lagengraphen
in polynomieller Zeit 16st.
Die folgenden Definitionen sind an die Definitionen in [7] angelehnt.

Definition 10. Sei D = (V, A) ein azyklischer gerichteter Graph. Eine Lagenzuweisung
ist eine Partition von V' in Teilmengen L1, ..., Ly, so dass aus (u,v) € A mit u € L; und
v e Ljfolgt: @ < j.

Die Abbildung 7 : V' — {1,...,h} ordne jedem Knoten in einem Lagengraphen seine
Lage zu: m(v) =i < v € L.

Das Tupel (D, ), also einen azyklischen gerichteten Graphen versehen mit einer Lagen-
zuweisung nennen wir einen Lagengraphen.
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3 Kantendisjunkte Wege

(D, ) ist ein eigentlicher Lagengraph, falls fiir alle Kanten (u,v) € E w(v) — w(u) = 1,
falls also alle Kanten nur von einer Lage zur néchsten gehen.

Satz 9. Jeder azyklische gerichtete Graph D = (V, A) erlaubt eine Lagenzuweisung.

Beweis. Jeder gerichtete azyklische Graph erlaubt eine topologische Ordnung seiner
Knoten. Diese kann durch eine einfache Erweiterung der Tiefensuche in Zeit O(n + m)
berechnet werden [5], wobei n die Anzahl der Knoten und m die Anzahl der Kanten
von D bezeichne. Sei V' = {vy,...,v,} und o : {1,...n} — {1,... n} die zur topo-
logischen Ordnung gehorende Permutation. Aus den Eigenschaften der topologischen
Ordnung folgt dann, das o(i) < o(j) fiir jede Kante (v;,v;) € A . Definiert man La-
gen Ly, ..., L, und setzt m(v;) = L, (1 = 1,...,n), so erhélt man also eine zulédssige
Lagenzuweisung. O]

Der obige Beweis ist zwar konstruktiv und erlaubt eine einfache Berechnung einer
Lagenzuweisung, doch hat diese den Nachteil, das jeder Knoten in einer eigenen Lage
liegt. Aus der topologischen Sortierung folgt die Existenz von Quellen, d. h. von Knoten,
die nur ausgehende aber keine eingehenden Kanten haben. In [7] wird die Longest-Path-
Lagenzuweisung beschrieben, bei der die Quellen auf die Lage L; gesetzt werden und
jeder andere Knoten auf die Lage, die der Léange eines langsten Weges von einer Quelle
zu ihm entspricht. Ist die Lange eines langsten Weges von einer Quelle zu einem Knoten
v also [ Kanten, so wird m(v) = [ gesetzt. Diese Lagenzuweisung ist korrekt, denn fiir jede
Kante (u,v) gilt natiirlich, dass die Lange eines ldngsten Weges von s zu v mindestens
um 1 grofer sein muss als die Lange eines langsten Weges von s zu u (ndmlich um diese
Kante). Also 7(u) < m(v). Auch die Longest-Path-Lagenzuweisung kann in linearer Zeit
berechnet werden. Die Lénge eines Weges bedeutet hier die Anzahl der Kanten auf dem
Weg (nicht zu verwechseln mit Gewicht oder Energie).

Satz 10. Sei (D = (V, A),w) ein Lagengraph mit n Knoten und m Kanten und Ge-
wichtsfunktion w : A — RT. Dann kann in Zeit O(mn) ein eigentlicher Lagengraph
(D' = (V' CV, A", 7") mit Gewichtsfunktion w' : A" — R, O(mn) Knoten und O(mn)
Kanten konstruiert werden, so dass es fir s,t € V eine bijektive Abbildung ® von den
s-t-Wegen in D auf die s-t-Wege in D" gibt mit E(P) = E(P(P)) fir alle Mengen P von
kantendisjunkten s-t- Wegen.

Beweis. Der eigentliche Lagengraph (D' = (V' A’), 7’) wird wie folgt konstruiert:

VZVUUm
ecA
A:U&
ecA

Fiir jede Kante e = (u,v) € A wird d(e) = 7(v) — 7w(u) — 1 gesetzt und
Ve = {Ue,la s 7Ue,d(e)}
A__{ﬂmvﬂ falls d(e) = 0

{(u,ve1), (Ve1,Ve2)s .- (Vea,v)} sonst

32



3.5 Polynomielle Algorithmen fiir Spezialfalle

definiert. Die Lagenzuweisung der Knoten wird durch

/() 7(v) falls v e V
7'(v) =
m(uy) +r falls v = v, fiir eine Kante e = (uy, ug)

und die Gewichte der Kanten e = (u,v) durch

w(e') fallse € A
w'(e') = qw(e) fallsu €V und v = v, fiir eine Kante e

0 sonst

Nach Konstruktion ist (D', 7’) ein eigentlicher Lagengraph. Anschaulich bedeutet dies,
dass fiir jede Kante e = (u,v) in E, die iiber d(e) Schichten geht, Knoten v, 1, ..., vea(e)
zu V hinzugefiigt und auf die Schichten 7(u)+1, ..., 7(u)+d gesetzt werden. Die Kante
e wird entfernt und durch die Kanten (u, ve1), (Ve,1,Ve2), - - -, (Ve,age), v) ersetzt, wobei die
erste Kante das Gewicht von e erhélt: w'(u,v.1) = w(e) und die anderen das Gewicht 0:
W (Ve Veir1) =0 (0 =1,...,d(e) —1). Alle Kanten (u,v) € E, die von einer Schicht zur
néichsten gehen, bei denen also 7(u) = 7(v) — 1 werden in E’ iibernommen und erhalten
dasselbe Gewicht wie in D. Ein Algorithmus zur Konstruktion von (D', 7’) aus (D, ) ist
Algorithmus 2. Ein Beispiel fiir eine solche Konstruktion ist in Abbildung 3.4 zu sehen.

2

Abbildung 3.4: Konstruktion eines eigentlichen Lagengraphen aus einem Lagengraph.

Sei ¢ die Abbildung, die jede Kante e = (u,v) € A auf den entsprechenden Kantenzug
aus A’ abbildet:

b(e) = {< u,v > falls d(e)

=0
)< U, Ve1s - - -5 Ved(e), ¥ > falls d(e) >0
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3 Kantendisjunkte Wege

Algorithmus 2 Algorithmus zur Konstruktion eines eigentlichen Lagengraphen (D' =
(V' A’), ') aus einem Lagengraphen (D = (V, A), )
Vi~V
E 0
for all Knoten v € V' do
7'(v) = 7(v)
end for
for all Kante e = (u,v) do
d—mw)—7(u) —1
if d > 0 then
for : =0 to d do
Vi—V'u {U&i}
7' (Ves) = 7' (u) + i
end for
' B'U{(t,001)} U{(ves0)}
w' (U, ve1) = w(u,v)
W' (Ve,q,v) =0
fori=1tod—-1do
E'— FE'U {(Ue,ia Ue,i—l—l)
W' (Ve,iy Vesiv1) =0
end for
else
E' — E'U{e}
w'(e) = w(e)
end if

end for

und W =< vy, ...,v; > ein Weg in D. Die Abbildung ®, die Wege in D auf Wege in D’
abbildet, wird durch

(W) = ¢(vo,v1) & ... ® d(vi—1, 1)
definiert und fiir eine Menge von k Wegen P = { Py, ..., B} wird ®(P) = {®(F,),...,P(P:)}
gesetzt. Schrinkt man den Bildbereich auf Wege ein, deren Start- und Zielknoten in V'
liegen, so ist ® bijektiv und die Umkehrabbildung ®~! kann einfach angegeben werden:

q)_1(< Viyev oy Uy >) =< w(vl)a e 7¢(UT‘) >
wobel

b)) = {v' falls v € V

() sonst.
der Weg in D entsteht also aus dem Weg in D', indem aus der Knotenfolge alle Knoten
aus V'\ V geloscht werden. Es ist zu zeigen, dass dabei ein Weg entsteht, dass also zwei

aufeinanderfolgende Knoten der entstehenden Knotenfolge durch eine Kante verbunden
sind. Seien also u,v € V zwei aufeinanderfolgende Knoten in ®~'(< vy, ..., v, >). Falls
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3.5 Polynomielle Algorithmen fiir Spezialfalle

sie auch in < vy,...,v, > direkt aufeinanderfolgen ist nichts zu zeigen, denn dann ist
(u,v) € A’ und u,v € V. Daraus folgt (u,v) € A.
Sonst entstanden sie aus einer Folge < u = v, Vs11, ...,V = Ugyiy1 > Mit Vgyq, ..., 051 &

V. Dann gehoren alle diese Knoten zur selben Kante e = (u,v), da nach Konstruktion
jeder dieser Knoten nur eine ein- und eine ausgehende Kante hat und nur mit Knoten
verbunden ist, die zur gleichen Kante gehoren, oder Endknoten dieser Kante sind.

Fiir jede Kante e = (u,v) € E(P) gibt es eine Kante (u,v.) € E(®(P)) mit v, = v,
falls d. = 0 und v, = v, sonst. Fiir alle Knoten v € V' \ V gilt nach Konstruktion
w'(u,v) = 0 fiir alle Kanten (u,v) € A’. Es folgt:

E(P) = ( n)ngg(mw(u,v)
v u,v
- Z (u,v)renﬁaﬁ{i(P U U + Z (uv)IenEaX (U,'U)
ueV’'NvV ueVA\V

= Z max  w(u,v)
£ (uw)eE(2(P)

= E(®(P))

Zur Komplexitat des Algorithmus und zur Groe von D': Fiir jede Kante in D miissen
hochstens n — 1 neue Knoten und Kanten hinzugefiigt werden. Es gilt also | V' |<
n+m(n—1) € O(nm) und | E' |[< m+m(n—1) € O(mn). Auch der Zeitbedarf wird im
wesentlichen vom Einfiigen neuer Kanten und Knoten bestimmt und der Algorithmus
benotigt daher Zeit in O(nm). O

Auf den ersten Blick erscheint die Abschétzung von O(nm) fiir die Anzahl der Kno-
ten bzw. Kanten in D’ sehr grob und man fragt sich, ob es keine bessere Schranke gibt.
Betrachten wir dazu einen gerichteten Graphen D = (V, A) mit V = {vy,...,v,} und
A = {(v;,v;) | j > i}, jeder Knoten ist also mit allen Knoten mit gréferem Index verbun-
den. Bei einer Zuordnung der Knoten zu Lagen muss jeder Knoten auf einer eigenen Lage
liegen. Denn falls v;, v; auf derselben Lage, kann es keine Kante von v; nach v; geben und
keine Kante von v; nach v;. Darauf folgt aber nach Definition von A, dass ¢ = j. Also

liegt jeder Knoten v; € V auf Lage L;. Die Kanten von vy zu vy, vs, ..., v, liberspannen
0,1,...,n —2 Lagen. Die Kanten von vy zu vs3, vy, ...v, iiberspannen 0,1,...,n —2—1
Lagen. Allgemein iiberspannen die Kanten von Knoten v; 0,1,...,n —¢ — 1 Lagen. Fiir

die Anzahl An der Knoten, die neu in den eigentlichen Lagengraphen D’ aufgenommen
werden, gilt:

n—1n—i—1 n—1
1
An:E E jzag (n—i—1)(n—1)
=1 j=1 i=1
n—1 n—2
1 , 122,
25' (n—z—l)zéé i
=1 =1
1

=—(n—2)(n—1)(2n — 3) € O(n?)
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Da mit jedem neuen Knoten auch eine neue Kante hinzugenommen wird, gilt auch fiir
die Anzahl m’/ der Kanten in D’: m’ € ©(n?).

Satz 11. Sei D = (V, A) ein eigentlicher Lagengraph mit n Knoten, m Kanten, Ge-
wichtsfunktion w : A — R™ wund Lagen Ly, ..., Ly, sowie s,t € V . Dann konnen in
O(m*) k kantendisjunkte Wege minimaler Energie von s nach t bestimmt werden.

Beweis. O.B.d.A. wird angenommen, dass s € Ly und ¢t € L, denn falls s € L, und t €
L; ist, so konnen die Lagen Ly, ... L;_; entfernt werden, da sie von s aus nicht erreichbar
sind und Lj;1, ..., L, konnen entfernt werden, da von ihnen aus ¢ nicht erreichbar ist.
Falls dabei ein leerer Graph entsteht, gibt es keine Wege von s nach t.

Fiir den Beweis wird angenommen, dass die Mengen V' und E durch Relationen “<”
vollstandig geordnet sind. Dadurch ist es moglich, Kombinationen von Knoten und Kan-
ten zu betrachten: Kombinationen von k& Knoten sind geordnete Knotentupel (vy, ..., vg)
mit v; < vy < ... < ;. Analog werden Kombinationen von k& Kanten definiert. Fiir ein
beliebiges k-Tupel (v, ...,v;) liefere ¢(vy,...,vx) das geordnete Knotentupel. ¢ kann
durch einfaches Sortieren in Zeit O(klog k) berechnet werden.

Da D ein eigentlicher Lagengraph mit h + 1 Lagen ist, gehen alle Kanten nur von
einer Schicht zur néchsten. Wir kénnen also eine Partitionierung der Kantenmenge A in
Ey, ..., B, durch

Ei = {(U,U) | v € Lz}

fiiri = 1,..., h definieren. Die Kanten in E; gehen von Knoten der Lage L; | zu Knoten
der Lage L;.
Eine Kombination von k& Knoten einer Lage, also ein k-Tupel (vy, ..., v;) mit v; < vy <

... < v steht dafiir, dass ein Weg iiber v; verlauft, ein Weg iiber vy, usw. Kommt ein
Knoten [ Mal in der Kombination vor, so bedeutet dies, dass [ Wege iiber diesen Knoten
verlaufen. Der Startknoten s wird also durch das k-Tupel (s, ..., s) und der Zielknoten ¢
durch das k-Tupel (¢,. .., t) reprasentiert. Fiir & kantendisjunkte Wege kann also fiir jede
Lage eine Kombination von £ Knoten angegeben werden, die jeden Knoten entsprechend
der Anzahl der Wege, die iiber ihn verlaufen, enthélt.

Sind £ kantendisjunkte Wege minimaler Engergie P von s zu einer Kombination
(v1,...,v) von Knoten aus Lage L; gegeben, so benutzen die Wege P genau k Kanten
aus F; (i = 1,...,h). (Anschaulich ist klar, dass & Wege mindestens k& Kanten von einer
Schicht zur néchsten enthalten miissen. Wéren es andererseits mehr als & Kanten, so
miisste auch mindestens eine Kante von L; nach L; ; dabei sein. Das ist in Lagengra-
phen aber nicht moglich.) Im folgenden schreiben wir P(vy, ..., v;) fir die Abschnitte
der Wege von s bis zur Kombination P(vy,...,vg).

Auflerdem gilt bei eigentlichen Lagengraphen, dass Teile energieminimaler kantendis-
junkter Wegemengen wieder energieminimale Wege sind: Sei P eine Menge von k kanten-
disjunkten Wegen minimaler Energie von s zu einer Knotenkombination (vy, ..., v;) aus
L; und (e; = (ug,v1),...,er = (ug,vx)) die Kanten aus E;, die von P benutzt werden.
Also ist ¢(uq, . .., u,) das Knotentupel zu P aus Lage L;_;. Dann sind die Teilstiicke der
Wege P bis von s bis zur Lage L; ; auch k kantendisjunkte Wege minimalen Gewichts

36



3.5 Polynomielle Algorithmen fiir Spezialfalle

zur Kombination ¢(uy, ..., ug).
(Angenommen, es gébe k kantendisjunkte Wege P’ von s nach ¢(uq, ..., ux) mit

E(P(d(ur,...,ug))) < E(P(P(ug,...,ug))).

Da D ein eigentlicher Lagengraph ist, sind die Kanten der Wege P’(¢(uq, ..., u)) und
{e1,...ex} disjunkt, da aus verschiedenen Lagen. Also kénnte P’(¢(uy,...,ux)) durch

Anfiigen der Kanten aus {ej,...e;} zu einem Weg P'(vq,...,v;) erweitert werden, der
geringere Energie bendtigt als P(vy, ..., vx). Dies steht im Widerspruch zur Minimalitét
von P(vy,...,vg)).

Augrund dieser Eigenschaft geniigt es, sich fiir jedes Knotentupel nur die direkten
Vorgéngerkanten auf den & Wegen minimaler Energie zu merken. Diese implizieren eine
Vorgéngerkombination von Knoten usw.

Fiir eine Kombination (vy, ..., v;) von k Knoten einer Lage L; sei Eyin(v1, ..., vx) die
Energie von k kantendisjunkten Wegen minimaler Energie von s zu den Knoten dieser
Kombination und vorg(vy, . . ., vy ) seien die k Kanten aus F;, die zu den Wegen minimaler
Energie gehoren.

Ist (e; = (u1,v1),. .., ex = (uk, vx)) eine Kombination von Kanten aus E; (i = 1,...,h)
und kennen wir Enpin(d(us, ..., ug)), so gilt fiir die Energie des minimalen Weges von s

zu ¢(vy, ..., vg), der die Kanten ey, ..., e, benutzt (P, ., (¢(v1,...,v))):

E(Pe,.en (O(v1, . 08))) = Emin(d(u, - .., ug)) + erh(er, .. .ep),

wobei
erh(ey,...ex) = max w(u,v).
( ! k> Z (u,v)e{e1,...,ex } ( )
u€{ut,...,ur}
Das heiit fiir jeden Knoten, der in dem Tupel (ui,...,u;) vorkommt, erhoht sich die

Energie um das Gewicht der maximalen Kante, die diesen Knoten als Anfangsknoten
hat. erh(ey, ... eg) ldsst sich in Zeit polynomial in & berechnen.

Sind die £ Wege minimaler Energie zu allen k-Kombinationen von Knoten aus Lage
L;_1 bekannt, so konnen die & Wege minimaler Energie zu einer Kombination (vq, . .., vg)
aus Lage L; berechnet werden, indem alle Kombinationen von Kanten aus F; betrachtet
werden, die zu (vy,...,v;) fithren und die Energie von k kantendisjunkten Wegen be-
rechnet wird, die zu den Anfangsknoten dieser Kanten optimal sind und diese Kanten
benutzen. Uber alle Kantenkombinationen, die zu einer Knotenkombination fithren wird
minimiert.

In Algorithmus 3 wird dieses Verfahren formal beschrieben. Er berechnet fiir jede Kno-
tenkombination die Energie von Wegen minimaler Energie von s zu dieser Kombination,
sowie die k Kanten, die zu dieser Kombination fiithren (Vorgéngerkanten). Hat man dies
fiir alle Lagen berechnet, so ist Enin(t, . . ., t) die Energie von £ Wegen minimaler Energie
von s nach ¢t und die Wege konnen durch Backtracking gefunden werden: Angefangen mit
(t,...,t) kann jeweils das Vorgéangertupel iiber die Vorgdngerkanten gewonnen werden.
Fiir dieses sind auch wieder die Vorgidngerkanten gespeichert usw.
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Die Laufzeit des Algorithmus wird von der Anzahl der Kantenkombinationen be-
stimmt, die betrachtet werden miissen. Deren Anzahl ist

Zmi(mi—l)...(mi—k)§m(m—1)(m—2)...(m—k;),

wobei m; =| E; |. Da fiir jede Kantenkombination nur Operationen ausgefiihrt werden,
deren Laufzeit nur von k abhéngt und £ als fest betrachtet wird, liegt die Laufzeit also
in O(mk).

Der Speicherbedarf von Algorithmus 3 wird durch die Anzahl der Knotenkombinationen
bestimmt. Analog zu der Argumentation bei der Laufzeit liegt der Speicherbedarf in

O(n*). O

Algorithmus 3 Der Algorithmus zur Berechnung der Energie von k kantendisjunkten
Wegen minimaler Energie sowie der Vorgidngerkanten. Die Wege konnen durch Back-
tracking gefunden werden.

for all {(vy,...,vx) v <...<w;} do

Emin(V1, ..., V) — 00
vorg(vy, ..., vx) < nil
end for

Emin(8,...,8) =0
for i =1 to h do

for all Kombinationen (e; = (uy,v1),...,ex = (ug, vx)) von Kanten aus F; do
(u), ... uy) «— dlug, ... ug)
(v, .. 0)) — d(vr, ..., )

erh «— Zue{u,l ..... ) MAX(uv)efer, e} w(u, v)
if Emin(ul, ... u)) +erh < Enin(vy,...,v;) then
Emin (VY .., 0;) = Emin (U], . .., u)) +erh
vorg(vl, ..., v;) < (e1,...,ex)
end if
end for
end for

Das Beispiel in Abbildung 3.5 zeigt, dass die Konstruktion eines eigentlichen Lagen-
graphen aus einem beliebigen azyklischen Graphen vor der Anwendung des Algorithmus
notwendig ist. Wiirden einfach in jedem Schritt alle k-Tupel der von den bisher erreich-
ten Knotentupeln ausgehenden Kanten betrachtet, so wiirde man auf die folgende Folge
von Knotenpaaren kommen: (s,s) — (v1,v2) — (vg,v3) — (v3,v4) — (¢,t). Damit hitte
man eine Folge von Knotenpaaren gefunden, obwohl es keine 2 kantendisjunkten Wege
von s nach t gibt.

Der EAS-Algorithmus fiir azyklische Graphen

In diesem Abschnitt werden die obigen Teilschritte zum EAS-Algorithmus zusammenge-
fasst, der fiir einen beliebigen azyklischen Graphen D = (V, A) mit n Knoten m Kanten
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U1 V4

NN

V2 U3

Abbildung 3.5: Der Algorithmus kann nicht ohne die vorherige Konstruktion eines eigentlichen
Schichtengraphen angewandt werden.

und s,t € V sowie ky € N £y kantendisjunkte Wege in Polynomialzeit berechnet.
Der Algorithmus fiihrt die folgenden Schritte aus:

1. Berechnung einer Lagenzuweisung fiir alle Knoten (z. B. Longest Path)

2. Konstruktion eines eigentlichen Lagengraphen D’ = (V' A’) mit O(nm) Knoten
und Kanten nach Satz 10 in Zeit O(nm)

3. Exakte Losung in D’ in Zeit O(n*m*) und Riickiibertragen der Losung auf D
wie im Beweis von Satz 10.

Der Zeitkomplexitat dieses Algorithmus wird von der exakten Losung in D’ bestimmt,
liegt also in O(n**m*). Auch der Speicherbedarf liegt in O(nfom*). Die Komplexitéit des
Algorithmus ist also zu hoch, als dass er direkt in Sensornetzen berechnet werden kénn-
te. Fiir grole Graphen oder grofie £ kann der Algorithmus selbst auf leistungsfiahigen
Rechnern nicht in verniinftiger Zeit ausgefiihrt werden, bzw. {iberschreitet den maxi-

mal verfiigbaren Speicher. Einige praktische Erfahrungen werden bei den Versuchen zur
ESAS-Heuristik in Kapitel 5 beschrieben.

3.5.4 Die ESAS-Heuristik

Wie oben gezeigt kann fiir festes k£ das k-EDPWMA-Problem in Polynomialzeit gelost
werden. Allerdings sind die Energiekostengraphen von Sensornetzen nur in den wenigsten
Fillen azyklisch. In drahtlosen Sensornetzen, in denen die maximalen Sendeenergien fiir
alle Knoten gleich sind, gibt es genau dann eine Kante im Energiekostengraph von einem
Knoten u zu einem Knoten v, wenn es auch eine Kante von v zu u gibt. Es entsteht
also ein Zyklus. Kann der exakte Algorithmus fiir azyklische Graphen in diesen Féllen
benutzt werden, um eine Heuristik abzuleiten, die moglichst gute Naherungslosungen
liefert?

Eine Heuristik zur Berechnung von Naherunglosungen mit Hilfe des exakten Algorithmus
fiir azyklische Graphen ist die folgende zweistufige Vorgehensweise:

e In einem ersten Schritt wird ein geeigneter azyklischer Subgraph G’ des Energie-
kostengraphen G berechnet.

e Im zweiten Schritt wird der exakte Algorithmus fiir azyklische Graphen auf den
Subgraphen G’ angewandt.
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Wie kann ein geeigneter azyklischer Subgraph berechnet werden? Das Problem, den
maximalen azyklischen Subgraphen zu berechnen, ist NP-Vollstandig [11]. Auflerdem
sollten die Lage von Quelle und Senke in die Berechnung eingehen: Ein azyklischer
Subgraph, bei dem die Quelle keine ausgehenden Kanten besitzt, ist fiir unser Problem
nicht hilfreich.Ein weiteres Beispiel, bei dem der maximale azyklische Subgraph nicht
weiterhilft, zeigt Abbildung 3.6. Es ist also sicherlich sinnvoll, die Lage von Quelle und

Abbildung 3.6: Der maximale azyklische Subgraph ist zur Berechnung einer Néherungslosung
nicht geeignet, da er die Lage von Quelle und Senke nicht beriicksichtigt. In die-
sem Graphen wiirde durch Entfernen der Kante (s, t) ein azyklischer Subgraph
entstehen. In diesem gébe es aber keinen Weg mehr von s nach ¢.

Senke bei der Berechnung eines azyklischen Subgraphen zu beriicksichtigen. Man kann
nun die Geometrie eines Sensornetzes ausnutzen, um einen azyklischen Subgraphen zu
berechnen: Jeder Knoten darf nur an Knoten senden, die dem Ziel néher liegen als er
selbst. Ubertragen auf den Energiekostengraphen heisst das, dass Kanten (u,v) entfernt
werden, wenn d(u,t) < d(v,t). Es ist sinnvoll, fiir die Quelle s eine Ausnahme zu machen,
und hier alle in s hineingehenden Kanten zu entfernen, wiahrend alle von s ausgehenden
Kanten beibehalten werden. Es entsteht der Graph D' = (V,; A') mit A = {(s,u) | u €
VIu{(u,v) | u,v € V\{s},d(v,t) <d(u,t)}.

Satz 12. Der gerichtete Graph D' = (V, A’) ist azyklisch.

Beweis. Es ist klar, dass es in D’ keinen Zyklus geben kann, der s enthilt, da jeder
solche Zyklus eine in s hineingehende Kante (u, s),u € V enthalten miisste. Es gibt in
A’ aber keine solchen Kanten.

Angenommen es gibt einen Zyklus u,...u; mit u; € V' \ {s} fiir i = 1,...,1, so gibt
es Kanten (u;, u;4q1) € A’ fir alle i € {1,...,1}. Aus der Konstruktion von A’ folgt also
d(uy,t) > d(ug,t) > ... > d(u,t). Andererseits bilden die Kanten aber einen Zyklus,
also auch (u;,uy) € A" und damit d(uq,t) < d(u,t). Dies ist ein Widerspruch und D’ ist
folglich azyklisch. ]

Der azyklische Subgraph D’ des Energiekostengraphen D kann mit Hilfe von Algorith-
mus 4 und bei Verwendung geeigneter Datenstrukturen in Zeit O(]A|) berechnet werden.
Leider miissen auch bei diesem Algorithmus nicht alle Wege erhalten bleiben. Ein Bei-
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Algorithmus 4 Algorithmus zur Konstruktion eines azyklischen Subgraphen D’ =
(V, A") aus einem Graphen D = (V, A)
for all Kanten e = (u,v) € A do
if u # s then
if v=sVd(u,t) <d(v,t) then
entferne (u,v) aus A
end if
end if
end for

1 > 1 >

Abbildung 3.7: Beispiel eines Energiekostengraphen fiir ein Sensornetz mit Epax = 2 und o = 2.
Es gibt zwei Wege von s nach t. Wird ein azyklischer Subgraph mit Algorith-
mus 4 berechnet, so gibt es keinen Weg mehr von s nach ¢.

spiel dafiir ist in Abbildung 3.7 zu sehen. Die obige Heuristik, die aus der Berechnung
des azyklischen Subgraphen mittels Algorithmus 4 und anschlieender exakter Losung
von k-EDPWMA besteht, wird im Folgenden ESAS-Heuristik genannt (Exaxt Solution
in Acyclic Subgraph). Einige Versuche zum Abschneiden dieser Heuristik in zufélligen
Sensornetzen finden sich in Kapitel refkap:experimente.

3.5.5 Approximationsalgorithmen

Da k-EDPWMA fiir allgemeines & NP-vollstéindig ist, kann man nicht erwarten, einen
deterministischen Polynomialzeitalgorithmus zu finden. Man ist stattdessen an poly-
nomiellen Approximationsalgorithmen mit moglichst guten Approximationsfaktoren fiir
das Optimierungsproblem interessiert. In [26] werden drei Approximationsalgorithmen
vorgestellt:

e Der Naive-Dijkstra-Algorithmus und der LDESP-Algorithmus. Beim Naive-Dijkst-
ra-Algorithmus werden sukzessive kiirzeste Wege berechnet und die dazugehérigen
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3 Kantendisjunkte Wege

Kanten aus dem Graphen entfernt. Der LDESP-Algorithmus funktioniert nach
dem gleichen Prinzip, doch werden die Kanten etwas anders gewichtet.

e Der Link-Disjoint Minimum-Weight-Algorithmus (LDMW): Es werden & Wege mi-
nimalen Gewichts berechnet. AnschlieBend werden die redundanten Ubertragungen
entfernt.

Der WMA wird also in allen Féllen beim Suchen der Wege nicht berticksichtigt, sondern
erst ausgenutzt, wenn die Wege bereits gefunden wurden.
Die beiden Algorithmen im ersten Punkt kénnen beliebig schlechte Ergebnisse liefern,
bzw. keine k kantendisjunkten Wege finden, obwohl diese existieren. Deshalb werden
diese Algorithmen in dieser Arbeit nicht weiter untersucht.

Fiir den LDMW-Algorithmus wurde in [26] eine obere Schranke fiir den Approxima-
tionsfaktor von k gezeigt. Doch gibt es Beispiele, die diese Schranke erreichen, d. h. ist
der Approximationsfaktor scharf?

Satz 13. Es gibt kein 6 > 0 so dass der LDMW-Algorithmus einen Approximationsfaktor
von (1 — )k erreicht.

Beweis. Wir betrachten die gewichteten gerichteten Graphen Dy = (Vj, Ax) mit Kno-
tenmenge

Vie ={s,t} U{uy, ..., up,w,v1,..., 00} U{ay, ... ugt,

Kantenmenge
Ak = {(S7ui)7 (uiaw)> (wavi)a (Ui>t)7 (37 ai)a (ﬂzvt) ’ Z = 17 “ee 7k}
und Gewichtsfunktion

{1 falls e = (w,v;) oder e = (u;,t) fur ein i € {1,...,k}

wi(e) =
k() € sonst

als Instanzen des Optimierungsproblems k-EDPWMA. In Abbildung 3.8 ist eine Dar-
stellung der Struktur dieser Graphen zu sehen. Im Folgenden soll nun gezeigt werden,
dass der Approximationsfaktor bei Anwendung des LDMW-Algorithmus auf die Gra-
phen Dy beliebig nahe an k herankommt. Jeder mogliche s-t-Weg, der iiber einen der
Knoten uy,...,u; geht, muss iiber w und einen der Knoten vq,...,v; nach t gehen.
O.B.d.A. geniigt es, die Wege P, =< s, u;, w,v;,t > mit W(F;) = 1 + 3¢ zu betrachten.
Die Wege P, =< s, @;,t > haben Gewicht W (P;) = 1 +¢. Der LDMW-Algorithmus wird
also die k unteren Wege P = (P, ..., P,) mit Gewicht W(P) = (1 + €)k und Energie
E(P) = € + k wihlen. Der Energieverbrauch der oberen k& Wege P = (P,..., Py) ist
hingegen £(P) = e + ke + 1 4+ ke = 1 + (2k + 1)e. Es folgt:

EP)  k+ek
E(P) 1+ (2k+1)e
Fiir jedes 0 > 0 existiert also ein € > 0, so dass

E(P) > (1—06)kE(P)

—k (e—0)
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U

Abbildung 3.8: Der LDMW-Algorithmus hat Approximationsfaktor k.

3.6 Formulierung von k-EDPWMA als ganzzahliges
lineares Programm

In den letzten Jahren sind fiir viele NP-vollstandige Probleme Approximationsalgorith-
men angegeben worden, die mit Methoden entwickelt wurden, die auf einer Formulie-
rung des zu losenden Problems als ganzzahliges lineares Programm basierten [1]. Eine
der wichtigsten dieser Methoden ist die sogenannte Primal-Dual-Methode. Im Folgen-
den wird zuerst eine Formulierung von k-EDPWMA als ganzzahliges lineares Programm
angegeben und deren Korrektheit gezeigt. AnschlieBend wird die Relaxation des ganz-
zahligen linearen Programms besprochen. In Abschnitt 3.6.3 wird kurz das Prinzip der
Primal-Dual-Methode vorgestellt, bevor in Abschnitt 3.6.4 gezeigt wird, dass sich die
Primal-Dual-Methode mit der hier vorgestellten Formulierung als ganzzahliges linea-
res Programm nicht dazu eignet, einen Approximationsalgorithmus fiir &~-EDPWMA zu
entwickeln.

3.6.1 Das ganzzahlige lineare Programm

Gegeben seien der gewichtete gerichtete Graph D = (V, A) mit Gewichtsfunktion w :
A — R*, Start- und Zielknoten s, ¢ und die Anzahl & der Wege. Fiir jede Kante ¢; wird
eine Variable z; und fiir jeden Knoten v; eine Variable z; eingefithrt (i € {1,...,n},j €
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{1,...,m}). Zur Vereinfachung der Schreibweise bedeute z. die zu einer Kante e gehoren-
de Variable, also z. = z; falls e = e;. Analog sei z, die zum Knoten v gehérende Variable.

In [2] ist ein Beispiel aufgefiihrt, wie eine Zielfunktion, die die (nichtlineare) Maximie-
rung max in der Zielfunktion enthélt, durch Aufnahme eines neuen Constraints in eine
lineare Zielfunktion umgewandelt werden kann. Wird dies auf das vorliegende Problem
angewandt, so ergibt sich das folgende ganzzahlige lineare Programm:

min f(z,z) = Z 2y (3.5)

veV

unter den Bedingungen, dass fiir alle v € V' \ {s,t}

Z T(uw) — Z T(vu) = 0 (3.6)

(u,v)€A (vyu)€A

gilt, wahrend fiir s bzw. t die Constraints

Z :L‘(uys) — Z x(&u) = —]{7 (37)

(u,s)€EA (s,u)eA
bzw.
> Tan— Y, Taw =k (3.8)
(u,t)eA (t,u)eA

gelten. Fiir jede Kante e = (u,v) € A wird folgender Constraint eingefiihrt:
2y — xew(e) >0 (3.9)
AuBlerdem miissen die Definitionsbereiche der Variablen spezifiziert werden:

z. € {0,1} fiir alle Kanten e € A (3.10)
2, > 0 fiir alle Knoten v € V. (3.11)

Die Anzahl der Constraints ist 2(m + n), falls die Ganzzahligkeitsbedingung 3.10 als ein
Constraint gezéhlt wird.

Satz 14. Sei (z*, z*) eine minimale Losung des ganzzahligen linearen Programms. Dann
kénnen k kantendisjunkte Pfade minimaler Energie P* mit Kantenmenge E(P*) = {e €
E | x. = 1} konstruiert werden. Es gilt E(P*) = f(x*, z*).

Beweis. Der Beweis gliedert sich in drei Abschnitte: Zuerst wird gezeigt, wie aus der
Losung (z*,2*) des ganzzahligen linearen Programms k kantendisjunkte Wege P* ge-
wonnen werden kénnen. AnschlieBend wird gezeigt, dass P* Wege minimaler Energie
sind. SchlieBlich wird die Gleichheit £(P*) = f(z*, 2*) gezeigt.

Aus den Bedingungen 3.6 - 3.8 folgt, dass die Abbildung f : E'— {0, 1}, f(e) = z. ein
Fluss mit Wert £ ist. Aus der Ganzzahligkeitsbedingung 3.10 folgt, dass jede Kante e nur
Fluss f(e) = 0 oder f(e) = 1 fiihrt. Analog zu der Konstruktion im Beweis von Satz 2
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konnen zu diesem Fluss k kantendisjunkte Wege P* mit £(P*) = f(z*, 2*) konstruiert
werden .

Beh: Die Wege in P* sind Wege minimaler Energie.

Bew: Angenommen es gibe k kantendisjunkte Wege P’ mit £(P’) < E(P). Definiere
(2',2") durch

1 fall E(P

x;:{ alls e € E(F') (3.12)
0 sonst

z, = max x(, w(v,u) (3.13)

(vu)eEE

Es ist klar, dass dies eine zuléssige Losung des ganzzahligen linearen Programms ist.
Dann gilt:
[ 2) = Yo a = E(P) < E(P) = (", ")
veV
Dies steht im Widerspruch zur Minimalitdt von f(x*, z*). Also haben die k kantendis-
junkten Wege P* minimale Energie.
Beh: Fiir alle Knoten v € V' gilt

o ) MAX@u)er (,yw(v,u) falls eine Kante (v, u) € E existiert
! 0 sonst

Bew: Falls es keine Kante (v, u) € E gibt, folgt aus Constraint 3.11 z, > 0. Angenommen
zh > 0. Setze 2 = (%1,...,2,) mit

Zi

. {O falls v; = v

Z; sonst

Falls es eine Kante (v, u) € E gibt, folgt aus den Constraints 3.9, dass 2 > max(uer €, W (v, ).
Angenommen z, > maX, u)cE xz‘w)w(v, u). Setze Z = (%1,...,2,) mit

. MaX(y,u)ek L, u)w(v, u) falls v; =wv
%= ’
’ 2 sonst

In beiden Féllen ist ist (z*,2) eine zuléssige Losung des ganzzahligen linearen Pro-
gramms mit f(2*,2) = > . 2 < D ,cv 20 = f(2*, 2). Dies steht im Widerspruch zur
Minimalitét von (x*, 2*). Also gilt die Behauptung und, da z(,,) = 0 falls u ¢ V(P*),
folgt

. max(yep- w(v,u) falls v € V(P¥)
A
! 0 sonst

Daher:
flz*, 2") = Zz; = Z ( max  w(v,u) = E(P")

u)EE(P*
veV veV (P*) o) €B(PT)
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3.6.2 Das relaxierte LP

Bei der Relaxierung des obigen ganzzahligen linearen Programms geniigt es nicht, die
Ganzzahligkeitsbedingung 3.10 durch die Bedingung z. > 0 zu ersetzen, wie dies bei
vielen Problemen geschieht.

Setze (s ,) = a. Aus der Bedingung 3.7 folgt z(4) = 2 — a und aus 3.6 folgt z(y,v,) =

Abbildung 3.9: Beispiel zur Relaxation ohne Kapazitétsbeschriankung.

T(pyt) = . Da xy > 0 folgt: o € [0,2]. Falls 1 < o < 2 sendet s mit Energie «
und die Zielfunktion hat in Abhéngigkeit von a das Optimum 3«, wird also minimiert
durch a = 1 mit Wert 3. Gilt dagegen 0 < o < 1, so hat die Zielfunktion den Wert
2 —a+2a = 2+ «a. Das globale Minimum wird also fiir &« = 0 angenommen und betréagt
2. Der ganze Fluss flieBt dann iber die Kante (s,1).

Es muss also fiir alle Kanten e € E die Bedingug x. < 1 hinzugenommen werden. Das
relaxierte Problem lautet also

min Z 2 (3.14)
i=1

unter den Bedingungen

e <1 fiir alle Kanten e € A (3.15)
Z T (u,0) Z T = 0 fiir v e V\ {s,t} (3.16)
(u,w)eA (v,u)eA
Z I(us Z x(su = — (317)
(u,s)€A (s,u)eA
(u,t)€eA (tiu)eA
2y — Tow(e) > 0 fir alle Kanten e = (u,v) € A (3.19)
z. > 0 fiir alle Kanten e € A (3.20)
2, > 0 fiir alle Knoten v € V. (3.21)

3.6.3 Die Primal-Dual-Methode

Die Primal-Dual-Methode ist eine der wichtigsten Methoden, um fiir NP-vollstéandige
Probleme, die sich als ganzzahliges lineares Programm formulieren lassen, Approxima-
tionsalgorithmen zu entwickeln. In dem Ubersichtsartikel [13] wird sie als “Standard-
werkzeug zur Entwicklung von Algorithmen fiir kombinatorische Optimierungsprobleme”
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bezeichnet. In diesem Artikel wird die Anwendung der Primal-Dual-Methode zur Ent-
wicklung von Approximationsalgorithmen auf eine Reihe sogenannter Netzwerk-Design-
Probleme geschildert. In [29] ist die Anwendung auf eine Reihe weiterer NP-vollstédndiger
Probleme beschrieben. In [21] wird die Primal-Dual-Methode zur Herleitung und Analyse
von polynomiellen Algorithmen fiir kombinatorische Optimierungsprobleme verwendet.
Die folgende kurze Beschreibung der Primal-Dual-Methode ist [1] entnommen.

Die Primal-Dual-Methode nutzt die Tatsache aus, dass das zu einem linearen Mini-
mierungsproblem duale Problem ein lineares Maximierungsproblem ist und die Optima
iibereinstimmen. Ist also ein ganzzahliges Minimierungsproblem I L P mit Relaxation LP
gegeben und bezeichnet DL P das zu L P duale Problem, so ist jede zuldssige Losung von
DLP kleiner oder gleich dem Minimum von /L P, das wiederum kleiner oder gleich jeder
zulédssigen Losung von [ LP ist. Eine zuldssige Losung von DLP bildet also eine untere
Schranke fiir die optimale Losung von I L P und kann somit zur Abschéatzung der Qualitét
einer approximativen Losung zu I LP verwendet werden. Ein Primal-Dual-Algorithmus
nutzt diese Zusammenhénge der Losungen der verschiedenen Optimierungsprobleme aus,
um eine Approximationslosung zum ganzzahligen linearen Programm ILP zu finden.
Dazu werden simultan eine ganzzahlige Losung x von I LP und eine zuléssige Losung y
von DLP berechnet. In jedem Schritt werden x und y betrachtet und ein neues Paar
von Losungen 2’ und ¢ berechnet, wobei x so verdndert wird, dass nach endlich vielen
Schritten eine zulissige Losung gefunden wird und y so, dass ¥’ ndher am Optimum von
(DLP) liegt als y. Der Algorithmus endet, wenn z zuléssig ist. Die Qualitidt der Losung
wird dann mit Hilfe der lezten Losung 3’ des dualen Problems abgeschétzt. Die Berech-
nung von x’ aus x bzw. von ¥y’ aus y hidngen natiirlich vom konkreten Problem ab. In
Abschnitt 3.6.4 wird jedoch gezeigt, dass man grundsétzlich nicht erwarten kann, mit der
Primal-Dual-Methode und der obigen Formulierung von k-EDPWMA als ganzzahliges
lineares Programm einen Approximationsalgorithmus entwickeln zu konnen.

3.6.4 Die Ganzzahligkeitsliicke der LP-Relaxation

Als Ma# fiir die Giite einer LP-Relaxation wird die Ganzzahligkeitsliicke (engl. integrality
gap) der Relaxation definiert:

Definition 11. Sei II ein als ganzzahliges Programm formuliertes Minimierungspro-
blem mit optimalem Zielfunktionswert OPT und Wert der LP-Relaxation OPT}. Die
Ganzzahligkeitsliicke der LP-Relaxation ist definiert als

OPT(!)
Sup ———
7o OPT (1)

Je ndher die Ganzzahligkeitsliicke an 1 ist, desto besser ist die LP-Relaxation. Falls in
der Analyse eines Approximationsalgorithmus, der auf einer LP-Relaxation beruht, die
Losung des Approximationsalgorithmus direkt mit dem Wert einer fraktionalen primalen
Losung oder dem einer zuldssigen dualen Losung verglichen wird, so kann man keinen
Approximationsfaktor besser als die Ganzzahligkeitsliicke erhalten (vgl. [29]).
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3 Kantendisjunkte Wege

Satz 15. Die Ganzzahligkeitsliicke der LP-Relazation aus Abschnitt 3.6.2 ist unbe-
schrdankt.

Beweis. Sei T, , der gerichtete vollstindige Baum mit Grad m und Hohe n, bei dem
die Kanten von der Wurzel weg gerichtet sind. Die Wurzel werde mit s bezeichnet.
Gmn = (Vinn, Ema;w) sei der gewichtete gerichtete Graph, der aus T,,, entsteht, in-
dem ein Knoten ¢ und Kanten von den Blattern des Baumes zu t hinzugefiigt und alle
Kantengewichte auf 1 gesetzt werden: Vy,,, =V (Tinn) U{t} , Emn = E(Tmn) U{(b,1) |
b Blatt von T},,,,} und w(e) = 1 fiir alle Kanten e € E,,,. In Abbildung 3.10 ist als
Beispiel der Graph G35 abgebildet.

Fiir m > k existieren in diesem Graphen k& Wege von s nach ¢. Aus der Kantendisjunkt-

Abbildung 3.10: Der Graph G33 wie im Beweis von Satz 15 definiert. Alle Kanten haben
Gewicht 1.

heit folgt in diesem Fall, dass die Wege bis auf s auch knotendisjunkt sind. Jeder Weg
besucht aufler s noch n—1 weitere Knoten. Die Kosten von k£ optimalen kantendisjunkten

Wegen betragen also
OPT(Gpp) =1+ k(n—1).

In der optimalen Losung des relaxierten Problems hingegen kann der Fluss, der einen
Knoten der Hohe 1,...,n — 1 verlédsst, auf m Kanten verteilt werden. Diese Knoten
senden also mit Energie % Knoten der Hohe n besitzen nur eine ausgehende Kante
und senden daher mit Energie ——+. Es gibt m"™' Knoten der Hohe h (h = 1,...,n).

Die Gesamtkosten der nichtganzzahligen Losung betragen also:

n—1
.k k
OPT:(G,,,) = =1 n—l
F(Gmn) ;m S hmt
1
Ly
m
1
m
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3.6 Formulierung von k-EDPWMA als ganzzahliges lineares Programm

Berechnet man den Quotienten aus Definition 11, so ergibt sich:

OPT(Gmn)  mA+mk(n —1)
OPT{(Gmypn)  (m4+n—1k

Setzt man nun n = m + 1 folgt:

+——00 (m— 00).

OPT(Gmms1) m+ m2k ~m
2 2%

OPT{(Grmmi1)  2mk
Die Ganzzahligkeitsliicke ist also unbeschrankt. O

Wie oben ausgefiihrt, beruht jedoch die Abschétzung des Approximationsfaktors bei
Algorithmen, die mit der Primal-Dual-Methode entwickelt wurden, auf dem Vergleich
mit einer zulédssigen dualen Losung. Die Primal-Dual-Methode eignet sich also nicht da-
zu, mit Hilfe der angegebenen Formulierung des k-EDPWMA-Problems als ganzzahliges
lineares Programm einen Approximationsalgorithmus zu entwickeln.

49



3 Kantendisjunkte Wege
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4 Das Single Power k.-EDPWMA
Problem

4.1 Einleitung

In Abschnitt 3.5.5 wurde gezeigt, dass der Approximationsfaktor des LDMW-Algorith-
mus k ist. Fiir beliebiges k gibt es Beispiele, in denen der Approximationsfaktor diesen
Approximationsfaktor auch tatséchlich erreicht. Allerdings gibt es in diesen Beispielen
sehr grofie Unterschiede in den Kantengewichten. Deshalb ist die Frage interessant, ob
ein besserer Approximationsfaktor erreicht werden kann, wenn keine so groflen Unter-
schiede in den Kantengewichten vorkommen kénnen. Der Extremfall, dass alle Kanten
dasselbe Gewicht haben, soll im folgenden untersucht werden.

Ein denkbares Anwendungsszenario fiir dieses Problem ist, dass eine Menge identischer
Sensoren gegeben ist, die nicht mit verschiedenen Energiestufen senden kénnen, sondern
nur die Wahl zwischen senden oder nicht senden haben.

In der Literatur wurde die Idee, nur eine Energiestufe zuzulassen, in der ein Knoten sen-
den kann, schon in [3] bei der Untersuchung des Broadcast-Problems verwendet. Es wur-
de gezeigt, dass das Broadcast-Problem auch bei nur einer Energiestufe NP-vollstandig
bleibt. Wie weiter unten gezeigt wird, gilt das auch fiir das k-EDPWMA-Problem.

In [17] wird das sogenannte (1)-Modell vorgeschlagen, bei dem Unit-Disk-Graphen be-
trachtet werden und der Abstand zwischen je zwei Knoten durch eine positive Konstan-
te dy nach unten beschrénkt ist. Unser Modell entspricht dem €2(1)-Modell mit unterer
Schranke dy = 1.

Im Folgenden wird in Abschnitt 4.2 das Single Power k-EDPWMA-Problem formal
definiert und gezeigt, dass es wie das k--EDPWMA-Problem NP-vollstéindig ist. In Ab-
schnitt 4.3 wird gezeigt, wie eine Menge von k kantendisjunkten Wegen mittels der
Knoten, durch die alle Wege fiihren, zerlegt werden kann. Diese Zerlegung wird dabei
helfen, in Abschnitt 4.4 eine obere Schranke fiir das Gewicht dreier inklusionsminima-
ler Wege minimaler Energie in Abhéngigkeit von der Energie anzugeben. Mit dieser
Schranke kann schlieflich der Approximationsfaktor des LDMW-Algorithmus im Fall
k = 3 exakt angegeben werden. Es wird sich zeigen, dass der Approximationsalgorith-
mus beim Single-Power-Problem im Fall £ = 3 signifikant besser abschneidet als im
k-EDPWMA-Problem mit beliebiger Energie.
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4 Das Single Power k-EDPWMA Problem

4.2 Das Single Power .--EDPWMA Problem
(k--SPEDPWMA)

Definition 12. Sei D = (V, A) ein gerichteter Graph und s,t € V. k-SPEDPWMA
ist das Problem, k kantendisjunkte Wege P = {Py,..., Py} zu finden, so dass | V(P) |
minimal ist.

Dieses Problem ist dquivalent zum Problem A-EDPWMA mit Graph D = (V) A),
Knoten s, ¢ und konstanter Gewichtsfunktion w : A — R™,w = 1, denn es gilt

E(P) = Z (vygeaé{(mw(v,u) = Z 1=|V(P)|—-1

veV(P) veV(P)\{t}

und die Konstante —1 spielt bei der Optimierung keine Rolle.

Es ist einfach zu sehen, dass --SPEDPWMA NP-vollsténdig ist: Wird im Beweis zu
Satz 6 (Q = 1 gesetzt, so erhélt man einen NP-Vollstandigkeitsbeweis fiir --SPEDPWMA.
Allerdings ist es dann nicht mehr moglich, eine obere Schranke fiir die Approximierbar-
keit wie im Beweis von Satz 8 zu zeigen. Da k-SPEDPWMA ein Spezialfall von k-
EDPWMA ist, konnen natiirlich dieselben Approximationsalgorithmen verwendet wer-
den und eine obere Schranke fiir den Approximationsfaktor bleibt bestehen. Andererseits
muss eine Schranke, die im allgemeinen Fall scharf ist, hier nicht mehr scharf sein. Fiir
den LDMW-Algorithmus wird im folgenden gezeigt, dass im Fall £ = 3 der Approxima-
tionsfaktor fiir k-SPEDPWMA besser ist als fiir --EDPWMA.

4.3 Zerlegung von £ kantendisjunkten Wegen

Um die Schreibweise in den folgenden Beweisen zu vereinfachen, ist es sinnvoll, einige
Notationen einzufiihren:

Notation 1. Sei P = {P,..., P} eine Menge inklusionsminimaler kantendisjunkter
Wege von s nach ¢t und s = vy,v,...,v,_1,v; = t die Knoten, die von allen Wegen
besucht werden.

e Pi(vy,,v,) bezeichne das Wegstiick des Weges P; zwischen den Knoten v, und v,
(ted{l,....k},mmne{l,....1}).

o 7;(vy,) = j falls v, als j-ter Knoten vom Grad k von P; besucht wird

Anmerkungen: Da inklusionsminimale Wege zyklenfrei sind, sind P;(vy,, v,) und m;(vy,)
wohldefiniert.

Satz 16. Seien Pi,. .., P, innklusionsminimale kantendisjunkte Wege von s nach t und
s = vy,0V,...,0_1,v =t die Knoten, die auf allen k Wegen liegen. Dann ist die Rei-
henfolge, in der diese Knoten auf den Wegen liegen, bei allen Wegen dieselbe.
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4.3 Zerlegung von k kantendisjunkten Wegen

Beweis. O.B.d.A. seien die Knoten entsprechend ihrer Reihenfolge auf dem Weg P;
indiziert, also m(v;) = j fiir alle j € {1,...,l}. Angenommen es existieren v,, und v,
mit m < nund j € {1,...,k}, so dass mj(v,) < 7;(vs), d. h. vy, liegt auf P, vor v, aber
auf P; nach v,. Dann lassen sich P, und P; folgendermaflen zerlegen:

Py = Pi(s,vm) ® Pi(vm,v,) @& Py(vn, 1)
P; = Pj(s,vn) ® Pj(vn, vm) © Pj(vm, t).

Ersetzt man nun P, und P; durch

P = Pi(s,vy,) ® Pj(vm, t)
P]{ = Pj(S,Un) D Pl(vmt)a

so erhdlt man k kantendisjunkte Wege P’ = (P, P, ..., Pj_1, P}, Pjy1,..., Py) mit
E(P') C E(P). Dies ist ein Widerspruch zur Inklusionsminimalitét von P, ..., P,. O

Abbildung 4.1: Oben sind die Wege P; und P; wie im Beweis zu Satz 16 dargestellt. Diese
koénnen wie unten abgebildet ersetzt werden.

Satz 17. Seien P = (Py, ..., Py) kinklusionsminimale kantendisjunkte Wege von s nach
t, s =0v1,vVg,...,u_1,u; =t die Knoten, die auf allen k Wegen liegen und u ein weiterer
Knoten, der auf mindestens einem Weg P; liegt. Dann gilt: Ist u € V(P;(Vpm, Ums1)) und
u e V(P;) , so auch u € V(P;(Vp, Vmt1))-

Beweis. Angenommen u € V(P;(Vy, Vm+1)) und v € V(Pj(Vy41,t)). Dann konnen P
und P; folgendermaflen zerlegt werden:

]Di - -P”i(87vm) S B(Um, U) S -ZDZ(U’J Um—i—l) S ]Di(vm—i-lv t)
Pj = Pj(savm) S Pj(”mavm+1> D Pj(varla u) D Pj(u>t)
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4 Das Single Power k-EDPWMA Problem

Diese Zerlegung ist in Abbildung 4.2 oben dargestellt.
Damit koénnen zwei kiirzere Wege P/ und P; definiert werden:

Pi/ = Pi(sa UM) D Pi(vmv u) D Pj(uvt)
‘P]{ = F)j(sﬂ Um) S F)j(v’fmvm-i-l) S B(Um-H?t)

Diese Wege sind in Abbildung 4.2 unten dargestellt.

Werden P; und P; durch P bzw. P} ersetzt, so erhélt man & Wege P’ mit E(P") C E(P),
da die Teilstiicke P;(u, Uy41) und Pj(vy,41, w) nicht mehr benétigt werden. Dies steht im
Widerspruch zur Inklusionsminimalitét von P. Also u ¢ V(P;(vp41,1)).

Analog zeigt man u ¢ V(P;(s, vy,)). Folglich u € V(P;(vym, Vm+1))- O
v
S Um Um+1 t
v
S Um Um+1 t

Abbildung 4.2: Oben sind die Wege P; und P; wie im Beweis von Satz 17 dargestellt. Diese
konnen wie unten abgebildet ersetzt werden.

Aufgrund der beiden obigen Sétze ist es moglich, eine Menge P von k kantendisjunkten
Wegen P = {P,... P} mit Hilfe der Knoten, die von allen Wegen besucht werden, in
Teilstiicke zu zerlegen. Seien s = vy, vy, ..., v; = t die Knoten, die (in dieser Reihenfolge)
von allen k& Wegen besucht werden. P(v;, v;11) bezeichne die Wegstiicke zwischen v; und
Vit1:

P(vi,vig1) = {P1(vi, vig1), - - -, Pe(vi, vig1) }
4.4 Gewicht und Energie bei drei Wegen

In diesem Abschnitt wird mit Hilfe der obigen Zerlegung inklusionsminimaler kantendis-
junkter Wege gezeigt, dass fiir das Gewicht dreier Wege eine obere Schranke angegeben
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4.4 Gewicht und Energie bei drei Wegen

werden kann, die nur von der Energie abhéngt. Dies wird im ndchsten Abschnitt dazu ver-
wendet, den Approximationsfaktor des LDMW-Approximationsalgorithmus, angewandt
auf .-SPEDPWMA | im Fall £ = 3 exakt anzugeben.

Satz 18. Seien k = 3 und P = {Py, P, P3} drei inklusionsminimale kantendisjunkte
Wege minimaler Energie.
Dann gilt: W (P) < 2E(P).

Beweis. Seien s = vy,...,v = t die Knoten aus V(P), die von allen drei Wegen (in
dieser Reihenfolge) besucht werden.

Wir betrachten zunéichst einen einzelnen Abschnitt P(v;, v;11). Die unmittelbaren Nach-
folger von v; auf P;, Py, P; werden mit uq, us, us bezeichnet. Aus der Kantendisjunktheit
von P folgt, dass sie paarweise verschieden sind.

Beh.: Fiir jeden Abschnitt P(v;,v;y1) gilt: W(P(vi, vip1) < 2E(P(vi, vi41)

Zum Beweis ist eine Fallunterscheidung danach notwendig, ob v;,; direkter Nachfol-
ger von v; auf einem der Wege ist oder nicht. Aus der Zerlegung der Wege folgt, dass
hochstens einer der direkten Nachfolger von v; von allen Wegen besucht werden kann.

e Fall 1: v; 4y € {uy,us, uz}, 0.B.d.A. v = uy
In diesem Fall ist einer der direkten Nachfolger von v;, 0.B.d.A. us, der néchste
Knoten, der von allen Wegen besucht wird. Nun wird eine Fallunterscheidung
danach gemacht, ob einer der anderen Wege iiber den jeweils anderen direkten
Nachfolger verlauft oder nicht.

— Fall 1.1: ug ¢ V(P,) und uy ¢ V(Ps)
In diesem Fall verlaufen die beiden noch iibrigen Wege, P; und Pj, jeweils
nur iiber u; und ug. Dieser Fall ist in Abbildung 4.3 dargestellt. Es gilt dann:

Uy

v; € U2 = Vi41

e
us

Abbildung 4.3: Fall 1.1 der Fallunterscheidung.

dout (Uz) + dout (ul) + dout (Ug) =5

— Fall 1.2: Genau ein Weg, 0.B.d.A. P;, geht durch u; und usg.
Dieser Fall ist in Abbildung 4.4 dargestellt und es gilt:
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4 Das Single Power k-EDPWMA Problem

U1

U2 = Vit1

us

Abbildung 4.4: Fall 1.2 der Fallunterscheidung.

dout(vi) + dout (ul) + dout(“S) =6

— Fall 1.3: Sowohl P; als auch P; gehen durch u; und wus.
Dann bilden P (uy,u3) und Ps(us,u1) einen Zyklus. Dies ist ein Widerspruch
zur Inklusionsminimalitéit von Py, Py, Ps!

Insgesamt gilt im Fall 1, d. h. wenn einer der direkten Nachfolger von v; auf einem
der drei Wege v, ist, also:

W (P(vi,vi41)) = [E(P(vi, vi41))]|
= dout (Vi) + dout (U1) + dowe (u3)
+ > ot (V)
VEV (1,i+ 1)\ {4,011 1,u1,u3}
< 6+ 2(|V(P(vi, vig1))| — 4)
=2(|V(P(vi, vis1))| — 1)

e Fall 2: Im Fall 2 gehen durch keinen der direkten Nachfolger von v; alle drei Wege,
also Vit1 ¢ {Ul,UQ, U3}.
In diesem Fall werden wiederum drei Félle unterschieden: In 2.1 gibt es einen
Weg, der durch alle drei direkten Nachfolger von v; geht. In 2.2 gibt es keinen
Weg, der durch alle drei Nachfolger geht, aber mindestens ein Weg geht durch
zwei Nachfolger von v;. In 2.3 geht jeder Weg nur durch genau einen direkten
Nachfolger von v;.

— Fall 2.1: Es gibt einen Weg, 0.B.d.A. P;, der durch u,us und us, 0.B.d.A.
in dieser Reihenfolge, verlduft.
Dieser Fall ist in Abbildung 4.5 dargestellt. Da aus der Inklusionsminimalitét
der Wege folgt, dass es keine Zyklen geben kann, gilt:
x uy ¢ V(Py), sonst Zyklus Py (uq,us) ® Po(ug, uy).
x uy ¢ V(Ps), sonst Zyklus Py (uq) @ Py (ug, ug) ® Ps(ug, uy)
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4.4 Gewicht und Energie bei drei Wegen

U1

V; © Vi
7 Us 1+1

u3

Abbildung 4.5: Fall 2.1: P; geht durch w1, us und us. Dann kann P, nur durch us und P3 nur
durch ug gehen.

x us & V(Ps), sonst Zyklus Py (us, uz) ® Ps(us, us).

x ug ¢ V(Py), sonst doy(ug) =3
Daraus folgt, dass die Wege P; bzw. P3 von den direkten Nachfolgern von v;
nur us bzw. us besuchen konnen, also:

out (V3) + doug(u1) + doug(ug) + doyg(uz) =3+14+24+2=38

— Fall 2.2: Es gibt keinen Weg, der durch alle drei Knoten uy, us, ug geht, aber
mindestens ein Weg, 0.B.d.A. Py, verlauft durch zwei Knoten, 0.B.d.A. uy, us.
Dann gelten auf jeden Fall:

x uy ¢ V(Py), sonst Zyklus Py (uy,us) @ Pa(ug, uq).

x us & V(Ps), sonst doyg(uz) = 3.
Es bleiben also fiir P, noch die Méglichkeiten, nur iiber us zu verlaufen oder
iiber us und ug. Fiir P3 bleiben noch die Moglichkeiten iiber w3 oder iiber ug
und uq.

Wir machen zunéchst eine Fallunterscheidung nach dem Verlauf von P, also
danach, ob uz € V(P,) oder nicht.

« Fall 2.2.1: P, verlduft nicht iiber ug, d. h. ug ¢ V(P). In diesem Fall
bleiben fiir P3 noch die Moglichkeiten iiber uz und u; oder nur iiber us.
Wir machen nun eine Fallunterscheidung danach, ob u; € V(P3) oder
nicht.

- Fall 2.2.1.1: P; verlduft nicht iiber uy, also uy ¢ V(P3). Dieser Fall
ist in Abbildung 4.6 dargestellt und es gilt:

out (V3) + dous(u1) + doug(ug) + doug(uz) =3+142+1=7

- Fall 2.2.1.2: P; verlduft iiber u, also u; € V(Ps). Dieser Fall ist in
Abbildung 4.7 dargestellt und es gilt:

dout(vi> + dout(ul) + dout(“?) + dout(u?)) =3+2+2+1=28
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4 Das Single Power k-EDPWMA Problem

u1

V; s
7 Us i+1

e
us

Abbildung 4.6: Fall 2.2.1.1 der Fallunterscheidung.

U1

V; Vs
7 Us i+1

v
us

Abbildung 4.7: Fall 2.2.1.2 der Fallunterscheidung.

« Fall 2.2.2: P, verlduft iiber ug, also ug € V(P). Insgesamt verlduft also
P, iiber u; und us und P iiber us und wus. Dieser Fall ist in Abbildung
4.8 dargestellt.

Es muss dann gelten:

- ug & V(P3), sonst Zyklus Py(ug, us) @ Ps(us, us)
- uy ¢ V(Ps3), sonst Zyklus Py (uy, ug) @ Py(ug, uz) & Ps(us, uy)
P3 kann in diesem Fall also nicht iiber u; verlaufen und es gilt:

Aout (Vi) + dowt(u1) + doug(u2) + doe(uz) =3 +14+2+2=28

— Fall 2.3: Jeder der drei Wege verlduft nur durch einen der direkten Nachfolger

von v;, also ug,uz ¢ V(Py), ui,us ¢ V(P,) und uy,us ¢ V(Ps). Dies ist der
einfachste Fall und es gilt:

Aout (Vi) + dout(u1) + dour(u2) + doe(uz) =3 +1+1+1=6

Auch im Fall 2, in dem keiner der direkten Nachfolger von v; von allen drei Wegen
besucht wird, gilt also die folgende Ungleichung zwischen dem Gewicht und der
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U1

V; © Vi
7 Us 1+1

u3

Abbildung 4.8: Fall 2.2.2 der Fallunterscheidung.

Anzahl der besuchten Knoten:

W(P(vi; vis1)) = [E(P(vi, vit1))]
- dout(vi) + dout(ul) + dout(“?) + dout(ui’))

- > o (v)

veV (P (v3,vi41))\{vs,vi41,u1,u2,u3}
<8+ 2(|V(P(vi, vi1))| = 5)
= 2(|V(P(vi, vi1))] — 1)

Wir haben also gezeigt, dass fiir jedes Teilstiick P(v;, v;1) die Ungleichung
W (P (vi,vi41)) < 2(] V(P(vi, vi41)) — 1) [)

gilt und damit fiir das Gewicht der ganzen Wegemenge:

-1 -1
W(P) =Y W(Pv;,v41)) <2 | V(P(v;,041)) | =21

=0 =0

Aufgrund von Satz 17 kann jeder Knoten v € V(P) \ {vy, ..., v} genau einem Teilstiick
zugeordnet werden. Die Knoten v; fiir ¢ = 1,...,1 — 1 sind dagegen sowohl in Pw;_q,v;)
als auch in Pw;, v;41). Daher gilt:

-1
S V(P vi41)) |=| V(P) | +1 -1

i=0
Durch Einsetzen ergibt sich schliefilich die Aussage des Satzes:

W(P)<2(|V(P)|+l—1)=20=2(] V(P)| —1) = 2E(P)
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4 Das Single Power k-EDPWMA Problem

4.5 Der Approximationsfaktor des LDMW-Algorithmus
im Single-Power-Problem fiir £ = 3

Satz 19. Firk = 3 ist 2 eine obere Schranke fiir den Approzimationsfaktor des LDMW-
Algorithmus angewandt auf das Problem k-SPEDPWMA.

Beweis. Zu einer energieminimalen Wegemenge P* ldsst sich eine inklusionsminimale
Wegemenge P mit gleicher Energie konstruieren, d. h. £(P) = E(P*) = &t Nach Satz
18 gilt W(P) < 2E(P) = 2&,,t. Da der Approximationsalgorithmus eine Lésung P’
minimalen Gewichts berechnet und die Energie einer Wegemenge nach Satz 1 immer
kleiner ist als ihr Gewicht folgt £(P) < W (P') < W(P) < 2E(P) = 2Ept. O

Satz 20. Fiirk = 3 ist der Approximationsfaktor des LDMW-Approximationsalgorithmus
angewandt auf das Problem k-SPEDPWMA genau 2.

Beweis. Nach Satz 19 ist 2 eine obere Schranke fiir den Approximationsfaktor. Um die
Aussage zu zeigen geniigt es also, ein Beispiel anzugeben, bei dem diese obere Schranke
auch erreicht wird. Ein solches Beispiel ist in Abbildung 4.9 abgebildet. Der Weg P, =

Uu2 Ug
1 »

(%)) Vg ]

V1 3 Us

u3

u’ Ull /Ué Ué ’UZ/L Ufr, Uém—f) vém—4 Uém—‘s Uém_z ’UénL—l /Uém
Abbildung 4.9: Die Lésung des Approximationsalgorithmus ist in diesem Beispiel um den Fak-
tor 2 schlechter als die optimale Losung.

S— U] — V] — Uy —...— Vg —uy —t (in Abbildung 4.9 blau dargestellt) enthélt 2m + 3
Kanten, also W(P;) = 2m + 3. Der Weg P, = s —us — Vg — Uy — Vg — ... — Uy —
Vo — uy — t (in Abbildung 4.9 griin dargestellt) enthdlt 2 + (m — 1) + 2 Kanten, also
W(Py) = m+ 3. Der Weg P; = s —u3 —v1 — VU3 — U5 — ... — U3 — Vg1 — U5 —
t (in Abbildung 4.9 rot dargestellt) enthélt ebenfalls m + 3 Kanten, also W (FP,) =
m + 3. Der Weg Pp = s —u — v} — vy — ... — v, —t (in Abbildung 4.9 schwarz
dargestellt) enthilt 2m+2 Kanten, also W (Pg) = 2m+2. Der Approximationalgorithmus
wéhlt nun die drei Wege mit minimalem Gewicht, also P’ = {P;, P,, Pg}. Diese haben

eine Energie von E(P') =| {s,ug, us,v1,va,..., Vo, uh, us, v v, ..., 05, } |= 4m + 6.
Andererseits ist die energieoptimale Losung P* = {P;, P, Ps}. Diese hat die Energie
E(P*) =| {s,u1, ug, ug, U1, Vg, . . ., Vo, Uy, uh, us} |= 2m + 7. Es folgt also:

E(P') 4m+6

_ .9
EP)  2m+7 (m = o0)

Da m beliebig grofl gewahlt werden kann, wird der Faktor 2 beliebig nahe angenéhert,
d. h. der Approximationsfaktor ist 2. O]
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4.6 Untere Schranke fiir den Approximationsfaktor fiir grofere k

Es konnte also gezeigt werden, dass der Approximationsfaktor des LDMW-Approxi-
mationsalgorithmus fiir das Single-Power-Problem im Fall £ = 3 gleich 2 ist, wahrend
bei beliebig vielen Energiestufen nur ein Faktor von 3 erreicht werden kann.

4.6 Untere Schranke fiir den Approximationsfaktor fiir
groBere k

Wihrend es gelungen ist, den Approximationsfaktor des LDMW-Algorithmus im Single-
Power-Problem fiir den Fall £ = 3 exakt anzugeben, ist dies fiir gréflere k leider nicht
gelungen. Da das Single-Power-Problem ein Spezialfall des allgemeineren k-EDPWMA-
Problems ist, ist k selbstverstindlich auch hier eine obere Schranke fiir den Approxi-
mationsfaktor. Allerdings ist es im Rahmen dieser Arbeit nicht gelungen, ein Beispiel
anzugeben, das zeigt, dass diese Schranke fiir groflere k£ auch im Single-Power-Fall scharf
ist. Stattdessen soll im néchsten Satz durch Verallgemeinerung des Beispiels im Beweis
von Satz 20 fiir bestimmte k£ eine untere Schranke gezeigt werden, die sich aber von der
oberen Schranke k unterscheidet.

Satz 21. Ist k von der Form k = @ fireinl € N, so ist 1—1—% eine untere Schranke fiir
den Approximationsfaktor des LDMW-Algorithmus angewandt auf das k-SPEDPWMA-
Problem.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Angabe eines Beispiels, das eine Verallgemeinerung
des Beispiels im Beweis von Satz 20 ist. Sei n € N und m = @ Zur Vereinfachung
nl!

der Schreibweise werden die Abkiirzungen s = nl! und r = 5 eingefiihrt. Wir definieren

nun einen gerichteten Graphen D = (V, A) mit

~

V=VuViu...uv,
l %
A:UUAUUA’IU...UA;H
i=1j=1

mit V= {s,t} U{ujui; | i =1,...;55 = 1,...;if U{y; | i = 1,...,8} V] =

Vi, v, pfiri=1,... mfiri=1,...,m.

s Yir

Fiir jedes ¢ werden Kantenmengen A, ; definiert, fiir j =1

A’i,l - {<87 ui,l); (ui,h UO)a (UO, U’i)7 (via U?i)) ey (/Unl!f’iy /Unl!)a (Usa u;l)a (u;]) t)}

und fiir j =2,...,4

Az‘,j = {(37 ui,j)7 (ui,j; Uj—l)a (Uj—h Uj—l—‘ri)a ceey (Us-i-j—ia Ui-,j), (ué,j, t)}

auBerdem firi =1,...,m

A; = {(57 Ug,l)? (Ug,la Ug,Q)v R (vg,rflv U;,r)v (Uz/',ra t)}
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4 Das Single Power k-EDPWMA Problem

Die Mengen A, ; bzw. A; kénnen als Kanten von (kantendisjunkten) Wegen P, ; bzw.
P! aufgefasst werden (1 =1,...,0;7=1,...,45;v =1,...,m). Dadie P, ; im wesentlichen
Kanten enthalten, die : Knoten iiberspannen, sprechen wir im Folgenden von Wegen der
“Schrittweite” i. Die Wege P, ; sind in Abbildung 4.10 die oberen, farbig dargestellten,
Wege, wihrend die Wege P/ die unteren, schwarz eingezeichneten, sind. Fiir das Gewicht
der Wege, d. h. die Anzahl ihrer Kanten, gilt

442 =44" fallsj=1
Wip : 2 4.1
(Fij) {3+§:3+"7” sonst -y
) nl!
Wp)=r+l=1+7= 2

fir(t=1,....;Lj=1,...,5v=1,...,m).

Es ist klar, dass die Wege der “Schrittweite” [, also P i,..., F; | kantendisjunkte
Wege minimalen Gewichts in D sind (wenn auch nicht eindeutig). Falls die Zahl der
(kantendisjunkten) Wege erhoht werden soll, so steigt das Gewicht bei Hinzunahme
eines “oberen” Weges, also eines Weges, der iiber ein u;; (1 = 1,...,0;5 = 1,...,19)
fithrt, mindestens um 3 + % Die (in der Zeichnung) unteren Wege P’ haben dagegen

. . 1 . . .
nur ein Gewicht von 1 + l’i—ll Es werden also erst diese Wege genommen, bis alle diese

Wege zur Wegemenge gehoren. Insgesamt wurden dann [ +m = [ + Lo @ =k

(
2
Wege gefunden.
Die Wege Puying = (P1,-.., Py, Pl,..., P),) sind also k kantendisjunkte Wege mini-
malen Gewichts. Die Energie dieser Wege betragt

E(Puinc) =1+1+(s+1)+1+mr

—1) nl! !
:2+2l+nl!+l(l2 )lnll znél +nl!+2l+2:(1+é)nl!+2l+2.

Die Energie der k kantendisjunkten Wege E(Puing) = P11, P21, Pao, ..., Py betrégt
hingegen
E(Pumg) =1+k+(s+1)+k=nl+ 2k + 2.

Fiir den Quotienten gilt also

E(Puinc) (L4 Dnll+20+2 l
= — 14+ = — .
E(Poinp) nll + 2k + 2 tg (n=)
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4.6 Untere Schranke fiir den Approximationsfaktor fiir grofere k

uj g

u3,3

U9 2
v 74 /
1,1 V] 9 1,3 V1,4
vh v} v
2,1 V2,2 2,3 2,4
/ o / o v I / / /
V31 V3.2 V3.3 U34 U35 U36 U3 r—3 U3,r—2 U3,r—1 U3,

Abbildung 4.10: Der Graph D aus dem Beweis zu Satz 21 fiir k = 6, also [ = 3 und m = 2.
Die Wege der “Schrittweite 3", P31, P32, P33, sind in rot, griin und blau
eingezeichnet. Die Wege der “Schrittweite” 2, P51 und P2, sind in gelb und
grau eingezeichnet und der Weg P;; der “Schrittweite” 1 in schwarz. Die
unteren schwarzen Wege sind die Wege Pj, Pj und Pj.
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b Experimentelle Ergebnisse

5.1 Hilfsmittel

Zur Duchfithrung der Experimente wurden die Java-Klassenbibliothek yFiles und der
Grapheneditor yEd der Tiibinger Firma yWorks GmbH verwendet. Die Bibliothek yFi-
les stellt effiziente Iplementierungen von Datenstrukturen fiir Graphen bereit, sowie ei-
ne Vielzahl von wichtigen Graphen- und Netzwerkalgorithmen [12]. Im Rahmen dieser
Arbeit waren insbesondere die Algorithmen zur Berechnung maximaler Fliisse, Fliisse
minimaler Kosten und langster Pfade von Bedeutung. Zur Berechnung maximaler Fliisse
wird die Preflow-Push-Methode eingesetzt, die fiir ein Netzwerk mit n Knoten und m
Kanten sowie einem maximalen Knotengrad d,,.x im schlimmsten Fall eine Laufzeit in
O(dmaxn*y/m) hat. Zur Berechnung von Fliisen minimaler Kosten wird ein pseudopo-
lynomieller Algorithmus mit einer Laufzeit in O(m log(cmax)(m + nlogn)) verwendet,
wobel ¢ die maximale Kantenkapazitdt bezeichne. Da sédmtliche hier verwendeten
Netzwerke eine maximale Kantenkapazitéit c,.x = 1 haben, um die kantendisjunktheit
der so gefundenen Wege sicherzustellen, ergibt sich fiir die Zwecke dieser Arbeit eine
polynomielle Laufzeit in O(m? 4+ mnlogn).

yEd ist ein in Java implementierter Grapheneditor, der zur Erzeugung und Darstellung
von Graphen verwendet werden kann, und durch sogenannte Module einfach erweiterbar
ist. Im Rahmen dieser Arbeit entstanden die Module NetworkGenerator , FindSource-
Sink , CountDisjointPaths , ComputeMinCostPaths , DirectGraph und ExactAcyclicSo-
lution , die in Abschnitt 5.2 vorgestellt werden sollen.

Zum Erzeugen der Diagramme in diesem Kapitel wurde die Statistiksoftware R ver-
wendet [24], [30].

5.2 Die yEd-Module

5.2.1 Das Modul NetworkGenerator

Wie der Name schon sagt, ist das Modul NetworkGenerator fiir die Erzeugung von
Sensornetzen zustédndig. Dabei werden die folgenden Annahmen gemacht:

e Die Knoten befinden sich auf den Gitterpunkten eines regelméfligen Gitters.
e Auf jedem Gitterpunkt kann sich hochstens ein Knoten befinden.

e Alle Knoten haben omnidirektionale Antennen und dieselbe maximale Sendeener-
gie.
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5 Experimentelle Ergebnisse

e Die Knoten sind auf den Gitterpunkten gleichverteilt.

Als Parameter werden die Lénge und Breite des Gitters, die Anzahl der Knoten, der
Senderadius der Knoten und die Verlustkonstante a angegeben. Die Angabe des Sen-
deradius R der Knoten legt bei gegebenem o die maximale Sendeenergie &,,,x der Knoten
fest, denn es gilt: £ = R

5.2.2 Das Modul FindSourceSink

Das Modul FindSourceSink dient zur Angabe von Quelle und Senke bzw. von Sender
und Empfianger. Als Parameter werden die Knotennummern der entsprechenden Knoten
verlangt. Falls die Knotennummern nicht existieren, so werden zwei Knoten zufillig als
Quelle und Ziel ausgewahlt. Die Quelle wird griin markiert, wihrend das Ziel rot markiert
wird.

5.2.3 Das Modul CountDisjointPaths

Das Modul CountDisjointPaths berechnet die maximale Anzahl kantendisjunkter Wege
im Netzwerk bei gegebenem Start- und Zielknoten. Wie in Abschnitt 3.2 erwahnt, kann
dies mit Algorithmen zur Berechnung maximaler Fliisse erfolgen. In Modul CountDis-
jointPaths kommt die in in Abschnitt 5.1 erwéhnte Implementierung der Preflow-Push-
Methode zum Einsatz. Die gefundenen Wege, die im Graphen rot markiert werden,
wahrend alle anderen Kanten in einem hellen Grau dargestellt werden, haben nicht mi-
nimales Gewicht.

5.2.4 Das Modul ComputeMinCostPaths

Das Modul ComputeMinCostPaths bekommt als Parameter die gewiinschte Anzahl von
Wegen und berechnet entsprechend viele Wege minimalen Gewichts bzw. gibt eine Feh-
lermeldung aus, falls so viele Wege nicht existieren. Wie beim Modul CountDisjointPaths
werden die Kanten, die zu den gefundenen Wegen gehoren, im Graphen rot dargestellt,
wahrend alle anderen Kanten in einem hellen Grau dargestellt werden. Aus Griinden der
einfacheren Implementierbarkeit wurde hier nicht der Algorithmus von Suurballe imple-
mentiert, sondern das Problem als Minimalkostenflussproblem formuliert und mit dem
in Abschnitt 5.1 erwihnten Algorithmus gelost. Uber die Konsole wird die Energie der
Wege minimalen Gewichts, also der Wert einer LDMW-Approximation ausgegeben. Ein
Beispiel fiir ein Netzwerk, in dem ein Start- und ein Zielknoten ausgezeichnet sind und
die drei Wege minimalen Gewichts berechnet wurden, ist in Abbildung 5.1 dargestellt.

5.2.5 Die Module DirectGraph und ExactAcyclicSolution

Die Module DirectGraph und ExactAcyclicSolution implementieren zusammen die ESAS-
-Heuristik zur Bestimmung von k& kantendisjunkten Wegen aus Abschnitt 3.5.4. Sie set-
zen die Existenz einer Quelle und einer Senke voraus, konnen also erst nach Anwendung
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5.2 Die yEd-Module

von FindSourceSink angewandt werden. DirectGraph enthélt eine Implementierung des
Algorithmus zur Konstruktion azyklischer Subgraphen (Algorithmus 4). ExactAcyclic-
Solution setzt einen azyklischen Graphen mit gegebener Quelle und Senke voraus und
berechnet in diesem die drei Wege minimaler Energie mit dem FEAS-Algorithmus aus
Abschnitt 3.5.3 . Die Beschrankung auf & = 3 liegt hauptséchlich an der Komplexitét
der Algorithmen fiir grofere k. In Abbildung 5.2 ist das Ergebnis der Anwendung der
beiden Module auf den Graphen aus Abbildung 5.1 zu sehen.

Leider ist die Speicherkomplexitdt der hier verwendeten Implementierung des exak-
ten Algorithmus fiir azyklische Graphen sehr hoch: Fiir jedes Knotentripel aus Knoten
einer Schicht werden die minimale Energie, mit der es erreichbar ist, sowie die drei
Vorgéngerkanten gespeichert. Insbesondere wird auch fiir solche Tripel Speicher reser-
viert, zu denen es keine drei Wege gibt. Durch Zugesténdnisse bei der Laufzeit (die sich
weniger als Problem herausgestellt hat) kénnte der Speicherbedarf also reduziert werden,
indem nur noch fiir Tripel Speicherplatz reserviert wird, die auch gemeinsam erreicht
werden konnen. Es hat sich herausgestellt, dass es auf der verwendeten Hardware mit
512 MB Hauptspeicher bei etwas dichteren Graphen schnell zu einem Speicheriiberlauf
kommt. In der Tabelle in Abschnitt 5.3.3 sind einige Kombinationen von Knotenanzahl
und Senderadius aufgefiihrt, fiir die es in der Regel mit dieser Hardware keine Probleme
gab.
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5 Experimentelle Ergebnisse

Abbildung 5.1: Ein Graph mit einem 1000 x 1000-Gitter, 100 Knoten Radius 200 und Ver-
lustkonstante o = 2. Start- bzw. Zielknoten sind griin bzw. rot markiert. Die
roten Kanten gehoren zu den drei Wegen minimalen Gewichts vom Start- zum
Zielknoten. Die Energie dieser Wege betrigt 388861.
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5.2 Die yEd-Module

Abbildung 5.2: Der ayzklische Subgraph des Graphen aus Abbildung 5.1 mit den drei Wegen
minimaler Energie vom Start- zum Zielknoten. Die Energie dieser Wege betragt
295739. Dies bedeutet eine um knapp 24 Prozent niedrigere Energie gegeniiber
den Wegen minimalen Gewichts.
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5 Experimentelle Ergebnisse

5.3 Experimente

Bei den folgenden Experimenten wurde ausnahmslos ein Netzwerkmodell mit omnidirek-
tionalen Antennen verwendet. Auflerdem wurde vereinfachend angenommen, dass alle
Knoten dieselbe maximale Sendeenergie bzw. denselben Senderadius haben. Die Knoten
wurden auf einem quadratischen Gitter der Grofie 1000 entsprechend der Gleichver-
teilung auf den Gitterpunkten platziert. Als Verluskonstante wurde durchweg a = 2
gesetzt.

5.3.1 Anzahl kantendisjunkter Wege

Zunachst wurde die Anzahl kantendisjunkter Wege zwischen zufillig gewdhltem Start-
und Zielknoten fiir verschiedene Anzahlen an Knoten und Radien untersucht. Fiir eine
Anzahl n von Knoten wurden die Daten wie folgt gewonnen: Beginnend mit einem Ra-
dius von 20 wurde der Radius in jedem Schritt um 50 erhoht. Fiir jeden Radius wurden
200 zufillige Graphen mit dem in Abschnitt 5.2.1 beschriebenen Verfahren erzeugt und
in jedem Graphen zufillig ein Start- und ein Zielknoten bestimmt. AnschlieBend wurde
die maximale Anzahl kantendisjunkter Wege zwischen Start- und Zielknoten mit der
Methode aus CountDisjointPaths (vgl. Abschnitt 5.2.3) berechnet. Schliefllich wurde fiir
jede Kombination von Knotenzahl und Radius der Mittelwert iiber alle Zufallsgraphen
gebildet. In Abbildung 5.3 ist die mittlere Anzahl kantendisjunkter Wege fiir Graphen-
groffen von 100, 400 und 700 Knoten in Abhéingigkeit vom Radius abgebildet.

Absolute Anzahl kantendisjunkter Wege

N 100 Knoten
— 400 Knoten
—— 700 Knoten

Anzahl Wege
100 200 300 400 500 600 700
!

0
|

T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 1200 1400

Radius

Abbildung 5.3: Die mittlere Anzahl kantendisjunkter Wege zwischen zufillig gewéhlten Start-
und Zielknoten in zufiilligen Graphen der Grolen 100 Knoten (griin), 400 Kno-
ten (blau) und 700 Knoten (rot).

Wie in Abschnitt 3.2 erklért, ist die Anzahl kantendisjunkter Wege in einem Graphen
mit n Knoten durch n — 1 beschrankt. Bei einem Radius von 0 kann es natiirlich kei-
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5.3 Experimente

nen Weg zwischen zwei Knoten geben, wiahrend es genau n — 1 kantendisjunkte Wege
zwischen je zwei Knoten gibt, wenn der Senderadius so gewéhlt wird, dass der Energie-
kostengraph ein vollstindiger Graph ist (in unserem Beispiel also 1000v/2). Es ist nun
interessant, wie sich die relative Anzahl kantendisjunkter Wege bezogen auf die maxi-
male Anzahl kantendisjunkter Wege bei verschiedenen Graphengréfien in Abhéngigkeit
vom Senderadius verhélt. In Abbildung 5.4 ist diese Grofe fiir Graphengroéfien von 100,
400 und 700 Knoten dargestellt.

Relative Anzahl kantendisjunkter Wege

100
|

—

80
|

% max. Wege
40
!

20
|

100 Knoten
— 400 Knoten
o - —— 700 Knoten
T T T T T T T T

0 200 400 600 800 1000 1200 1400

Radius

Abbildung 5.4: Die mittlere Anzahl kantendisjunkter Wege zwischen zufillig gewéahlten Start-
und Zielknoten in zufélligen Graphen der Grofien 100 Knoten (griin), 400 Kno-
ten (blau) und 700 Knoten (rot) relativ zur maximalen Anzahl kantendisjunkter
Wege.

Es ist deutlich zu sehen, dass die Kurven praktisch identisch sind. Lediglich fiir kleine
Radien ist die relative Anzahl kantendisjunkter Wege fiir Graphen mit weniger Kno-
ten kleiner als fiir Graphen mit mehr Knoten. Fiir nicht zu kleine Radien hingt die
relative Anzahl kantendisjunkter Wege nur vom Senderadius ab, nicht jedoch von der
Anzahl der Knoten im Graphen. Andererseits bedeutet dies, dass die absolute Anzahl
kantendisjunkter Wege bei grofleren Radien linear von n — 1 abhéngt.

5.3.2 Existenz von Wegen im azyklischen Subgraphen

In Abschnitt 3.5.4 wurde eine Heuristik zur Berechnung moglichst energieoptimaler kan-
tendisjunkter Wege vorgestellt, die auf dem exakten Algorithmus fiir azyklische Graphen
basiert. Um diesen Algorithmus anwenden zu kénnen, muss fiir einen beliebigen, nicht
azyklischen, Energiekostengraphen erst mit Algorithmus 4 ein geeigneter azyklischer
Subgraph berechnet werden. Wie dort gezeigt kann es dabei vorkommen, dass es im
azyklischen Subgraphen nicht mehr die geforderte Anzahl an kantendisjunkten Wegen

71



5 Experimentelle Ergebnisse

gibt, obwohl es sie im urspriinglichen Graphen gab. Hier soll deshalb fiir £ = 3 untersucht
werden, wie oft dieser Fall vorkommt.

Fiir verschiedene Knotenanzahlen wurde die relative Haufigkeit der Existenz von drei
Wegen in Abhéngigkeit vom Senderadius der Knoten untersucht. Dazu wurde der Sen-
deradius in Schritten von 5 verdndert. Fiir jede Kombination von Knotenanzahl und
Radius wurden nun 200 Graphen zufillig erzeugt, indem die Knoten gleichverteilt auf
die Gitterpunkte platziert wurden und anschlieBend die Kanten in Abhéngigkeit von
Radius berechnet wurden. Es wurden zuféllig zwei verschieden Knoten als Quelle und
Senke ausgezeichnet und durch Anwendung von Flussmethoden wie im Modul Count-
DisjointPaths (vgl. Abschnitt 5.2.3) die Anzahl der kantendisjunkten Wege bestimmt.
War sie mindestens drei, wurde ein Zéhler hochgezéhlt. Fiir jede betrachtete Kombina-
tion von Knotenanzahl und Radius konnte so durch Divison dieses Zéahlers durch die
Anzahl der erzeugten Graphen, 200, die relative Haufigkeit der Existenz von drei Wegen
berechnet werden.

In Abbildung 5.5 sind fiir 50 und 200 Knoten die relativen Haufigkeiten der Existenz
von drei Wegen bei Radien zwischen 20 und 400 abgebildet. Es zeigt sich, dass es fiir je-
de Knotenzahl einen unteren Grenzradius r, und einen oberen Grenzradius r, gibt. Fiir
Radien kleiner als r, bzw. grofler als r, ist die relative Haufigkeit sowohl im urspriing-
lichen Graphen als auch im azyklischen Subgraphen gleich 0 bzw. 1. Dazwischen steigt
die relative Haufigkeit an, wobei sie hier im azyklischen Subgraphen merklich kleiner ist.
Je grofler die Knotenanzahl, desto kleiner sind r, und r, und desto steiler ist der Anstieg
zwischen r,, und 7.

Existenz von 3 Wegen bei 50 Knoten Existenz von 3 Wegen bei 200 Knoten
o ] - e ]
- patenr ~ - —
o] o)
S 7 ®
2 2 2 3
3 3
e «@©
I I
g < g <
& o 8 o
® °
N ~N
c 7 g
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Abbildung 5.5: Relative Haufigkeit der Existenz von drei Wegen bei 50 und 200 Knoten in
Abhéngigkeit vom Senderadius. Die relative Hiufigkeit im urspriinglichen Gra-
phen ist rot eingezeichnet, wihrend die relative Haufigkeit im azyklischen Sub-
graphen griin eingezeichnet ist.
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Interessant ist in diesem Zusammenhang auch, welchen Einfluss die Sonderbehand-
lung der ein- und ausgehenden Kanten des Startknotens wie in Algorithmus 4 auf die
Wahrscheinlichkeit der Existenz dreier Wege hat. Im Diagramm in Abbildung 5.6 ist am
Beispiel von 100 Knoten die relative Haufigkeit der Existenz von drei Wegen in einem
zufilligen Graphen, in seinem azyklischen Subgraphen nach Algorithmus 4 und in dem
azyklischen Subgraphen, der gewonnen wird, indem nur die Kanten, die auf die Senke
zulaufen, beibehalten werden, dargestellt. Die Daten wurden unter den gleichen Bedin-
gungen wie oben gewonnen. Es wird deutlich, dass die Sonderbehandlung der ein- und
ausgehenden Kanten des Senders einen groflen Einfluss auf die Wahrscheinlichkeit der
Existenz dreier Wege hat.

Existenz von 3 Wegen bei 100 Knoten
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relative Haufigkeit
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Abbildung 5.6: Die Sonderbehandlung der ein- und ausgehenden Kanten der Quelle hat grofien
Einfluss auf die Existenz dreier kantendisjunkter Wege. Es ist die relative
Héufigkeit der Existenz dreier Wege bei 100 Knoten in Abhéngigkeit vom Ra-
dius abgebildet. Rot ist im urspriinglichen Graphen, giin im azyklischen Gra-
phen, bei dem die Kanten der Quelle gesondert behandelt werden und blau im
azyklischen Subgraphen, in dem alle Kanten auf die Senke zulaufen.

5.3.3 Vergleich der ESAS-Heuristik mit dem LDMW-AIgorithmus
fir k=3

In Abschnitt 3.5.4 wurde die ESAS-Heuristik vorgestellt, die auf der Anwendung des
exakten Algorithmus fiir azyklischen Graphen basiert. Dazu ist zuerst die Berechnung
eines azyklischen Subgraphen notwendig, wobei Wege wegfallen konnen. Wie wir jedoch
in Abschnitt 5.3.2 gesehen haben, gibt es fiir jede Graphengrofie einen Senderadius,
ab dem die Existenz von drei kantendisjunkten Wegen sehr wahrscheinlich wird. Selbst
wenn jedoch drei Wege existieren, so kann doch kein Approximationsfaktor angegeben
werden.
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Der LDMW-Algorithmus wurde in Abschnitt 3.5.5 vorgestellt und basiert auf der
Anwendung von Algorithmen zur Bestimmung von kantendisjunkten Wegen minima-
len Gewichts. Falls es drei kantendisjunkte Wege in einem Graphen gibt, so findet der
LDMW-Algorithmus auch drei Wege, die allerdings nicht energieminimal sein miissen.
Fiir den LDMW-Algorithmus kann fiir allgemeine Graphen ein Approximationsfaktor
von k gezeigt werden.

Es ist nun interessant, zu untersuchen, welcher Algorithmus die besseren Ergebnisse
liefert (falls iberhaupt beide ein Ergebnis finden). Dazu wurden fiir verschiedene Kom-
binationen von Graphengrofie (in Knoten) und Senderadius je ungefihr 100 Graphen
erzeugt, zufillige Start- und Zielknoten gewahlt und - falls es auch im azyklischen Sub-
graphen noch drei Wege vom Start- zum Zielknoten gab - beide Algorithmen angewandst.

Die folgende Tabelle enthélt Werte fiir einige Kombinationen von Knotenanzahl und
Radius. Die Spalten & pvw bzw. Egsas enthalten die durchschnittliche Energie von drei
Wegen bei Einsatz des LDMW- bzw. ESAS-Algorithmus; in der Spalte Ersp steht, um
wieviel Prozent Eggag kleiner ist als E,pyw. Die Spalten Min, Max, Drch und Var enthal-
ten die minimale und maximale Ersparnis durch den ESAS-Algorithmus in den einzelnen
Beispielen, die durchschnittliche Ersparnis und die Varianz der Energieeinsparungen.

Knt. | Rad. | &ipmw | Ersas | Ersp. Min Max Drch Var
40 400 | 249503 | 214236 | 14,1 % | -55% | 34,2 % | 11,6 % | 91,3
60 280 | 232501 | 196702 | 15,4 % | -13,0 % | 33,9 % | 13,8 % | 80,3
60 300 | 230660 | 193356 | 16,2 % | -5,0 % | 35,9 % | 14,9 % | 95,3
60 320 | 237026 | 194484 | 17,9 % | -19% | 38,7 % | 16,1 % | 77,7
100 | 180 | 160701 | 140488 | 12,6 % | -6,5 % | 55,0 % | 12,5 % | 104,3
100 | 200 | 165523 | 139428 | 15,8 % | -14,1 % | 39,2 % | 14,5 % | 106,3
100 | 220 | 179506 | 147703 | 17,7 % | -3,8 % | 42,4 % | 16,4 % | 94,2

Es zeigt sich, dass Wege, die durch die ESAS-Heuristik gefunden wurden, im Durch-
schnitt deutlich weniger Energie benotigen als LDWM-Wege. Dass der gesparte Anteil
bei den Durchschnitten (die Spalte Ersp) grofier ist als der Durchschnitt der Einsparun-
gen in den einzelnen Beispielen (die Spalte Drch) liegt wohl vor allem daran, dass die Ein-
sparungen bei den Beispielen mit hohem Energieverbrauch héher ausfallen. Fiir eine feste
Knotenzahl ist die durchschnittliche Energieeinsparung durch den ESAS-Algorithmus
um so hoher, je grofler der Senderadius der Knoten. Es gibt allerdings auch Beispiele,
bei denen der Energieverbrauch der ESAS-Losung hoher ist als der Energieverbrauch
der LDMW-Losung. Dies ist jedoch sehr selten der Fall und wie man in der Spalte Min
sieht, fallt der Mehrverbrauch in der Regel moderat aus.

Vergleicht man die durch den ESAS-Algorithmus gefundenen Losungen mit den LDMW-
-Approximationen, z. B. in den Abbildungen 5.1 und 5.2, so féllt auf, dass die Wege der
ESAS-Losung wesentlich enger beeinander verlaufen. Dadurch werden mehr Energieen-
sparungen erzielt, indem Knoten von mehreren Wegen gemeinsam benutzt werden.
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5.3 Experimente

5.3.4 Die Komplexitiat der ESAS-Heuristik

Wie wir in Abschnitt 3.5.3 gesehen haben, ist die Zeitkomplexitdt des Algorithmus fiir
azyklische Graphen mit n Knoten und m Kanten in O(n*m*). Im schlimmsten Fall, d. h.
falls m € O(n?), ergibt sich schon fiir k¥ = 3 eine Komplexitéit in O(n?).

Der Zeitbedarf des Algorithmus wird im wesentlichen durch die Anzahl der Kanten-
tripel bestimmt, die betrachtet werden miissen. Auflerdem wird eine Tabelle angelegt,
die fiir jedes Knotentripel die minimale Energie bis dahin und die Vorgéngerkanten spei-
chert. Der Speicheraufwand wird also im wesentlichen von der Anzahl der Knotentripel
bestimmt.

In Abbildung 5.7 ist die Anzahl der Knoten- bzw. Kantentripel in Abhéngigkeit von
der Anzahl der Knoten (bei konstanter Gittergrofie 1000 und konstantem Radius 100)
abgebildet. Die Daten wurden gewonnen, indem fiir jede Kombination von Knotenanzahl
und Radius 200 zufillige Graphen erzeugt und zufallig Start- und Zielknoten gewihlt
wurden. Begonnen wurde mit 10 Knoten und die Knotenanzahl wurde solange um 10
erhoht, bis 1000 Knoten erreicht wurden.

Knotentripel und Kantentripel bei Radius 100

| — Kantentripel
— Knotentripel /

6 e+10

Anzahl
4 e+10
| |
\
T

2 e+10

0 e+00

T T T T T T
0 200 400 600 800 1000

Knoten

Abbildung 5.7: Die Anzahl der Knoten- bzw. Kantentripel in Abhéngigkeit von der Anzahl der
Knoten bei konstantem Radius 100.

Neben der Abhéngigkeit der Anzahl der Knoten- und Kantentripel von der Anzahl
der Knoten ist es sicherlich auch interessant, ihre Abhéngigkeit vom Senderadius bei
konstanter Knotenanzahl zu untersuchen. In Abbildung 5.8 ist fiir 50 und 100 Knoten
die Anzahl der Knoten- bzw. Kantentripel vom Radius dargestellt. Die Daten wurden
gewonnen, indem fiir jede Kombination von Knotenanzahl und Radius 200 zuféllige
Graphen erzeugt und zuféllig Start- und Zielknoten gewahlt wurden. Der Radius wurde
in Schritten von 10 verdndert. Begonnen wurde mit einem Radius von 20; der letzte
Radius war 1400. Eine weitere Erhhung des Radius ist dann nicht mehr sinnvoll, da in
der Regel schon jeder Knoten jeden anderen erreichen kann (bei 1000v/2 ~ 1414 ist dies
garantiert). Auffillig ist hier vor allem die Kurve fiir 100 Knoten, die, nachdem sie einen
Gipfel iiberschritten hat, wieder stark abfillt. Fiir diese Entwicklung wurde noch keine
Erklarung gefunden.
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5 Experimentelle Ergebnisse
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Abbildung 5.8: Die Anzahl der Knoten- bzw. Kantentripel in Abhéngigkeit vom Radius bei
konstanter Knotenanzahl 50 (links) bzw. 100 (rechts).
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben gesehen, dass k-EDPWMA, also das Problem, k kantendisjunkte Wege mi-
nimalen Gewichts in einem gewichteten gerichteten Graphen zu finden, fiir allgemeine &
NP-vollsténdig ist. In [26] wurde gezeigt, dass es fiir 2-EDPWMA einen polynomiellen
Alorithmus gibt. In dieser Arbeit konnte gezeigt werden, dass es fiir festes £ und azy-
klische Graphen einen polynomiellen Algorithmus mit einer Laufzeit in O(n*m*) gibt,
wobei n fiir die Anzahl der Knoten und m fiir die Anzahl der Kanten des Graphen steht.
Die Komplexitét fiir festes k£ und allgemeine gewichtete gerichtete Graphen blieb aber
leider ungelost.

In dieser Arbeit wurde das Problem k-SPEDPWMA eingefiihrt, also das Problem, k
kantendisjunkte Wege minimaler Energie auf Graphen zu finden, in denen jeder Knoten
nur zwei Energiestufen, 0.B.d.A. 0 und 1, hat. Es wurde der LDMW-Approximations-
algorithmus fiir dieses Problem untersucht, und es konnte gezeigt werden, dass der Ap-
proximationsfaktor im Fall £ = 3 gleich 2 ist. Aulerdem konnte fiir groflere k£ von der
Form k = @ eine untere Schranke fiir den Approximationsfaktor von 1 + é gezeigt
werden. Leider ist es nicht gelungen, fiir £ > 3 eine bessere obere Schranke als £ fiir den
Approximationsfaktor zu zeigen.

Aufbauend auf dem exakten Algorithmus fiir azyklische Graphen konnte eine Heuri-
stik fiir Sensornetze, in denen die Koordinaten der Knoten gegeben sind, die sogenannte
ESAS-Heuristik, angegeben werden. Fiir Netze mit omnidirektionalen Antennen in der
euklidischen Ebene und k& = 3 wurden einige Aspekte dieser Heuristik experimentell
untersucht: Es zeigte sich, dass die ESAS-Heuristik in den meisten Féllen ein besse-
res Ergebnis als der LDMW-Approximationsalgorithmus liefert, und dass es fiir jede
Knotenanzahl einen Senderadius gibt, ab dem die Existenz von drei Wegen auch im
azyklischen Subgraphen, der in der Heuristik verwendet wird, praktisch sicher ist. Lei-
der ist die Implementierung des exakten Algorithmus fiir azyklische Graphen schon im
Fall k£ = 3 extrem speicherintensiv, so dass die Versuche auf weniger dichte Graphen
beschrénkt bleiben mussten. Da sich die Zeit in diesen Féllen weniger als Problem her-
ausgestellt hat als der Speicherplatz, konnte eine Implementierung, die auf Kosten der
Laufzeit Speicherplatz spart, sinnvoll sein. Aus Zeitgriinden konnte dies aber nicht mehr
in Angriff genommen werden. Da die Laufzeit der ESAS-Heuristik von der Laufzeit des
exakten Algorithmus fiir azyklische Graphen bestimmt wird, wurde die Laufzeit und
der Speicherplatzbedarf dieses Algorithmus untersucht. Die Abhéngigkeit der Laufzeit
und des Speicherbedarf von der Anzahl der Knoten bei festem Senderadius stellt keine
Uberraschung dar. Wird hingegen die Anzahl der Knoten festgehalten und der Sendera-
dius variiert, so bietet sich ein iiberraschendes Bild: Laufzeit und Speicherbedarf steigen
zuerst erwartungsgeméf an, iiberschreiten dann aber einen Gipfel und fallen wieder. Der
Autor dieser Arbeit konnte sich diese Entwicklung bisher nicht erklédren. Eine theoreti-
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6 Zusammentassung und Ausblick

sche Untersuchung dieser und anderer Eigenschaften, wie z. B. der Wahrscheinlichkeit
der Existenz von &k Wegen zwischen zwei beliebigen Knoten, zufélliger Sensornetze, z. B.
mit den Methoden aus [22], wére sicherlich interessant.
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