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Zusammenfassung

Fir zwei Graphen G = (V, E1) und G2 = (V, E3) mit derselben Knotenmenge V' stellt
das Problem SIMULTANE EINBETTUNG MIT FESTGELEGTEN KANTEN (SEFE) die Frage nach
der Existenz von Einbettungen &£ von G und & von Ga, sodass Bestandteile, die in bei-
den Graphen vorkommen, in £ und & gleich eingebettet werden. So sollen die Knoten
in beiden Einbettungen auf dieselben Punkte und die Kanten, die in beiden Graphen vor-
kommen, auf dieselben Kurven abgebildet werden. In diesem Fall besitzen G; und G2 eine
SEFE.

In dieser Arbeit wird die Losbarkeit dieses Problems durch verbotene Substrukturen cha-
rakterisiert. Dafiir definieren wir angepasste Minorenoperationen, die zu dem Begriff des
SEFE-Minors fithren. Ein Graphenpaar besitzt genau dann eine SEFE, wenn es keine der
verbotenen Substrukturen als SEFE-Minor enthélt. Wir untersuchen dabei Instanzen, de-
ren gemeinsamer Graph G1n2 = (V, E1 N E3) zweifach zusammenhéngend ist. Als Hilfs-
mittel benutzen wir den Algorithmus SEFEBICO von Angelini et al,, der in diesen Féllen eine
simultane Einbettung mit festgelegten Kanten berechnet oder abbricht, falls keine solche
existiert. Der Algorithmus verwendet dabei die Datenstruktur des SPQR-Baums, die fir
den zweifach zusammenhéngenden Graphen (G12 konstruiert werden kann. In den Situa-
tionen, in denen der Algorithmus abbricht, werden wir durch geeignete Operationen die
verbotene Substrukturen identifizieren und konnen so charakterisieren, welche Teilstruk-
turen eine SEFE im zweifach zusammenhéngenden Fall verhindern.
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1 Einfuhrung

Bei der Graphenvisualisierung méchte man Graphen gerne so darstellen, dass bestimmte kombi-
natorische Eigenschaften sofort visuell erfassbar sind. Daher ist es bei zwei gegebenen Graphen
oft wiinschenswert, gemeinsame Bestandteile gleichartig zu zeichnen und so Unterschiede und
Gemeinsamkeiten der beiden Graphen besser aufzuzeigen. Ein Anwendungsgebiet sind zum Bei-
spiel Graphen, bei denen dynamisch Knoten und Kanten hinzugefiigt oder auch wieder entfernt
werden. Halt man die genaue Struktur zu zwei Zeitpunkten fest, dann soll direkt erkennbar sein,
welche Teilstrukturen sich verandert haben. Fiir zwei planare Graphen fithrt diese Grundidee zu
der Frage, ob sich ferner planare Einbettungen der beiden Graphen finden lassen, in denen die
gemeinsamen Bestandteile gleich eingebettet werden.

Seien G1 = (V, E1) und G2 = (V, E3) zwei Graphen mit derselben Knotenmenge. Als simultane
Planaritdt der beiden Graphen fassen wir die Existenz von planaren Einbettungen £ und & der
beiden Graphen auf, sodass gewisse gemeinsame Bestandteile gleich eingebettet werden. Hierfir
haben sich drei grundlegende Méglichkeiten ergeben, die nachfolgend vorgestellt werden:

« Eine simultane Einbettung des Graphenpaars (G, G2) ist dann gegeben, wenn in beiden
Einbettungen ein Knoten v € V auf den gleichen Punkt in der euklidischen Ebene R?
abgebildet wird.

« Eine simultane Einbettung mit festgelegten Kanten von (G, G2) liegt dann vor, wenn die
Knoten auf gleiche Punkte und zusitzlich jede Kante, die in beiden Graphen vorkommt, in
den Einbettungen &; und &, auf dieselbe Jordankurve abgebildet werden.

« Eine simultane geometrische Einbettung von (G1,G2) ist eine simultane Einbettung mit
festgelegten Kanten, fiir die wir zusitzlich fordern, dass die Kanten nur durch Strecken
und nicht durch beliebige Jordankuren eingebettet werden.

Die simultane geometrische Einbettung stellt sehr starke Forderungen an die Einbettungen &;
und &. So existieren im Allgemeinen fiir zwei planare und auch fiir zwei auffenplanare Gra-
phen keine solchen Einbettungen [Bra+07]. Dies ist selbst noch der Fall, wenn beide Graphen
Baume sind [GKV09]. Es kann sogar ein Gegenbeispiel angegeben werden, in dem einer der
beiden Graphen ein Baum mit Hoéhe 4 ist und der andere Graph aus kantendisjunkten Pfaden
besteht [Ang+12b]. Im Gegensatz dazu besitzen zwei planare Graphen stets eine simultane Ein-
bettung [PW98]. In dieser Arbeit beschiftigen wir uns daher mit dem verbleibenden Fall, bei dem
wir die simultane Einbettung mit festgelegten Kanten untersuchen. Im Englischen heifit dieses
Problem SIMULTANEOUS EMBEDDING WITH FIXED EDGES oder kurz SEFE, sodass wir diese Abkiir-
zung nachfolgend verwenden wollen. Liegt eine simultane Einbettung mit festgelegten Kanten
fur zwei Graphen G; und G vor, so sagen wir daher, dass G1 und G eine SEFE besitzen.

Mit Hilfe von verbotenen Substrukturen lasst sich die Losbarkeit von graphentheoretischen Pro-
blemen oft kompakt charakterisieren: Eine gegebene Instanz ist genau dann lgsbar, wenn sie
keine verbotene Substruktur enthélt. Die wohl bekanntesten Beispiele hierfiir sind die Charak-
terisierungen fiir planare Graphen von Kuratowski [Kur30] und Wagner [Wag37], die Planari-
tat Giber die verbotenen Teilgraphen K5 und K3 3 charakterisieren. Existiert fiir ein bestimmtes
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Problem II eine vollstandige Auflistung von verbotenen Substrukturen, so kénnen wir damit zu-
satzlich verifizieren, dass ein Algorithmus korrekt arbeitet. Ist eine Instanz von II 16sbar, dann
berechnet der Algorithmus die entsprechende Losung. Ist die Instanz hingegen nicht 16sbar, so
kann der Algorithmus eine verbotene Substruktur ausgeben. Die verbotenen Substrukturen tre-
ten somit als ,Zeugen” dafiir auf, dass der entsprechende Algorithmus korrekt gearbeitet hat.

Zusitzlich erlauben es uns verbotene Substrukturen, Aussagen uiber die Komplexitit eines Pro-
blems II und somit iber die mogliche Existenz effizienter Algorithmen zu treffen: Kénnen wir
fur eine Instanz von II in polynomieller Zeit iiberpriifen, ob eine vorgegebene Sequenz von kon-
kreten Minoroperationen zu einer gegebenen, verbotenen Substruktur fithrt und somit die In-
stanz nicht 1sbar ist, so liegt unser Problem in der Komplexititsklasse co-A/P. Ist IT auflerdem
in der Klasse NP enthalten, so wird stark vermutet, dass II kein A/P-vollstindiges Problem
ist. Andernfalls wiirde bereits NP = co-N'P gelten, was als sehr unwahrscheinlich erachtet
wird, da ansonsten die Polynomialzeithierarchie bis zur 1. Stufe kollabieren wiirde. Die Frage, ob
NP = co-NP oder NP # co-N'P gilt, ist noch immer ein offenes Problem der Komplexitits-
theorie.

In dieser Arbeit werden wir Graphen G; = (V, Eq) und G2 = (V, E5) betrachten, deren ge-
meinsamer Graph Gin2 = (V, E1 N E3) zweifach zusammenhingend ist. Fiir diese Graphen
wollen wir die Existenz einer SEFE durch verbotene Substrukturen charakterisieren. Die verbo-
tenen Substrukturen sind dabei eine Menge G von Graphen, die selbst keine SEFE besitzen, und
nicht als Minor vorkommen diirfen. Dazu vereinigen wir die beiden Graphen GG; und G2 zum
Graphen G, der verschiedene Kantentypen besitzt. Gemeinsame Kanten sind dabei Kanten, die
in Eq N Ey vorkommen, wahrend exklusive Kanten nur in einem der beiden Ausgangsgraphen
vorhanden sind. Wir werden auflerdem noch transzendente Kanten einfithren, die eine Verallge-
meinerung der exklusiven Kanten darstellen.

Die verbotenen Substrukturen konnen wir dann als Minoren des vereinigten Graphen G auf-
fassen. Da jedoch die tiblichen Minorenoperationen ,Knoten entfernen®, ,Kante entfernen® und
,Kante kontrahieren zu stark im Bezug auf exklusive Kanten sind, benétigen wir hierfiir an-
gepasste Operationen, die wir als SEFE-Minoren-Operationen bezeichnen werden. Diese Opera-
tionen sind so gestaltet, dass sie eine fiir den Ausgangsgraphen G existierende SEFE erhalten.
Entsteht ein Graph G’ durch SEFE-Minoren-Operationen aus G, so nennen wir diesen einen
SEFE-Minor von G.

Besitzt (G, G2) nun eine SEFE, so existiert ebenfalls eine SEFE fiir den Graphen G. Da unsere
SEFE-Minoren-Operationen eine SEFE erhalten, besitzt jeder SEFE-Minor von G ebenfalls eine
SEFE. Da auflerdem jede der verbotenen Substrukturen selbst keine SEFE besitzt, kann keine der
Substrukturen als SEFE-Minor von G auftreten. Das Ziel dieser Arbeit ist es nun, die Menge G
der verbotenen Substrukturen zu bestimmen, sodass folgendes Theorem gilt:

Theorem: Seien (G1,G2) zwei Graphen, deren gemeinsamer Graph G2 zweifach zusammen-
hingend ist. Dann existiert genau dann eine SEFE fiir (G1, G2), wenn der vereinigte Graph G keine
der verbotenen Substrukturen aus G als SEFE-Minor enthdlt.

Zur Identifizierung der verbotenen Substrukturen verwenden wir als Hilfsmittel den SPQR-Baum
des gemeinsamen Graphen G1n2 und darauf aufbauend einen SEFE-Algorithmus von Angelini et
al. [Ang+12a]. Unsere Analyse wird zeigen, dass G genau aus den in Abbildung 1.1 dargestellten
Graphen K5, K33, S1 und Ss, sowie aus einer unendlichen Klasse von Graphen besteht. Eine
erste, anschauliche Charakterisierung dieser Klasse fithrt uns dabei zum Begriff der alternierenden
Ketten.



1.1 Struktur dieser Arbeit 3

K5 K3,3 Sl SQ

Abbildung 1.1: Die verbotenen Substrukturen K5, K3 3, S1 und So.

1.1 Struktur dieser Arbeit

In Kapitel 2 fithren wir allgemeine Grundlagen und Notationen ein, die wir in dieser Arbeit be-
nétigen werden. Dazu werden in Abschnitt 2.1 Graphen und verwandte Konzepte eingefiihrt,
bevor wir in Abschnitt 2.2 den SPQR-Baum als Datenstruktur fiir zweifach zusammenhéangende
Graphen vorstellen. Dieser reprasentiert alle planaren Einbettungen eines zweifach zusammen-
hingenden Graphen.

Kapitel 3 dient der genauen Definition der SEFE-Minoren-Operationen. Wir zeigen hier insbe-
sondere, dass diese Operationen eine SEFE erhalten und charakterisieren die unendliche Gra-
phenklasse der alternierenden Ketten.

Anschlieflend stellen wir in Kapitel 4 den Algorithmus von Angelini et al. fiir Graphenpaare vor,
deren gemeinsamer Graph G2 zweifach zusammenhéngend ist. Die Darstellung des Algorith-
mus erfolgt dabei angepasst auf die bereits erarbeiteten Konzepte.

Dem konkreten Auffinden der verbotenen Substrukturen widmet sich schlieflich Kapitel 5. Dazu
untersuchen wir die Félle, in denen der Algorithmus aus Kapitel 4 abbricht und somit keine SEFE
fur die Eingangsgraphen existiert. Mit den eingefiihrten Notationen ist dies der Fall, wenn fir
das Skelett eines Knotens 1 im SPQR-Baum von 13 keine kompatible Einbettung existiert (Ab-
schnitt 5.1), der Graph G(u) keine erweiterbare SEFE besitzt (Abschnitt 5.2) oder die zu einem
Kind von p gehorige 2SAT-Instanz nicht 16sbar ist (Abschnitt 5.3). Wir kénnen in diesen Situa-
tionen durch geeignete SEFE-Minoren-Operationen die verbotenen Substrukturen extrahieren.
In Kapitel 6 fassen wir abschliefend unsere Resultate zusammen und gehen auf weiterfithrende
Fragestellungen ein.

1.2 Stand der Forschung

Wir gehen nun auf weitere Arbeiten ein, die ebenfalls simultane Einbettungen zum Inhalt haben,
und zeigen so den aktuellen Stand der Forschung auf diesem Gebiet auf. Durch die Ausrich-
tung auf SEFE in dieser Arbeit behandeln wir hauptsachlich Verdffentlichungen zu dieser Ein-
bettungsvariante. Einen umfangreichen Uberblick {iber simultane Einbettungen allgemein bietet
der Ubersichtsartikel von Blisius, Kobourov und Rutter [BKR13].

Positive und negative Instanzen

Betrachten wir zunichst Instanzen (G1, G2), fir die stets eine SEFE existiert. Erten und Kobou-
rov [EK05] zeigen, dass ein Baum und ein Pfad immer eine SEFE besitzen. Dieses Resultat wird
von Di Giacomo und Liotta [DL07] auf den Fall ausgeweitet, dass einer der Graphen auflenpla-
nar und der andere ein Kreis ist. Zusitzlich wird in dieser Arbeit gezeigt, dass eine SEFE fiir zwei
aulenplanare Graphen existiert, wenn ihr gemeinsamer Graph G2 aus einzelnen Pfaden be-
steht. Frati [Fra07] stellt einen Algorithmus vor, mit dem GG1 und G2 simultan eingebettet werden
konnen, falls G; ein Baum und G5 ein beliebiger, planarer Graph ist. Dieser arbeitet noch immer
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Instanz Existenz einer SEFE  Referenz
(1 Baum und G5 Pfad v [EKO05]
(G1 auflenplanar und G4 Kreis v [DL07]
(G1, G2 auflenplanar und G2 Menge von Pfaden v [DL07]
(1 Baum und G2 planar v [Fra07]
(G1 Pseudowald, G5 planar und G2 kreisfrei v [Fra07]
(71 disjunkte Kreise, G2 planar und G kreisfrei v [Fow+09]
(&1 auflenplanar und G5 planar - [Bra+07]
k > 3 aulenplanare Graphen - [Bra+07]
Drei Pfade - [Bra+07]
(1 und G2 auflenplanar - [Fra07]

Tabelle 1.1: Positive und negative Instanzen fiir das Problem SEFE.

korrekt, wenn (G; ein Pseudowald und G kreisfrei ist. Ein Pseudowald ist ein ungerichteter
Graph, der hochstens einen Kreis besitzt. Nach Fowler et al. [Fow+09] lasst sich dieses Resultat
auf den Fall erweitern, dass (71 disjunkte Kreise enthalt und G kreisfrei ist.

In der Literatur finden sich dartiber hinaus auch Beispiele fiir Instanzen, die keine SEFE besitzen.
So zeigen Brass et al. [Bra+07], dass nicht immer eine SEFE existiert, wenn einer der beiden
Graphen auflenplanar und der andere Graph planar ist. Méchten wir k& auflenplanare Graphen
G1,...,G mit k > 3 simultan einbetten, so existiert nach Brass et al. im Allgemeinen ebenfalls
keine SEFE. In dieser Arbeit wird ferner ein Beispiel angegeben, in dem drei Pfade bereits keine
SEFE besitzen. Frati [Fra07] erweitert das Ergebnis zu aulenplanaren Graphen: Er zeigt, dass
selbst zwei aulenplanare Graphen im Allgemeinen keine SEFE besitzen.

Eine Ubersicht der vorgestellten Beispiele und Gegenbeispiele findet sich in Tabelle 1.1.

Charakterisierungen

Neben positiven und negativen Instanzen wurde in verschiedenen Arbeiten untersucht, unter
welchen Umsténden bestimmte Graphen immer eine SEFE besitzen. Jiinger und Schulz [JS09]
charakterisieren die Existenz einer SEFE tiber den gemeinsamen Graphen. So besitzen zwei Gra-
phen GG1 und Gy stets eine SEFE, falls ihr gemeinsamer Graph G~z nur zwei verschiedene pla-
nare Einbettungen besitzt. Hat 12 hingegen mehrere Einbettungen, so kénnen passende Gra-
phen GG1 und G2 konstruiert werden, fiir die keine SEFE existiert. Ebenfalls gilt nach Jiinger und
Schulz folgende wichtige Beziehung: Zwei Graphen GG und GG besitzen genau dann eine SEFE,
wenn kombinatorische Einbettungen fiir G; und G5 existieren, die dieselben Einbettungen des
gemeinsamen Graphen (12 induzieren. Diese Charakterisierung wird in vielen Algorithmen
verwendet, ist jedoch nicht offensichtlich. Fiir mehr als zwei Graphen ist dieser Zusammenhang
sogar falsch, wie Angelini, Di Battista und Frati [ADF11] zeigen.

Eine Charakterisierung fir Graphen G, die mit jedem beliebigen anderen Graphen G2 eine
SEFE besitzen, liefern Fowler et al. [Fow+11]. So darf G; keinen Teilgraph enthalten, der aus
einem Kreis der Lange drei (ein Dreieck) und einer zusétzliche Kante besteht, die nicht zu einem
Knoten des Kreises inzident ist. Mit diesem Zusammenhang lassen sich auflerdem aulenplanare
Graphen (7 charakterisieren, fiir die mit jedem anderen auflenplanren Graphen G5 eine SEFE
existiert.

Algorithmen

Fiir gegebene Graphen ist es wiinschenswert zu entscheiden, ob sie eine SEFE besitzen und falls
dies der Fall ist, wie eine solche Einbettung aussieht. Da es sowohl positive als auch negative In-
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stanzen gibt, bietet es sich an, Algorithmen zu entwickeln, die eine SEFE berechnen kénnen. Nach
Gassner et al. [Gas+06] ist dieses Problem fiir drei und mehr Graphen N'P-vollstindig, wiahrend
fiir zwei planare Graphen (G1 und G2 die Komplexitat noch immer offen ist. Fiir bestimmte Félle
existieren jedoch effiziente Algorithmen, die wir nachfolgend vorstellen.

Ein erster Algorithmus stammt von Fowler et al. [Fow+09] fiir den Fall, dass G ein Pseudowald
ist. Dieser lasst sich auf die Situation erweitern, wenn GG7 hochstens zwei Kreise enthalt und der
gemeinsame Graph G1n2 ein Pseudowald ist. Beide Algorithmen besitzen eine lineare Laufzeit.
Fir Graphen, deren gemeinsamer Graph G2 zweifach zusammenhingend ist, wurden zwei un-
terschiedliche Linearzeit-Algorithmen entwickelt. Der Algorithmus von Haeupler, Jampani und
Lubiw [HJL10] basiert auf einem Planaritatstest von Haeupler und Tarjan [HT08] und benutzt
PQ-Biaume als Datenstruktur. Angelini et al. [Ang+12a] verwenden einen anderen Ansatz, indem
eine Einbettung von (G1q3, ausgehend von dessen SPQR-Baum, berechnet wird und exklusive
Kanten nachtréglich hinzugefiigt werden. In der gleichen Arbeit wird auch ein Algorithmus mit
linearer Laufzeit fiir Instanzen vorgestellt, deren gemeinsamer Graph ein Stern ist.

Die Arbeit von Bldsius und Rutter [BR13b] erweitert diese Resultate dahingehend, dass ein Algo-
rithmus entwickelt wird fiir zweifach zusammenhéngende Graphen, deren gemeinsamer Graph
zusammenhéngend ist. Dieser verwendet PQ-Baume und hat quadratische Laufzeit. Ebenfalls von
Blasius und Rutter [BR13a] stammen Resultate fir den Fall, dass der gemeinsame Graph nicht
zusammenhéngend ist, indem die relative Lage der Zusammenhangskomponenten von G'1n2 be-
trachtet wird. Bldsius und Rutter stellen einen Linearzeit-Algorithmus fiir Instanzen vor, deren
gemeinsamer Graph aus disjunkten Kreisen besteht. Dieser kann auf gemeinsame Graphen er-
weitert werden, deren Komponenten bereits feste Einbettungen besitzen. Der resultierende Al-
gorithmus besitzt quadratische Laufzeit.

Einen anderen algebraischen Ansatz wihlt Schaefer [Sch13]. Er verwendet ein klassisches Theo-
rem von Hanani und Tutte [Han34; Tut70], nach dem ein Graph G genau dann planar ist, wenn
seine independent odd crossing number X,44(G) = 0 ist. Fiir eine Einbettung & ist X,q4(&) defi-
niert als die Anzahl an nichtadjazenten Kantenpaaren, die sich in dieser Einbettung ungerade oft
kreuzen. Fir einen Graphen ist dann X,44(G) das Minimum der X 44 (&) fir seine moglichen Ein-
bettungen. Diese Charakterisierung lasst sich in ein System von linearen Gleichungen tiber Fo,
dem Korper mit zwei Elementen, Giberfithren. Darauf aufbauend entwickelt Schaefer Algorith-
men mit polynomieller Laufzeit fiir die Falle, dass der gemeinsame Graph G1n2 aus zweifach
zusammenhingenden Komponenten besteht, dass G1~2 Maximalgrad 3 besitzt oder dass einer
der beteiligten Graphen eine disjunkte Vereinigung aus Unterteilungen von dreifach zusammen-
hangenden Graphen ist.

Blasius, Karrer und Rutter [BKR14] zeigen, dass mit geringen Modifikationen der Algorithmus
von Angelini et al. fir zweifach zusammenhangende Graphen ebenfalls angewendet werden
kann, wenn G1ng aus zweifach zusammenhéngenden Komponenten besteht. Dazu sind einige
Vorberechnungsschritte nétig, die in linearer Zeit durchgefiihrt werden kénnen, sodass der mo-
difizierte Algorithmus noch immer lineare Laufzeit besitzt. Auf dhnliche Weise konnen zu den
Eingabegraphen dquivalente SEFE-Instanzen konstruiert werden, die bestimmte Schnittknoten
nicht mehr enthalten. Dies ist fiir Schnittknoten im vereinigten Graphen GG; U G2 und fiir simul-
tane Schnittknoten mit Maximalgrad 3 moglich. Simultane Schnittknoten sind hierbei Schnittkno-
ten in G und G, die jedoch nicht als Schnittknoten im vereinigten Graphen auftreten. Diese
Vorberechnungen lassen sich ebenfalls in linearer Zeit durchfithren. In derselben Arbeit stellen
Blasius, Karrer und Rutter auflerdem einen Algorithmus mit quadratischer Laufzeit fiir den Fall
vor, dass die Graphen (G1 und Gy gemeinsamen P-Knoten-Grad 3 besitzen. Sei 7 der SPQR-Baum
eines Blocks von G; oder G5 und p ein P-Knoten in 7 mit Polen u und v. Dann besitzt ;1 den
P-Knoten-Grad k, falls fiir u und v je hochstens k Kinder pu; von p existieren, fiir die v bzw. v zu
einer gemeinsamen Kante in G(y;) inzident ist, ¢ = 1, ..., k. Die Graphen G| und G besitzen
nun gemeinsamen P-Knoten-Grad k, wenn fiir alle P-Knoten aller Blécke von G| und G4 der P-
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Instanz Komplexitat Referenz
Drei planare Graphen NP-vollstandig ~ [Gas+06]
G1 Pseudowald Oo(|V)) [Fow+09]
G hat < 2 Kreise und G'1~2 Pseudowald o(VvY]) [Fow+09]
G1n2 zweifach zusammenhéngend Oo(|V)) [HJL10]
G1n2 zweifach zusammenhéngend o(Vv]) [Ang+12a]
G1n2 Stern Oo(|V)) [Ang+12a]
G1, G2 zweifach zshg. und G2 zshg. O(|V]?) [BR13b]
G1n2 besteht aus disjunkten Kreisen O(|V]) [BR13a]
G1n2 besteht aus Komponenten mit fester Einbettung o(|V|?) [BR13a]
G'1n2 besteht aus zweifach zshg. Komponenten polynomiell [Sch13]
G102 hat Maximalgrad 3 polynomiell [Sch13]
(1 besteht aus Unterteilungen dreifach zshg. Komponenten polynomiell [Sch13]
G1n2 besteht aus zweifach zshg. Komponenten o(|V]) [BKR14]
(G1,G2) haben gemeinsamen P-Knoten-Grad 3 O(|V]?) [BKR14]

Tabelle 1.2: Bekannte Algorithmen zur Berechnung einer SEFE und ihre Laufzeit.

Knoten-Grad k ist. Dieses Resultat erweitert folglich den Fall, dass der gemeinsame Graph G'1n2
Maximalgrad 3 besitzt.

In Tabelle 1.2 findet sich eine Ubersicht iiber die vorgestellten Algorithmen und ihre Laufzeit.

Verwandte Probleme

Abschlieflend wollen wir weitere Einbettungsprobleme vorstellen, die eng mit unserem Problem
SEFE verbunden sind.

Angelini et al. [Ang+12a] zeigen die Aquivalenz zwischen SEFE fiir Graphen, deren gemeinsa-
mer Graph zusammenhéngend ist, und PARTITIONED T-COHERENT 2-PAGE Boox EMBEDDING auf.
Eine Instanz von PARTITIONED 2-PAGE Book EMBEDDING besteht aus einem Eingabegraphen GG
und einer Partition seiner Kanten in disjunkte Mengen F; und Es. Es soll eine Einbettung &
von GG gefunden werden, bei der alle Knoten auf einer Geraden ! (dem Buchriicken, spine), und
alle Kanten aus E; kreuzungsfrei auf einer zu ! adjazenten Halbebene (einer Buchseite, page),
eingebettet werden kénnen, ¢ = 1, 2. Das Problem PARTITIONED T-COHERENT 2-PAGE Booxk Em-
BEDDING ist nun eine Verallgemeinerung davon, die als Eingabe zusitzlich einen Baum T besitzt,
deren Blitter gerade die Knoten von G sind. Sei nun 7} der Teilbaum von 7', dessen Wurzel ¢
ist. Wir stellen an & die zusatzliche Forderung, dass fiir jeden inneren Knoten ¢ aus 7" die Blatter
von 7}, d.h. die enthaltenen Knoten aus GG, benachbart in [ eingebettet werden. Die Transforma-
tion einer SEFE-Instanz, deren gemeinsamer Graph zusammenhingend ist, in eine dquivalente
Instanz von PARTITIONED T-COHERENT 2-PAGE Book EMBEDDING kann in Linearzeit erfolgen,
sodass die beiden Probleme die gleiche Zeitkomplexitit besitzen. Somit ist die Komplexitit von
ParTITIONED T-COHERENT 2-PAGE BoOK EMBEDDING ebenfalls noch offen.

Der Algorithmus von Bldsius und Rutter [BR13b] fiir zusammenhéngende Graphen GG1 und Go,
deren gemeinsamer Graph zweifach zusammenhéangend ist, verwendet PQ-Baume. Die mogli-
chen zyklischen Kantenordnungen eines Knotens in einem zweifach zusammenhangenden, pla-
naren Graphen kénnen jeweils durch einen PQ-Baum dargestellt werden, sodass fiir eine planare
Einbettung die Ordnungen fiir die entsprechenden PQ-Baume konsistent gew&hlt werden miis-
sen. Blasius und Rutter definieren darauf aufbauend das Problem SIMULTANEOUS PQ-ORDERING.
Fir eine gegebene Menge an PQ-Baumen mit einer hierarchischen Beziehung wird die Frage ge-
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stellt, ob fiir jeden PQ-Baum simultane zyklische Ordnungen seiner Blatter so gewahlt werden
konnen, dass diese Ordnungen konsistent die hierarchische Beziehung beriicksichtigen.

Eng verwandt mit der Suche nach einer SEFE ist auch das Problem PARTIALLY EMBEDDED PLANA-
RITY. Fiir einen Graphen G, einen Teilgraphen H von GG und eine planare Einbettung H von H
soll eine planare Einbettung £ von G gefunden werden, fiir die £|,; = H gilt. Anders ausge-
driickt soll die Einbettung £ gerade die Einbettung H erweitern. Von Angelini et al. [Ang+10]
stammt ein Algorithmus, der dieses Problem in linearer Zeit 16st. Die Arbeit von Jelinek, Kra-
tochvil und Rutter [JKR13] komplementiert das Verstindnis dieses Problems, indem sie PARTI-
ALLY EMBEDDED PLANARITY mittels verbotener Substrukturen charakterisiert. Dazu werden auf
das Problem angepasste Minoren-Operationen eingefiithrt, mit denen bestimmte Teilstrukturen
nicht als Minoren auftreten diirfen. Die gefundenen verbotenen Substrukturen bestehen aus 22
Graphen mit bis zu sechs Knoten und aus einer unendlichen Graphenklasse. Wie bereits erwéhnt,
zeigen Junger und Schulz, dass zwei Graphen genau dann eine SEFE besitzen, wenn es planare
Einbettungen gibt, die auf dem gemeinsamen Graphen iibereinstimmen. Mit Hilfe der verbotenen
Substrukturen von PARTIALLY EMBEDDED PLANARITY kann man daher besser verstehen, welche
Teilstrukturen im gemeinsamen Graphen nicht vorkommen diirfen.






2 Grundlagen und Notation

In diesem Kapitel mochten wir grundlegende Konzepte und Notationen einfithren. Dabei be-
schrianken wir uns hauptsachlich auf diejenigen Aspekte, die wir im weiteren Verlauf dieser Ar-
beit bendtigen werden. Fiir eine allgemeine Einfithrung in Graphentheorie verweisen wir an
dieser Stelle auf das gleichnamige Buch von Diestel [Die10]. Eine kompakte Einfithrung zu Al-
gorithmen und Datenstrukturen kann in The Basic Toolbox von Mehlhorn und Sanders [MS08]
gefunden werden.

2.1 Graphen und Planaritat

Ein Graph G ist ein Paar G = (V, E) mit einer endlichen Menge V' von Knoten (vertices) und
einer endlichen Menge E von Kanten (edges). Dabei ist E C [V]?, d.h. die Elemente von E sind
zwei-elementige Teilmengen von V. Fiir die Knotenmenge eines gegebenen Graphen G schreiben
wir auch V' (G) und fur die Kantenmenge F/(G). Anschaulich gesprochen verbindet eine Kante
e = {u,v} € E zwei Knoten u und v miteinander, wofiir wir verkiirzend e = wwv schreiben.
In unserer Definition eines Graphen besitzen die Kanten keine Richtungsinformation, sodass
uv = vu gilt. Wir sprechen daher auch von einem ungerichteten Graphen. In manchen Situationen
ist es jedoch von Vorteil, dass die Kanten in eine bestimmte Richtung zeigen. Ein gerichteter Graph
ist ein Tupel G = (V,E) mit E C V x V. Jede Kante besteht somit aus einem geordneten
Paar (u, v) von Knoten. Da wir in dieser Arbeit nur mit ungerichteten Graphen arbeiten, werden
wir uns bei den nachfolgenden Definitionen auf diesen Fall beschranken. Auf gerichtete Graphen
konnen die meisten Definitionen jedoch analog tibertragen werden.

Bei einer Kante e = uv sind die Knoten v und v adjazent zueinander und jeweils inzident zur
Kante e. Existiert eine weitere Kante ¢/ = vw, so sind die Kanten e und €’ in v ebenfalls adjazent.
Fir einen Knoten v € V sei der Grad von v die Anzahl der zu v inzidenten Kanten aus F.
Wir schreiben hierfiir auch deg(v). Einen Knoten v mit deg(v) = 0 bezeichnen wir als isolierten
Knoten.Ist F eine Multimenge, in der Elemente mehrfach vorkommen diirfen, so konnen mehrere
Kanten das gleiche Knotenpaar in GG verbinden. In diesem Fall nennen wir G einen Multigraphen.
Zwei Kanten e und ¢’ mit e # ¢’ , die dieselben inzidenten Knoten besitzen, heiflen parallele
Kanten. Einen Graphen ohne Multikanten werden wir als einfachen Graphen bezeichnen. Ein
gerichteter Graph kann durch seine Definition auch Kanten (v,v) fiir v € V besitzen, die als
Schleifen bezeichnet werden. Ein einfacher Graph darf ferner keine solchen Kanten enthalten.

Pfade und Kreise

Ein Pfad in G ist eine Folge von Knoten vy, . . . , v, sodass v;v;11 € F(G) und die Kanten v;v; 41
paarweise verschieden sind fiiri = 1, ..., k—1. Je nach Situation werden wir einen Pfad auch als
Folge von Kanten vjva, ..., v;x_1v; ansehen. Ein Pfad heif3t einfach, falls zusitzlich die Knoten
V1, ...,V paarweise verschieden sind. Ein Graph, in dem fiir je zwei Knoten » und v ein Pfad
u,...,v existiert, heillt zusammenhdngend.
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Ein (einfacher) Kreis ist ein Pfad vy, . . . , vg, fiir den vg = vy, gilt und fiir den die Knoten vy, . . ., vy
paarweise verschieden sind. Einen Graphen, der einen Kreis enthilt, nennen wir zyklisch. Ein
Graph, in dem es keinen Kreis gibt, heifSt azyklisch, kreisfrei oder Wald und einen zusammenhén-
genden, kreisfreien Graphen bezeichnen wir als einen Baum. In einem Baum existiert zwischen
jedem Knotenpaar ein eindeutiger Pfad. Die Knoten v mit deg(v) > 1 nennen wir in einem Baum
innere Knoten. Knoten mit deg(v) = 1 bezeichnen wir als Bldtter. In einem Baum kénnen wir ei-
nen Knoten r als Wurzel auszeichnen und so eine hierarchische Beziehung zwischen den Knoten
ausdriicken. Fiir einen Knoten v bezeichnen wir den ersten Knoten u nach v auf dem eindeutigen
Pfad v, u, ..., r als Vater von u. Umgekehrt ist v ein Kind von wu.

Teilgraphen und Minoren

Ein Teilgraph oder Subgraph eines Graphen G ist ein Graph G’ = (V', E'), sodass V' C V und
E' C E gilt. Eine Teilmenge V' C V induziert den Subgraphen G[V'] = (V/, EN [V']?) von G.
Den Teilgraphen G[V'\ V'] bezeichnen wir auch als G — V’. Analog definieren wir fir £/ C E
den Teilgraph G — E’ durch das Paar (V*, E\E’), wobei in V* bereits alle isolierten Knoten
entfernt wurden. Wir schreiben auch G — v statt G — {v} fiir einv € V und G — e statt G — {e}
fir e € E, wenn wir einen Knoten bzw. eine Kante aus GG entfernen wollen. Ist ein Teilgraph
G’ = (V', E') gegeben, so bezeichnen wir mit G — G’ ebenfalls den Graphen G[V\V’].

Eine weitere Moglichkeit, einen gegebenen Graphen zu veridndern, besteht in der Kantenkontrak-
tion. Anschaulich gesprochen wird dabei eine Kante e zusammengezogen und alle Kanten, die ad-
jazent zu e sind, an einem verbleibenden Knoten gesammelt. Formal ergibt sich aus G = (V, E)
durch Kontraktion der Kante ¢ = uv der Graph G' = (V/, E') mit V' = (V\{u,v}) U {z}
fire ¢ Vund E' = E(G—u—v)U{e¢ = 2w | uw € Eodervw € E,e¢ # uv}. Darauf
aufbauend konnen wir den Begriff des Graphenminors definieren. Ein Minor eines Graphen GG
ist ein Graph G, der durch eine (endliche) Folge der Operationen ,Knoten entfernen®, ,Kante
entfernen® oder ,Kante kontrahieren“ aus GG entsteht. Diese bezeichnen wir auch als Minoren-
operationen. Ein Minor kann daher als Verallgemeinerung eines Teilgraphen angesehen werden,
da jeder Teilgraph von GG auch ein Minor von G ist.

k-facher Zusammenhang

Wie bereits erwéhnt, ist ein Graph G zusammenhéngend, wenn es zwischen jedem Knotenpaar
einen Pfad in G gibt. Wir miissen daher mindestens einen Knoten aus G entfernen, damit die-
ser in verschiedene Teilgraphen zerfillt. Diesen Umstand verallgemeinern wir durch folgende
Definition: Ein Graph ist k-fach zusammenhdngend, falls nach dem Entfernen von weniger als &
Knoten der resultierende Graph zusammenhingend ist. Nach dem Satz von Menger [Men27]
existieren in einem k-fach zusammenhangenden Graphen G zwischen jeweils zwei Knoten u
und v (mindestens) k paarweise knotendisjunkte Pfade. Ein einfach zusammenhangender Graph
ist folglich auch zusammenhéngend, und wir werden diese Begriffe synonym verwenden. Zerfallt
ein zusammenhéngender Graph G nach dem Entfernen eines Knotens v in verschiedene Teilgra-
phen, so heiflt v Schnittknoten (cutvertex). Ein zusammenhéngender Graph ist somit genau dann
zweifach zusammenhingend, wenn er keine Schnittknoten besitzt. Einen inklusionsmaximalen,
zweifach zusammenhangenden (Teil-)Graphen bezeichnen wir als Block. Jeder Knoten, der kein
Schnittknoten ist, gehort in einem zusammenhéngenden Graphen zu genau einem Block.

Einbettungen und planare Graphen

Bis jetzt sind unsere Definitionen zu Graphen rein kombinatorischer Natur gewesen. Durch die
Struktur eines Graphen ist es naheliegend, diesen auch als geometrisches Objekt zu betrachten.
Eine Zeichnung eines zusammenhingenden Graphen G = (V, E) ist eine Abbildung T', die jeden
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(a) : (b) : (c) i (d) : :
Abbildung 2.1: Ein planarer Graph mit verschiedenen Zeichnungen: Die Zeichnungen (a) und (b)
sind dquivalent und induzieren die gleiche Einbettung. Zeichnung (c) ist nicht

dquivalent zu den vorherigen Zeichnungen. Zeichnung (d) ist eine nicht planare
Zeichnung fiir den Graphen.

Knoten v € V auf einen Punkt der euklidische Ebene R? und jede Kante ¢ = uv € E auf eine
einfache Jordan-Kurve in R? abbildet, welche die Punkte I'(u) und I'(v) miteinander verbindet.
Eine Zeichnung heif3t planar, wenn sich die Jordan-Kurven nur in gemeinsamen Endpunkten
schneiden. Einen Graphen nennen wir ebenfalls planar, wenn fiir ihn eine planare Zeichnung
existiert. Durch eine planare Zeichnung T zerfallt R?\I'(G) ferner in verschiedene offene Ge-
biete, die wir als Facetten bezeichnen. Genau eine der Facetten ist unbeschrankt und wir nennen
diese die duflere Facette. Die anderen Facetten sind innere Facetten.

Fir eine Facette f betrachten wir die Knoten v € V, fiir die I'(v) auf dem Rand von f liegt.
Gehen wir den Rand der Facette so ab, dass dabei f links liegt, so erhalten wir eine zyklische Rei-
henfolge von Randknoten, die wir mit f bezeichnen. Beachte, dass in dieser Liste auch Knoten
mehrfach auftreten kénnen. Wir konnen nun eine Aquivalenzrelation auf den Zeichnungen eines
Graphen G einfiihren: Zwei Zeichnungen sind 4quivalent, wenn die zyklischen Reihenfolgen der
Randknoten O f fiir jede Facette f und die duflere Facette gleich sind. Eine Aquivalenzklasse von
(planaren) Zeichnungen bezeichnen wir als (planare) Einbettung. Erhalt man aus einer Einbet-
tung & die Einbettung £, durch Umkehrung der zyklischen Ordnungen Of aller Facetten f, so
ist £1 genau eine Spiegelung der Einbettung &>. In Abbildung 2.1 sind verschiedene Zeichnungen
und Einbettungen fiir einen planaren Graphen dargestellt.

Eigenschaften planarer Graphen

Planaritat ist eine wichtige Eigenschaft eines Graphen und nicht nur fiir theoretische Unter-
suchungen interssant. So lassen sich einige schwierige Probleme auf planaren Graphen deut-
lich effizienter 16sen. Zum Beispiel konnen maximale Fliisse in einem planaren Graphen mit
einem Algorithmus von Erickson [Eri10] in O(|V|log |V'|) Zeit berechnet werden. Ein Teilgraph
oder ein Minor eines planaren Graphen ist selbst wieder planar. Nach dem Satz von Kuratow-
ksi [Kur30] lassen sich planare Graphen vollstindig tiber gewisse Teilstrukturen charakterisie-
ren: Ein Graph G ist genau dann planar, wenn er keine Unterteilung des K5 oder des K33 als
Subgraphen enthilt. Ein Graph G’ ist eine Unterteilung von G, wenn G aus G’ entsteht, indem
Knoten v mit deg(v) = 2 und ihre inzidenten Kanten uv und vw aus G’ entfernt und durch
Kanten uw ersetzt werden. In der Literatur findet sich fiir einen Graphen auch die Bezeichnung
topologischer Minor von (G, wenn dieser eine Unterteilung eines Teilgraphen von G ist. Ein dhnli-
ches Resultat liefert der Satz von Wagner [Wag37], mit dem sich Planaritét eines Graphen mittels
Minoren charakterisieren lasst: Ein Graph G ist genau dann planar, wenn er keinen der beiden
Graphen K5 und K3 3 als Minor enthélt. Algorithmisch lasst sich Planaritat effizient testen. Ein
erster Linearzeit-Algorithmus wurde hierzu von Hopcroft und Tarjan [HT74] vorgestellt.

Ein planarer Graph G = (V, E) besitzt weitere interessante Eigenschaften. Bezeichnen wir
mit |F'| die Anzahl der Facetten von G, so gilt stets die Euler-Formel |V| - |E| + |F| = 2. Fer-
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ner ist G genau dann planar, wenn alle Blocke in GG planare Graphen sind. Wir beenden diesen
Abschnitt mit einem klassischen Resultat von Whitney [Whi32], das besagt, dass bei Festlegung
der duferen Facette fiir jeden dreifach zusammenhéngenden, planaren Graphen genau eine, bis
auf Spiegelung eindeutige, planare Einbettung existiert.

2.2 Der SPQR-Baum

Der von Di Battista und Tamassia [DT96a; DT96b] eingefithrte SPQR-Baum ist eine Datenstruk-
tur, mit deren Hilfe ein zweifach zusammenhingender Graph in seine dreifach zusammenhén-
genden Komponenten aufgeteilt werden kann. Die Beziehung zwischen diesen Komponenten
wird dabei als Baum reprisentiert, dessen Blétter bijektiv den Kanten des Graphen entsprechen.
Zunichst wird beschrieben, aus welchen Bestandteilen ein SPQR-Baum besteht und wie wir die-
sen fiir einen gegebenen Graphen konstruieren kénnen. Anschlieend werden wir auf weite-
re Eigenschaften der Datenstruktur eingehen. Die Beschreibung des SPQR-Baums basiert dabei
stark auf der Darstellung von Rutter [Rut11].

Zur Beschreibung des SPQR-Baums benétigen wir die nachfolgenden Definitionen. Ein Zerle-
gungspaar (split pair) eines Graphen G ist ein Knotenpaar {u, v}, das entweder adjazent ist oder
fur das der Graph G — u — v in verschiedene Zusammenhangskomponenten zerfallt. Eine ma-
ximale Zerlegungskomponente (split component) beziiglich eines Zerlegungspaars {u, v} ist eine
Kante uv oder ein maximaler Teilgraph von GG, der u und v enthalt und fiir den die beiden Knoten
kein Zerlegungspaar bilden. Mit dieser Definition gehort jeder Knoten w # u, v aus G zu genau
einer maximalen Zerlegungskomponente.

Bestandteile eines SPQR-Baums

Sei G nun ein zweifach zusammenhéngender Graph. Mit 7 bezeichnen wir den SPQR-Baum
von GG. Um die Knoten des Graphen GG und die Knoten des SPQR-Baums einfacher auseinan-
der halten zu kénnen, werden die Knoten aus 7 stets mit griechischen Buchstaben bezeichnet
(meist i, v oder &), wihrend die Knoten aus G mit Buchstaben des lateinischen Alphabets be-
nannt werden (meist u, v oder w). Wir werden den Graphen G sukzessive mit Hilfe von Zer-
legungspaaren zerlegen und so 7 konstruieren. Jedem Zerlegungsschritt, d.h. jedem Knoten 1
in 7, ordnen wir dabei einen Multigraphen skel(x) zu, den wir Skelett beziiglich ;1 nennen. Jeder
Knoten von skel(y) ist ebenfalls in G enthalten, wihrend eine Kante uv in skel(x) einem Zerle-
gungspaar {u, v} in G entspricht, anhand dessen wir den Graph in einem nichsten Schritt weiter
zerlegen. Die Kanten sind dabei entweder virtuelle Kanten, die einen Subgraphen aus G repra-
sentieren, oder reale Kanten, die auch als Kante in G vorkommen. Je nach Gestalt des Skeletts
eines Knotens in 7 teilen wir diesen in unterschiedliche Typen ein:

« Das Skelett eines Q-Knotens besteht aus genau zwei parallelen Kanten uv mit einer virtu-
ellen Kante und einer realen Kante.

« Das Skelett eines S-Knotens (series node) besteht aus einem Kreis von virtuellen Kanten mit
Lange k > 3.

« Das Skelett eines P-Knotens (parallel node) besteht aus zwei Knoten v und v und &k > 3
virtuellen Kanten, die parallel zwischen v und v verlaufen.

« Das Skelett eines R-Knotens (rigid node) ist ein einfacher dreifach zusammenhiangender
Graph aus virtuellen Kanten.

Die Blitter unseres SPQR-Baums 7 bilden dabei die Q-Knoten, wihrend S-Knoten, P-Knoten
und R-Knoten nur als innere Knoten in 7 auftreten. Aulerdem sind reale Kanten nur in den
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(a) (b) (c) @ (d) g

Abbildung 2.2: Mogliche Skelette der Knotentypen Q-Knoten (a), S-Knoten (b), P-Knoten (c) und
R-Knoten (d) in einem SPQR-Baum. Virtuelle Kanten sind dick dargestellt und
grau hinterlegt.

Skeletten von Q-Knoten vorhanden. Beispiele fiir Skelette der verschiedenen Knotentypen sind in
Abbildung 2.2 dargestellt. Beachte, dass durch die nachfolgende Konstruktion nie zwei S-Knoten
oder zwei P-Knoten in 7 zueinander adjazent sein werden.

Konstruktion

Nachfolgend ist beschrieben, wie wir den gewurzelten SPQR-Baum von G beziiglich einer Refe-
renzkante ¢/ = u/v’ konstruieren kénnen. Fiir ¢’ erstellen wir einen Q-Knoten p, dessen Skelett
die Kante ¢’ und zusitzlich eine virtuelle Kante u/v’ enthélt. Der Knoten p wird die Wurzel des
SPQR-Baums 7. In jedem Konstruktionsschritt ist ein Teilgraph G* von G, ein Knotenpaar {u, v}
und ein Vaterknoten y in 7 gegeben. Wir erzeugen darauf aufbauend einen neuen Knoten v, der
ein Kind von p sein wird. Die Knoten v und v bezeichnen wir als die Pole von v. Initial setzen
wir G* = G — ¢, {u,v} = {«/,v'} und p = p. Je nach Struktur von G* unterscheiden wir
die nachfolgend aufgefiihrten Zerlegungsfille. Wir wenden den entsprechenden Fall auf v an
und figen anschliefend eine virtuelle Kante uv dem Skelett skel(1/) hinzu, die wir als Vaterkante
bezeichnen. Die Konstruktion des SPQR-Baums ist beispielhaft in Abbildung 2.3 dargestellt.

1. Der Graph G* besteht nur aus der Kante uv. Dann ist v ein Q-Knoten, dessen Skelett die
reale Kante uv enthalt.

2. Der Graph G* ist nicht zweifach zusammenhéangend. Sei P ein einfacher Pfad von u nach v
in G* und seien vy, ..., v;_1 die Schnittknoten von G* in der Reihenfolge, wie sie auf P
vorkommen (k > 2). Zur ubersichtlicheren Darstellung setzen wir vg = v und v, = v.
Dann ist v ein S-Knoten und skel(v) besteht aus dem Pfad ey, . . ., e, von virtuellen Kanten,
wobei e; = v;_1v; fir i = 1,..., k. Fahre fort mit dem Block G} zwischen v;_; und v;,
dem Knotenpaar {v;_1, v; } und dem Knoten v als Vaterknoten, fiir jeweilsi = 1,..., k.

3. Das Knotenpaar {u,v} ist ein Zerlegungspaar von G*. Seien G7,..., G} die maxima-
len Zerlegungskomponenten beziiglich {u, v}. Dann ist v ein P-Knoten und skel(v) ent-
halt k parallele virtuelle Kanten zwischen u und v. Fahre mit der Zerlegung von G beziig-
lich {u, v} und dem Vaterknoten v fort, fiir jeweils i = 1,... k.

4. Keiner der genannten Fille trifft zu. Dann ist v ein R-Knoten und wir gehen bei der wei-
teren Zerlegung wie folgt vor: Beziiglich eines Zerlegungspaars {z, y} von G* bezeichnen
wir eine maximale Zerlegungskomponente G** als intern, falls die Pole von G* nicht in
V(G*)\{z, y} enthalten sind. Ein maximales Zerlegungspaar von G* ist ein Zerlegungs-
paar {z,y} von G*, wenn keiner der beiden Knoten in einer internen maximalen Zerle-
gungskomponente eines anderen Zerlegungspaars {z’, 3’} enthalten ist. Beispielhaft sind
in Abbildung 2.3 (c) fiir einen Teilgraphen G verschiedene Zerlegungspaare dargestellt.
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Das Paar {2/, y'} ist kein maximales Zerlegungspaar, da es in der hellgrau unterlegten,
internen maximalen Zerlegungskomponente von {v’, y} enthalten ist. Beziiglich {x, y} ist
das Paar in der dunkelgrau dargestellten Komponente enthalten. Diese ist jedoch keine
interne Zerlegungskomponente, da sie den Pol v’ von G5 enthilt. Das Paar {z,y} selbst
ist in keiner internen Zerlegungskomponente enthalten und somit ein maximales Zerle-

gungspaar.
Seien nun {uy,v1}, ..., {ug, vy} die maximalen Zerlegungspaare von G* und G7 sei die
Vereinigung aller internen maximalen Zerlegungskomponenten von {u;,v;},i = 1,... k.

Das Skelett skel(v) besitzt fiir jeden Teilgraph G die virtuelle Kante e; = u;v;. Fahre bei
der Zerlegung jeweils mit G, dem Knotenpaar {u;, v;} und dem Vaterknoten v fort.

Eigenschaften des SPQR-Baums

Sei nun ein Knoten p im SPQR-Baum 7T gegeben, der die Kinder p1, . . ., px besitzt, d.h. die Kno-
ten y; und p sind in 7 adjazent. Fur jedes Kind p; gibt es eine virtuelle Kante e; in skel(u), deren
inzidente Knoten genau die Pole von p; sind. Sei 7; der Teilbaum von 7T, dessen Wurzel p; ist.
Dann induzieren die realen Kanten der Q-Knoten bzw. der Blitter von 7; einen zusammenhén-
genden Teilgraphen G von G, der die Pole von p; beinhaltet. Da jede Kante aus G nur in einem
einzigen Q-Knoten als reale Kante vorkommt, sind die Teilgraphen G7, ..., G} paarweise kan-
tendisjunkt, und zwei verschiedene Teilgraphen besitzen einen gemeinsamen Knoten nur dann,
wenn dieser ein Pol von beiden Graphen ist. In Abbildung 2.3 (b) ist beispielhaft ein P-Knoten
mit den, durch seine Kinder induzierten, Teilgraphen G7, G5 und G% dargestellt.

Wir kénnen darauf aufbauend den zu p gehérigen Graphen (pertinent graph) G () konstruieren,
indem wir jede virtuelle Kante e; in skel(y) durch den Graphen G ersetzen. Der Graph G(1)
besitzt somit nur noch die Vaterkante als einzige virtuelle Kante. Das Skelett skel(x) ist ein Mi-
nor von G(u), der durch Kontraktion jedes Teilgraphen G} zu einer einzigen Kante entsteht.
Offensichtlich ist fir die Wurzel p von 7 der Graph G(p) gerade der urspriingliche Graph G.
Die Vaterkante reprasentiert in G(u) den Rest des Graphen G, der dem Teilgraphen G — G(p)
entspricht. Sei nun 7, der Teilbaum von 7" mit Wurzel ;. Dann wird G — G() genau von den
Kanten in den Q-Knoten aus 7 — 7, induziert. Da ferner G — G(t) und G'(1) kantendisjunkt sind
und als gemeinsame Knoten nur die beiden Pole von p besitzen, kénnen wir G — G(p) genau wie
einen Teilgraphen G} behandeln, der zu einem Kind von y gehort. Wir konnen somit den SPQR-
Baum auch als ungewurzelt ansehen und die Vaterkante als weitere virtuelle Kante eines Kindes
von (i interpretieren. Der Teilgraph G — G(u) kann folglich zu einer einzigen Kante kontrahiert
werden, die zu den Polen von i inzident ist. Mit dieser Sichtweise brauchen wir in skel(x) nicht
mehr zu differenzieren, ob eine virtuelle Kante zu einem Kind gehort oder Vaterkante ist. Wir
werden daher je nach Situation die ungewurzelte der gewurzelten Sichtweise vorziehen.
Betrachten wir nun die Situation, wenn G ein planarer Graph ist. Da skel(u) fiir jeden Kno-
ten p aus 7 ein Minor von G(u) und somit von G ist, ist skel(u) ebenfalls planar. Eine pla-
nare Einbettung £ von G induziert somit auch eine planare Einbettung £, von skel(y). Besitzt
umgekehrt skel(u) eine planare Einbettung &, fiir jeden Knoten £ in 7, so kénnen wir darauf
aufbauend eine planare Einbettung £ von G konstruieren, sodass £(skel(x)) mit £, auf skel(s)
tbereinstimmt. Der Graph G ist daher planar, falls skel(y) planar fiir alle Knoten g in 7 ist. Durch
Variation der planaren Einbettungen der Skelette im SPQR-Baum kdnnen wir somit jede mogliche
planare Einbettung von G erhalten. Auf diese Weise reprasentiert der SPQR-Baum alle Einbet-
tungen eines planaren Graphen. Da ferner bei Q-Knoten, S-Knoten und P-Knoten immer eine
planare Einbettung fiir ihre Skelette existiert, erhalten wir eine zusitzliche Charakterisierung
zur Planaritit von zweifach zusammenhéngenden Graphen: Ein zweifach zusammenhéngender
Graph G ist genau dann planar, wenn skel(x) planar ist fir alle R-Knoten p im SPQR-Baum
von G.
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Abschlieffend sei festgehalten, dass der SPQR-Baum fiir einen zweifach zusammenhéngenden
Graphen immer existiert und, als ungewurzelter Baum betrachtet, eindeutig ist. Fiir einen gege-
benen Graphen kann der SPQR-Baum in linearer Zeit konstruiert werden [GMO01].
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Abbildung 2.3: Ein zweifach zusammenhangender Graph G, fiir den der SPQR-Baum konstru-
iert werden soll (a), sowie der erste Konstruktionsschritt entlang des Zerlegungs-
paars {u’, v’} (b). Fiir den Teilgraphen G7% sind die maximalen Zerlegungspaare
gerade {x,y}, {v/,z}, {u/,y}, {v, 2} und {v, y}. Das Paar {2/, ¢} ist kein ma-
ximales Zerlegungspaar (c).
Der vollstindige SPQR-Baum (d). Die Referenzkante u/v" und die jeweiligen Va-

terkanten sind gestrichelt dargestellt. Zur besseren Darstellung wurden jeweils
die Q-Knoten im SPQR-Baum weggelassen.
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3 SEFE-Minoren

Fiir das in Kapitel 1 vorgestellte Problem SIMULTANE EINBETTUNG MIT FESTGELEGTEN KANTEN
(SEFE) werden zwei Graphen G = (V, E1) und G = (V, E2) mit derselben Knotenmenge be-
trachtet. Damit (G, G2) eine SEFE (&1, &) besitzen, diirfen in einer gemeinsamen Einbettung
die Kanten aus F; N E3 nicht von anderen Kanten gekreuzt werden. Exklusive Kanten des Gra-
phen G1, d.h. Kanten aus F1\ Fs, diirfen ferner keine anderen exklusiven Kanten von G schnei-
den. Gleiches gilt fiir die exklusiven Kanten von Go. Exklusive Kanten von (1 diirfen hingegen
exklusive Kanten von (G4 kreuzen und umgekehrt.

In dieser Arbeit werden wir fiir die beschriebene Ausgangssituation eine dquivalente Formulie-
rung verwenden: Wir vereinigen die Graphen G und G5 zu einem Graphen G = (V| E), der
verschiedene Kantentypen besitzt. Gemeinsame Kanten sind die Kanten aus E; N Ejy. Diese be-
zeichnen wir in Zukunft mit £'~2 und den gemeinsamen Graphen mit G1~2 = (V, E1n2). Kanten,
die nur in F; bzw. in F5 vorkommen, nennen wir weiterhin exklusive Kanten. Zusatzlich fithren
wir einen neuen Kantentyp ein, der obige Bedingungen an exklusive Kanten abschwacht: Tran-
szendente Kanten diirfen exklusive Kanten aus GG; und (5 beliebig schneiden, sowie sich auch
gegenseitig kreuzen. Der Schnitt mit gemeinsamen Kanten ist jedoch nicht erlaubt. Ferner darf
der Graph G auch parallele Kanten besitzen, wenn diese von unterschiedlichen Typen sind. Um
die verschiedenen Kantentypen besser darstellen zu konnen, verwenden wir in den Abbildungen
folgende Farbkonventionen: Gemeinsame Kanten werden schwarz gezeichnet. Exklusive Kanten
fir G sind in griin und exklusive Kanten fiir G2 in rot dargestellt. Transzendente Kanten sind
blau gefarbt.

Nachfolgend arbeiten wir mit dem vereinigten Graphen GG und nicht mehr mit dem Ausgangs-
paar (G1,G2). Der Graph G besitzt eine SEFE, wenn eine Einbettung existiert, bei der die Kan-
ten mit den oben beschriebenen Kreuzungsregeln eingebettet werden konnen. Somit besitzen die
Graphen (G1 und G2 genau dann eine SEFE, wenn der Graph G eine SEFE besitzt. Sofern nicht an-
ders angegeben, sind nachfolgend G und G’ Graphen mit den oben beschriebenen Kantentypen,
die zu den Graphenpaaren (G1, G3) bzw. (G, G}) gehoren.

3.1 SEFE-Minoren-Operationen

Um Substrukturen von G zu identifizieren, bedarf es geeigneter Operationen, die wir auf einen
Graphen anwenden kénnen, um dessen Teilstrukturen zu erhalten. Die in Abschnitt 2.1 beschrie-
benen Minoren-Operationen sind allerdings im Bezug auf exklusive Kanten zu méachtig. So kann
durch Kontraktion einer exklusiven Kante ein Graph entstehen, der keine SEFE mehr besitzt: Fir
den in Abbildung 3.1 (a) dargestellten Graphen G existiert eine SEFE. Kontrahieren wir nun die
exklusive Kante e des Graphen (i1, so entsteht der Graph G’ aus Abbildung 3.1 (b). Der Graph G,
dieser Instanz ist jedoch gerade der Graph K3 3 (Abbildung 3.1 (c)), sodass G% nicht planar ist.
Folglich kann G’ keine SEFE besitzen.

Aus diesem Grund verwenden wir nur angepasste Operationen, die wir als SEFE-Minoren-Opera-
tionen bezeichnen werden. Einen Graphen G’ bezeichnen wir als SEFE-Minor von G, falls G’
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Abbildung 3.1: Ein Graph G, der eine SEFE besitzt (a). Nach Konstraktion der Kante e kann keine
SEFE mehr konstruiert werden (b), da der Graph GY nicht mehr planar ist (c).

durch Anwendung einer der SEFE-Minoren-Operationen aus G entsteht. Folgende Operationen
sind als SEFE-Minoren-Operationen erlaubt:

1. Entferne einen Knoten v € V und alle adjazenten Kanten aus E.
2. Entferne eine Kante e € E.

Q=00

3. Wandle eine gemeinsame Kante in eine exklusive Kante fiir G; oder fiir G um.

4. Wandle eine exklusive Kante in eine transzendente Kante um.

Q=0

5. Kontrahiere eine gemeinsame Kante e € Fnp.

FO=vD

6. Kontrahiere die Kante e = uv, falls alle zu v € V inzidenten Kanten vom gleichen Typ
sind, d.h. entweder exklusive Kanten von (G; bzw. G5 oder transzendente Kanten sind.

Q=

Obige Operationen sind so gew#hlt, dass sie eine SEFE erhalten, wie nachfolgendes Lemma zeigt.
Falls daher bei der Anwendung einer Folge von SEFE-Minoren-Operationen ein Graph G’ ent-
steht, der keine SEFE besitzt, so existiert bereits fiir den Ausgangsgraphen selbst keine SEFE.
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Abbildung 3.2: Situation im Beweis zu Lemma 1, in der eine exklusive Kante uv von GG; kontra-

hiert werden kann (a). Dies ist moglich, da exklusive Kanten von G2 und tran-
szendente Kanten auch nicht-kreuzend eingebettet werden konnen (b).

Lemma 1: Seien G ein Graph, der eine SEFE besitzt, und G' der Graph, der entsteht, wenn eine der
SEFE-Minoren-Operationen auf G angewendet wird. Dann existiert fiir G' ebenfalls eine SEFE.

Beweis. Sei GG ein Graph, fiir den eine SEFE & existiert. Wir zeigen fiir jede der SEFE-Minoren-
Operationen, dass der entstehende Graph G’ ebenfalls eine SEFE besitzt.

1.

Knoten entfernen:

Sei v € V der gemeinsame Knoten, der entfernt werden soll. Durch das Entfernen eines
Knotens und aller inzidenten Kanten entstehen keine zusétzlichen Kreuzungen von Kanten
in der Einbettung &. Folglich kann v aus £ entfernt werden und wir erhalten eine SEFE fiir
den resultierenden Graphen G’

Kante entfernen:

Sei e € E die Kante, die entfernt werden soll. Durch das Entfernen einer Kante aus ei-
ner Einbettung kénnen keine Kreuzungen von Kanten hinzukommen. Somit kann e aus £
entfernt werden. Man erhilt eine SEFE fiir G’.

Gemeinsame Kante umwandeln:

Sei e € Ejn die Kante, die in eine exklusive Kante umgewandelt werden soll. Da £ eine
SEFE ist, schneidet keine andere Kante die gemeinsame Kante e. Die Einbettung £ ist somit
ebenfalls eine SEFE fiir den resultierenden Graphen G’. Fiir G’ muss lediglich der Typ der
Kante gedndert werden.

Exklusive Kante umwandeln:

Sei 0.B.d.A. e € F eine exklusive Kante von (G, die in eine transzendente Kante umge-
wandelt werden soll. Da £ eine SEFE ist, wird e hochstens von exklusiven Kanten von G5
oder von transzendenten Kanten gekreuzt. Insbesondere kreuzt e keine gemeinsamen Kan-
ten. Die Einbettung £(G) ist somit ebenfalls eine SEFE fiir den resultierenden Graphen G'.
Fiir G’ muss lediglich der Typ der Kante geéindert werden.

Gemeinsame Kante kontrahieren:

Sei e = uv € Ejn2 die Kante, die kontrahiert werden soll. Da e eine gemeinsame Kante ist
und eine SEFE existiert, ist e in einer SEFE kreuzungsfrei eingebettet. Daher kann e kon-
trahiert werden, ohne dass Kreuzungen mit anderen Kanten entstehen. Der kontrahierte
Graph G’ besitzt somit ebenfalls eine SEFE.

Exklusive oder transzendente Kante kontrahieren:

Sei v € V der Knoten, fiir den alle inzidenten Kanten vom gleichen Typ sind, und e = uv
die Kante, die kontrahiert werden soll. Falls e eine exklusive Kante von G ist, schneidet
diese in £ hochstens exklusive Kanten von (75 oder transzendente Kanten, da £ eine SEFE
fir G ist. Eine entsprechende Situation ist in Abbildung 3.2 dargstellt. Die kreuzenden
Kanten konnen nun so umgebettet werden, dass e keine Kreuzungen mehr besitzt, indem
die Kanten alle anderen inzidenten Kanten von v schneiden (vgl. Abbildung 3.2, Teil (b)).
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Abbildung 3.3: Die Graphen K35, K3 3, 51 und S sind verbotene Substrukturen und diirfen nicht
als SEFE-Minoren vorkommen.

Da diese vom selben Typ wie die Kante e sind, sind die neu entstandenen Kreuzungen mit
einer SEFE vertraglich. In der resultierenden Einbettung ist e nun kreuzungsfrei und kann
kontrahiert werden, ohne dass neue Kreuzungen mit anderen Kanten entstehen. Somit
besitzt der kontrahierte Graph G’ ebenfalls eine SEFE. Analog gilt dies fiir den Fall, dass e
eine exklusive Kante von GG oder eine transzendente Kante ist.

Somit ist gezeigt, dass fiir SEFE-Minoren von Graphen, die eine SEFE besitzen, selbst auch eine
SEFE existiert. O

Mit Hilfe der SEFE-Minoren-Operationen konnen wir nun die verbotenen Substrukturen definie-
ren. Diese sollen minimal beziiglich SEFE-Minorenbildung sein und selbst keine SEFE besitzen.
Minimal bedeutet in diesem Kontext, dass die Anwendung einer der SEFE-Minoren-Operationen
auf einen der Graphen diesen soweit vereinfacht, dass die resultierende Struktur eine SEFE be-
sitzt. Zu den verbotenen Substrukturen gehoren die Graphen K5, K33, 51 und So, die in Abbil-
dung 3.3 dargestellt sind. Dabei konnen die Graphen K5 und K3 3 sowohl in Gy, als auch in G
als Minor vorkommen. Der Ubersichtlichkeit halber ist nur jeweils eine Moglichkeit fiir diese
Graphen aufgefiihrt.

Zusétzlich ist eine unendliche Klasse von Graphen Teil der verbotenen Substrukturen. Diese wer-
den wir als alternierende Ketten bezeichnen. Um die alternierenden Ketten moglichst anschaulich
beschreiben zu kénnen, wurde jedoch auf die notwendige Minimalitit aller Graphen dieser Klas-
se verzichtet.

3.2 Alternierende Ketten

Ein Graph G aus der Klasse der alternierenden Ketten besteht aus einem Geriist von gemeinsamen
Kanten, die eine Kette bilden, und aus transzendenten und exklusiven Kanten, die auf bestimmte
Weise alternieren. Wir beschreiben zuerst, welche Gestalt der gemeinsame Graph G2 einer
alternierenden Ketten besitzen muss, und anschlieflend, wie die transzendenten und exklusiven
Kanten hinzugefiigt werden miissen.

Sei (v1, . .., vy ) eine zyklische Liste von Knoten fir n > 3. Die Knoten v; nennen wir Kreisknoten.
Zwei aufeinander folgende Kreisknoten v; und v;4 verbinden wir entweder durch eine gemein-
same Kante, durch einen Halbdiamanten oder durch einen Diamanten miteinander,7 = 1,...,n.
Wir identifizieren hierbei v, mit v;. Ein Halbdiamant besteht aus einer gemeinsamen Kan-
te v;v;+1 und einem Pfad v;, w; 1, v;41 der Lange 2 aus gemeinsamen Kanten. Sind v; und v; 41
durch einen Diamanten verbunden, so gibt es zwei Pfade aus gemeinsamen Kanten v;, w; 1, Vi1
und v;, w; 2, V;41 mMit w; 1 # wj 2. Die Knoten w;,; nennen wir duflere Knoten der alternieren-
den Kette und wir bezeichnen den durch die Knoten v;, v; 41 und, falls jeweils vorhanden, w; 1
und w; » induzierten Subgraphen mit D;.
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Abbildung 3.4: Beispiele fiir Graphen der alternierenden Ketten. Um diese besser darstellen zu
konnen, wurden die Ketten jeweils an dem durch ein Quadrat markierten Knoten
aufgetrennt.

Wir wollen nun den gemeinsamen Graphen so durch exklusive und transzendente Kanten erwei-
tern, dass jeder der (Halb-)Diamanten mit genau zwei Kanten verbunden ist und jede exklusive
Kante mit mindestens einer weiteren Kante alterniert. Eine exklusive Kante e; = xz1y; alter-
niert mit einer weiteren exklusiven Kante es = xoyp», falls die Kante e2 vom gleichen Typ wie e;
ist und ein einfacher Pfad x1,...,22,...,¥1,...,y2 im gemeinsamen Graphen (G1n3 existiert.
Bei Einbettung in die selbe Facetten wiirden sich daher zwei alternierende Kanten kreuzen. In
Abbildung 3.4 sind beispielhaft verschiedene Graphen der alternierenden Ketten dargestellt.
Bevor wir die Forderungen auflisten, die wir an die transzendenten und exklusiven Kanten stel-
len werden, bendtigen wir einen Hilfsgraphen. Mit G p bezeichnen wir den Graphen, der Abhén-
gigkeiten zwischen den (Halb-)Diamanten und den exklusiven Kanten in GG darstellen soll. Dazu
besitzt G p einen Knoten fiir jeden Subgraphen D;, der ein Halbdiamant oder Diamant ist. Aufler-
dem existiert fiir jede exklusive oder transzendente Kante e ein Knoten in Gp. Wir verbinden die
zu D; und e gehorigen Knoten miteinander, falls e zu einem dufleren Knoten in D; inzident ist.
Zusitzlich verbinden wir zwei zu exklusiven Kanten gehorige Knoten, wenn die beiden Kanten
alternieren.

Damit G nun eine alternierende Kette ist, miissen die folgenden Eigenschaften erfiillt sein:

1. Jeder dufiere Knoten in einem Halbdiamanten ist zu zwei exklusiven oder transzendenten
Kanten inzident.

2. Jeder dufiere Knoten in einem Diamanten ist genau zu einer exklusiven oder transzenden-
ten Kante inzident.

3. Jede transzendente Kante ist zu zwei dufleren Knoten inzident.

4. Jede exklusive Kante ist zu zwei Kreisknoten oder zu jeweils einem Kreisknoten und einem
aufleren Knoten inzident.

5. Zu jeder exklusiven Kante, die zu einem dufieren Knoten inzident ist, existiert genau eine
alternierende Kante.

6. Zu jeder exklusiven Kante, die zu zwei Kreisknoten inzident ist, existieren zwei alternie-
rende Kanten.

7. Der Graph G p besteht aus genau einer Zusammenhangskomponente.

8. Die Anzahl an transzendenten Kanten, an exklusiven Kanten und an Halbdiamanten in G
ist zusammengerechnet ungerade.
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Zusammen mit obiger Konstruktion des gemeinsamen Graphen kénnen wir mit diesen Eigen-
schaft vollstandig charakterisieren, ob ein Graph zur Klasse der alternierenden Ketten gehort.
Dass ein solcher Graph keine SEFE besitzt und so zu Recht eine verbotene Substruktur ist, wer-
den wir in Kapitel 5 zeigen.
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4 SEFE-Algorithmus von Angelini et al.

In diesem Kapitel werden wir den von Angelini et al. [Ang+12a] entwickelten Algorithmus
SEFEBICO vorstellen, der fiir Graphen mit zweifach zusammenhingendem gemeinsamen Gra-
phen eine SEFE berechnet oder entscheidet, dass keine solche existiert. Die Darstellung erfolgt
dabei stark angepasst an unsere Situation und die bereits eingefiihrten Notationen. Der Algorith-
mus versucht eine planare Einbettung von G'1n2 zu finden, die dann zu einer simulaten Einbet-
tung von G = (V, E) erweitert wird. Dazu betrachtet er zuerst die Blatter im gewurzelten SPQR-
Baum 7 von G2 und fithrt das Verfahren danach Ebene fiir Ebene fort (bottom-up-Vorgehen).
Dabei versucht er, fiir jeden besuchten Knoten p in 7 eine SEFE fiir G(1) zu berechnen. Ist dies
nicht méglich, so bricht der Algorithmus ab, und der Eingabegraph G besitzt keine SEFE. Die
Korrektheit des Algorithmus soll an dieser Stelle nicht erneut bewiesen werden.

Bevor wir mit der Beschreibung des eigentlichen Algorithmus beginnen, teilen wir die exklusiven
Kanten von G in verschiedene Typen beziiglich eines Knotens p in 7 ein:

« Eine intrapol Kante von i ist eine exklusive Kante, deren inzidente Knoten die Pole von p
sind.

« Eine innere Kante von 1 ist eine exklusive Kante, deren inzidente Knoten zu G(11) gehéren,
mindestens einer der Knoten kein Pol von p ist und aulerdem kein Kind v von 4 existiert,
fur das beide inzidenten Knoten auch in G(v) enthalten sind.

« Eine duflere Kante von p ist eine exklusive Kante, fiir die genau einer der inzidenten Knoten
zu G () gehort und dieser kein Pol von i ist.

Nach dieser Definition kann somit eine exklusive Kante gleichzeitig duflere Kante fiir mehrere
Knoten des SPQR-Baums sein, jedoch innere Kante fiir maximal einen Knoten. In Abbildung 4.1
ist fiir einen P-Knoten i und seine Kinder beispielhaft folgende Situation dargestellt: Die Kante e
ist eine duflere Kante fiir y, 111 und pq 2. Die Kante e ist eine innere Kante von 41, aber eine
auflere Kante fur p4; 1 und g1 2. Fiir po sind die Kanten e3 und e4 innere Kanten, wihrend fiir
das Kind 2 2 die Kante e3 eine intrapol Kante ist und die Kante e4 fiir die Kinder j0.1 und p2 2
eine duflere Kante darstellt. Beide Kanten sind jedoch keine inneren Kanten fiir den Knoten .
Schliellich sind die Kanten e5 und eg innere Kanten von p, gleichzeitig sind die Kanten e5 und eg
auflere Kanten fiir j11, 11,2 und po bzw. fiir po, p2 3 und ps.

4.1 Funktionsweise des Algorithmus

Die Einbettung von skel(u) wird eindeutig bis auf Spiegelung (Flip) beim Bearbeiten des Kno-
tens p in T festgelegt. Die Entscheidung, ob diese Einbettung gespiegelt werden muss, erfolgt
jedoch erst beim ersten Vorganger von p, der kein S-Knoten ist. Daher brauchen wir S-Knoten
nicht direkt zu betrachten. Wir bezeichnen als sichtbare Knoten eines P-Knotens oder R-Knotens p
die Kinder von p und alle Kinder von S-Knoten, die selbst Kinder von p sind. In Abbildung 4.1
sind alle sichtbaren Knoten von  fiir die obige Situation aufgefiihrt.
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Abbildung 4.1: Ein P-Knoten p mit Kindern p1, 42 und p3. Die Kinder 147 und p9 sind S-Knoten
und besitzen selbst weitere Kinder j1,1 und p12 bzw. pio 1, .. ., fi2 4.

Fiir jeden P-Knoten oder R-Knoten 4 fithrt der Algorithmus nun zwei Berechnungsschritte durch:
Zunichst wird eine kompatible Einbettung von skel(u) berechnet. Eine Einbettung £ von skel( 1)
bezeichnen wir als kompatible Einbettung, wenn folgende Bedingungen erfillt sind: Fur zwei
Kindknoten, die durch eine innere Kante von p miteinander verbunden sind, existiert eine ge-
meinsame Facette, zu der beide Kindknoten adjazent sind. Ist eine duflere Kante von y inzident
zu einem Knoten im Kind v, dann ist v adjazent zur duleren Facette. Ist die Berechnung einer
kompatiblen Einbettung erfolgreich, so berechnet der Algorithmus darauf aufbauend eine erwei-
terbare SEFE fiir G(p), falls diese existiert. Eine SEFE von G(u) heifit erweiterbare SEFE, wenn
alle Knoten von 0G(11) auf der dufieren Facette liegen. Mit OG (i) bezeichnen wir hierbei alle
Knoten aus G(u), die adjazent zu einem Knoten aus G — G(p) sind. Zusammengefasst ergibt
sich somit Algorithmus 1. Wir betrachten nachfolgend die einzelnen Berechnungsschritte des
Algorithmus fiir einen Knoten y genauer.

Beachte hierbei, dass sich der Begriff kompatible Einbettung stets auf den Graphen skel(1) be-
zieht, wihrend eine erweiterbare SEFE fiir den Graphen G(u) gesucht wird.

Algorithmus 1 : SEFEB1CO
Eingabe : Graph G = (V, E)
Ausgabe : SEFE fiir G oder L, falls keine solche existiert.

1 Berechne den SPQR-Baum 7 von G2 = (V, E1n2) mit Wurzel p.
2 Berechne fiir jeden Knoten p von 7 seine inneren, dufieren und intrapol Kanten.
3 fiir alle Knoten . in T von unten nach oben tue

4 wenn u ist Q-Knoten oder S-Knoten dann
5 L fahre fort.

6 sonst

7 Berechne eine kompatible Einbettung & (skel(y)) fir skel(u). Stoppe, falls keine
existiert.

8 Entscheide die Spiegelungen der sichtbaren Knoten von x, um eine erweiterbare

SEFE von G(1) zu finden. Stoppe, falls keine existiert.
9 zuriick SEFE von G(p).
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Berechnung einer kompatible Einbettung

Um eine kompatible Einbettung & (skel(x)) von skel(y) zu finden, wird getestet, ob eine Einbet-
tung von skel(u) die Anforderungen erfullt. Fiir einen R-Knoten 4 existiert nur eine Einbettung
von skel(y), die bis auf Spiegelung eindeutig ist. Diese ist entweder eine kompatible Einbettung
oder es existiert keine SEFE fiir G. Ist u ein P-Knoten, dann ist eine Einbettung von skel(y) als
zyklische Ordnung der Kanten in skel(x) gegeben. Wir betrachten hierzu einen Hilfsgraphen H,
der fiir jede virtuelle Kante von skel(x) einen Knoten besitzt. Zwei Knoten sind in H miteinan-
der verbunden, falls die zu den Knoten korrespondierenden Teilgraphen durch eine duflere oder
innere Kante in G (i) verbunden sind. Falls H aus einfachen, disjunkten Pfaden besteht oder
ein Kreis auf allen Knoten ist, so existiert eine kompatible Einbettung fiir skel(x). In diesem Fall
miussen die virtuellen Kanten, die eine Zusammenhangskomponente in H bilden, ein Interval in
der zyklischen Ordnung von &(skel(y)) formen. Kann keine kompatible Einbettung gefunden
werden, so besitzt der Graph G keine SEFE und der Algorithmus bricht die Berechnung ab.

Berechnung einer erweiterbaren SEFE

Seien nun g, ..., ux die sichtbaren Knoten von p. Um eine erweiterbare SEFE von G (i) zu
finden, werden die zu diesem Zeitpunkt bereits berechneten erweiterbaren SEFE von G(u;) fur
i =1,..., k und die kompatible Einbettung von skel(x) verwendet. Es muss nun bestimmt wer-
den, ob £(G(1;)) oder ihre Spiegelung verwendet werden soll. Auerdem miissen fiir die inneren
Kanten von p, die duleren Kanten von y und die duf3eren Kanten von sichtbaren Knoten von p
Einbettungen in Facetten von & (skel(11)) gefunden werden. Wir bezeichnen fortan mit skel’ ()
den Graphen, der aus skel(u) entsteht, indem alle virtuellen Kanten, die zu einem S-Knoten v
gehoren, jeweils durch einen einfachen Pfad von virtuellen Kanten ersetzt werden, die den Kin-
dern von v entsprechen. Der Graph skel’(j2) enthilt somit fiir jeden sichtbaren Knoten von
eine korrespondierende, virtuelle Kante. Eine Einbettung £ (skel(y)) induziert folglich eine Ein-

bettung & (skel’(11)) von skel’ (11).

Wir versuchen nun fiir die inneren Kanten von p, die duffleren Kanten von p und die dufleren
Kanten von sichtbaren Knoten von p eindeutige Facetten von skel’(11) zu finden, in die die Kanten
eingebettet werden konnen. Eine Einbettung einer dieser Kanten in eine bestimmte Facette kann
bedingen, dass die Einbettung £(G(p;)) eines zu der Kante inzidenten sichtbaren Knotens p;
oder ihre Spiegelung benutzt werden muss. Andererseits bedingt méglicherweise die Entschei-
dung, ob £(G(p;)) oder ihre Spiegelung verwendet werden soll, die Wahl der Facette, in die eine
inzidente Kante eingebettet werden muss. Ist somit ein sichtbarer Knoten zu mehreren solchen
Kanten inzident, kénnen Bedingungen an die Einbettung gestellt werden, die sich gegenseitig
ausschlieen. In einem solchen Fall existiert somit keine erweiterbare SEFE fiir ¢ und der Algo-
rithmus bricht ab. Gleiches gilt, falls fiir eine Kante keine freie Facette mehr existiert, in die sie
eingebettet werden kann.

Zunichst versuchen wir, die dufleren Kanten von p und die inneren Kanten von p einzubetten.
Da zu diesem Zeitpunkt bereits eine kompatible Einbettung von skel’ (1) bekannt ist, existiert fiir
jede dieser Kanten eine eindeutige Facette, in die sie eingebettet werden muss. Diese entschei-
det auflerdem, ob die zu der Kante inzidenten sichtbaren Knoten gespiegelt werden miissen oder
nicht. Kann die Einbettung der dufleren und inneren Kanten von y erfolgreich durchgefithrt wer-
den, miissen noch die dufleren Kanten von sichtbaren Knoten von p eingebettet werden, die selbst
keine inneren Kanten von p sind. Dies sind genau die inneren Kanten von S-Knoten-Kindern
von pi. Fiir eine solche Kante ergeben sich moglicherweise weitere Bedingungen, falls fiir einen
der dazugehorigen sichtbaren Knoten bereits eine Spiegelung durch die Einbettung einer inzi-
denten Kante entschieden wurde. Es ist jedoch auch moglich, dass einige S-Knoten-Kinder nur
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Abbildung 4.2: Ein S-Knoten v mit Kindern (dunkel eingefarbt), der selbst als Kind in einem P-
Knoten (a) und in einem R-Knoten auftritt (b). Der Graph G — G(v) kann fir die
2SAT-Formel ¢, als ein weiteres S-Knoten-Kind v/ aufgefasst werden (c).

untereinander verbunden sind und wir so durch die Einbettung der duleren und inneren Kanten
von p keine zusétzlichen Informationen tiber ihre Einbettung erhalten.

Um beide Moglichkeiten zu behandeln, wird nachfolgend fiir jedes S-Knoten-Kind v von p eine
2SAT-Formel ¢, konstruiert, die genau dann erfiillbar ist, wenn alle inneren Kanten von v pas-
send eingebettet werden konnen. Auch konnen die aufleren Kanten von v die Einbettung innerer
Kanten beeinflussen, sodass diese Bedingungen auch in der 25AT-Instanz abgebildet werden. Da
allerdings bereits alle dufSeren Kanten von v in Facetten von skel’ (1) eingebettet wurden, ist es
in der 2SAT-Instanz nicht mehr entscheidend, zu welchem Knoten aufderhalb von v eine auflere
Kante von v inzident ist. Wir bendétigen lediglich die Information, auf welcher Seite von G(v)
beziiglich der bereits festgelegten Einbettung & (skel’(11)) die Kante liegt. Dafiir werden wir den
Teilgraphen G — G(v) als ein weiteres Kind v/ des S-Knotens interpretieren, der mit G(v) zwei
gemeinsame Facetten f] und f5 besitzt. Alle &uleren Kanten von v liegen auf genau einer der
beiden Seiten von G' — G(v) und werden somit immer in der zu dieser Seite adjazenten Facette
eingebettet. Das Kind / kann daher durch zwei Pfade der Linge zwei mit mittleren Knoten w;
und wy dargestellt werden. Alle dufleren Kanten von v, die in der Facette f; liegen, sind inzident
zum Knoten w; in G(/) fiir i = 1, 2. Ein Beispiel, wie der zusitzliche Kindknoten v/ in einem
P-Knoten und einem R-Knoten aussehen wiirde, ist in Abbildung 4.2 gezeigt.

2SAT-Formel fiir S-Knoten

Die 2SAT-Instanz ¢, fiir einen S-Knoten v enthélt eine Variable z,, fiir jeden Kindknoten v;
von v, die Variable z,/ fiir / und fiir jede duBlere oder innere Kante ¢ von v eine Variable ..
Die Variable z,, ist genau dann wahr, wenn die Einbettung £(G(v;)) verwendet werden soll
und falsch, wenn die Spiegelung von £(G(v;)) genutzt werden muss. Fir v/ legen wir eine
Referenzeinbettung fest. Soll diese verwendet werden, so ist die Variable z,, mit wahr belegt und
falls v/ gespiegelt werden soll, erhilt die Variable z;,, den Wert falsch. Wird eine Kante e in die
Facette f; eingebettet, so besitzt die Variable z. den Wert wahr. Die Variable wird mit falsch
belegt, wenn e in fy eingebettet wird.

Die Klauseln der Instanz bestehen nun aus den Beziehungen zwischen den Kindknoten und den
einzubettenden Kanten. Wird eine Kante e in eine bestimmte Facette eingebettet und bedingt dies
das Vorhandensein einer Spiegelung eines Kindknotens &, so wird dies durch die entsprechende
Implikation ausgedriickt, z.B. z. = —x¢ bzw. =z, V —z¢. Gleiches gilt fiir den umgekehrten
Fall, dass eine Spiegelung eines Kindes ¢ die Einbettung einer Kante e in eine bestimmte Facette
erfordert. Beide Moglichkeiten treten somit genau dann auf, wenn e eine duflere Kante von ¢
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(b)

Ty, S Te, Ty, & e,
Ty, & e, Ty, & e,
Ty & T, Ty S Ty
Ty, & e,

Ty S e, Tey & e,
Ty S Te, Ty & T,
Ty € Tey Ty & Te,
Ty S Te,

Abbildung 4.3: Ein P-Knoten p mit einem S-Knoten v als Kind, fir den die Einbettungen der
auleren Kanten von Kindern von v gefunden werden miissen (a). Die aus den
2SAT-Klauseln resultierenden Aquivalenzen fiir v (b).

ist. Ferner fugen wir fir zwei Kanten, die sich bei Einbettung in eine gleiche Facette schneiden
wiirden und dies nicht diirfen, Klauseln hinzu, sodass mindestens eine der Kanten nicht in diese
Facette eingebettet werden darf. Da nach Konstruktion die Klauseln symmetrisch auftreten, lasst
sich die 2SAT-Instanz fiir einen S-Knoten als Menge von Aquivalenzen auffassen.

In Abbildung 4.3 ist beispielhaft ein S-Knoten v zusammen mit den resultierenden Aquivalen-
zen dargestellt. Die Kindknoten von v sind die Knoten v, ..., 5 und /. Die Kanten e3 und e5
erzeugen keine Planaritdts-Klausel, da beide exklusive Kanten von unterschiedlichem Typ sind
und sie sich somit in einer SEFE schneiden dirfen. Die Kanten eg und e7 sind aufiere Kanten
zu verschiedenen Kindern und daher inzident zu unterschiedlichen Seiten von G(v'). Da die
Kante e7 nur inzident zu einem Pol von v4 und v ist, ergeben sich keine Bedingungen zwischen e;
und v4 bzw. v5. Die dargestellte Instanz ist insgesamt nicht 16sbar, wie folgende Aquivalenzkette
zeigt:

Tey & Ty & Ty © Tyy & Tey & Tyy & Tey

Nach dem Lésen der 2SAT-Instanz ¢, kénnen wir G (1) wieder aufspalten und die beiden Pfade
auf die entsprechenden Seiten von v beziiglich der Einbettung & (skel(u)) legen. Wir kénnen
ferner die gefundenen Spiegelungen fiir die Kindknoten von v und die Einbettungen der inneren
Kanten von v in die Einbettung von G () tibertragen und schlieSlich mit dem néchsten S-Knoten,
der ein Kind von p ist, fortfahren.

Um die Berechnung einer erweiterbaren SEFE fiir einen Knoten p abzuschlieen, werden nun die
intrapol Kanten von y der bis hierhin berechneten Einbettung hinzugefiigt. Falls die Pole von p
an einer gemeinsamen Facette liegen, kann die intrapol Kante in diese Facette eingebettet werden.
Ist dies nicht der Fall, so kann die intrapol Kante nicht eingebettet werden und es existiert keine
SEFE fiir den Eingabegraphen G.

Der in diesem Kapitel vorgestellte Algorithmus besitzt eine polynomielle Laufzeit. Genauer ge-
sagt kann SEFEBIcO in O(]V|?) Zeit entscheiden, ob eine SEFE existiert und diese auch in der
gleichen Zeit berechnen. Angelini et al. stellen ebenfalls eine optimierte Implementierung dieses
Algorithmus vor, die nur lineare Laufzeit benétigt. Fur unsere Fragestellung wird diese Detail-
verbesserungen allerdings nicht benétigt, sodass wir in dieser Arbeit nicht auf die zusétzlichen
Ideen des verbesserten Algorithmus eingehen werden.
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5 Verbotene Substrukturen

In diesem Kapitel werden wir zeigen, dass ein Graph G, fiir den keine SEFE existiert, (mindes-
tens) eine der verbotenen Substrukturen aus Kapitel 3 als SEFE-Minor enthélt. Zusammen mit der
Eigenschaft, dass die SEFE-Minoren-Operationen eine SEFE erhalten und daher keine der verbo-
tenen Substrukturen als SEFE-Minor von G auftreten kann, liefert dies die gewiinschte Charak-
terisierung fiir das Problem SEFE. Dabei ist G stets ein Graph, deren gemeinsamer Graph G1n2
zweifach zusammenhéangend ist.

Mit Hilfe des in Kapitel 4 vorgestellten Algorithmus SEFEBIcO von Angelini et al. konnen wir
Situationen untersuchen, in denen ein Graph keine SEFE besitzt und der Algorithmus daher ab-
bricht. Fiir einen Knoten p aus dem SPQR-Baum von (12 bricht die Berechnung in folgenden
Situationen ab:

« Das Skelett skel(y) besitzt keine kompatible Einbettung & (skel(y)).

« Der Graph G(p1) besitzt keine erweiterbare SEFE, da duflere und innere Kanten von g nicht
kreuzungsfrei eingebettet werden kénnen.

+ Die 2SAT-Instanz ¢, eines S-Knotens v, der als Kind von y auftritt, ist nicht 16sbar.

Weil Q-Knoten und S-Knoten vom Algorithmus tibersprungen werden, geniigt es, nur P-Knoten
und R-Knoten zu betrachten. Wir werden daher in den nachfolgenden Abschnitten die oben ge-
nannten Situationen fiir diese Knotentypen analysieren und zeigen, dass der Graph G in diesen
Fallen eine der verbotenen Substrukturen als SEFE-Minor enthilt.

Zunichst betrachten wir den Fall, dass einer der beiden Graphen (G; oder G2 nicht planar ist.
Dies fiithrt uns direkt zu den Graphen K5 und K3 3 als verbotene Substrukturen, wie nachfolgen-
des Lemma zeigt. Wir konnen daher in der nachfolgenden Analyse stets annehmen, dass beide
Graphen GG; und GG planar sind.

Lemma 2: Sei einer der Graphen G1 und Gy nicht planar. Dann enthdlt G eine der verbotenen
Substrukturen K3 und Ks 5 als SEFE-Minor.

Beweis. Ohne Einschrankung sei GG1 nicht planar. In dieser Situation kann offensichtlich keine
SEFE fiir G existieren. Nach dem Satz von Wagner [Wag37] enthilt G; dann einen der Gra-
phen K5 oder K3 3 als Minor. Den Graphen G erhalten wir durch SEFE-Minoren-Operationen
aus G, indem wir alle gemeinsamen Kanten in exklusive Kanten von G; umwandeln und alle
transzendenten Kanten und alle exklusiven Kanten von (G5 entfernen. Da nun alle Kanten vom
gleichen Typ sind, kénnen wir mit SEFE-Minoren-Operationen beliebige Kanten kontrahieren
und so alle in Abschnitt 2.1 vorgestellten Minoren-Operationen auf G; nachbilden. Damit ent-
hélt G selbst (mindestens) einen der beiden Graphen K5 oder K3 3 als SEFE-Minor. O
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(a) u (b) u © wu (d) u e u

v v v v v
Abbildung 5.1: Ein R-Knoten (a) oder ein S-Knoten (b), kann nach Lemma 3 zu einem Pfad u, w, v
kontrahiert werden, sodass alle dufleren Kanten inzident zum Knoten w sind (c).

Bei einem P-Knoten (d) ist dies gemifl Lemma 4 nur fir eine beliebige duflere
Kante méglich (e).

5.1 Keine kompatible Einbettung

In diesem Abschnitt werden wir die Situationen untersuchen, in denen fir einen P-Knoten oder
einen R-Knoten des SPQR-Baums von (G1~2 der Algorithmus abbricht, wenn fir das Skelett keine
kompatible Einbettung berechnet werden kann. In den niachsten beiden Lemmata zeigen wir zwei
allgemeine Aussagen zur Kontraktion von Knoten des SPQR-Baums, die wir an verschiedenen
Stellen in diesem Kapitel benétigen werden.

Lemma 3: Sei 1 ein R-Knoten, S-Knoten oder Q-Knoten mit Polen v und v. Dann kann G () durch
SEFE-Minoren-Operationen zu der gemeinsamen Kante uv kontrahiert werden. Besitzt o dufSere
Kanten, dann kann G (1) auch zu einem Pfad u, w, v von gemeinsamen Kanten kontrahiert werden,
sodass alle dufSeren Kanten von i im kontrahierten Pfad inzident zu w sind.

Beweis. Sei yu ein solcher Knoten mit Polen v und v. Dann ist G(u) entweder die Kante wv, falls p
ein Q-Knoten ist oder G(;1) — u — v ist zusammenhéngend und enthalt nicht die Kante uv, wie
in Abbildung 5.1 beispielhaft dargestellt ist.

In diesem Fall kontrahieren wir G(x) — u — v zu einem einzigen Knoten w, in dem alle gemein-
samen Kanten in G(41) — u — v kontrahiert werden und etwaige Doppelkanten geléscht werden.
Da G1n2 zweifach zusammenhéngend ist, sind G(¢) — v und G(u) — v zusammenhéngend und
somit existieren die Kanten wv und wu im kontrahierten Graphen. Es entsteht folglich ein Pfad
u, w, v von gemeinsamen Kanten, nachdem mégliche Doppelkanten zu uw und wv entfernt wor-
den sind. Alle dufleren Kanten von y sind nun inzident zum Knoten w, da duflere Kanten nach
Definition nicht zu einem der Pole inzident sind. Falls keine solche Kanten in u existieren, so kann
die gemeinsame Kante wv ebenfalls kontrahiert werden und es bleibt die Kante wv iibrig. O]

Da P-Knoten keine weiteren P-Knoten als Kinder besitzen, konnen wir obiges Lemma auf jedes
P-Knoten-Kind anwenden. Dies vereinfacht es uns, die SEFE-Minoren eines P-Knotens zu be-
stimmen. Auflerdem kénnen wir mit Hilfe von Lemma 3 eine dhnliche Kontraktionsaussage in
Lemma 4 auch fir P-Knoten zeigen. Beachte, dass zwischen Lemma 3 und dem nachfolgenden
Lemma 4 ein deutlicher Unterschied besteht: Ein P-Knoten kann im Allgemeinen nicht zu einem
Pfad u, w, v kontrahiert werden, sodass alle duleren Kanten zum Knoten w inzident sind. Dies
ist nur fur S-Knoten und R-Knoten méglich.

Lemma4: Sei i ein P-Knoten mit Polenw undv. Dann kann G(j1) durch SEFE-Minoren-Operationen
zu der gemeinsamen Kante uv kontrahiert werden. Existiert ferner eine dufSere Kante e von i, so
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kann G(u) auflerdem zu einem Pfad u, w, v von gemeinsamen Kanten kontrahiert werden, sodass e
inzident zu w ist.

Beweis. Sei p der P-Knoten mit Polen v und v. Da G (1) zusammenhéngend ist, existiert ein Pfad
von u nach v in G. Wir entfernen nun alle anderen Kanten aus G(u) und kontrahieren den Pfad
u,...,v zu einer einzigen Kante uv.

Existiert eine dufiere Kante e von , so ist diese zu einem Knoten in G(¢) — u — v inzident und
somit auch in G(v) —u—wv fiir ein Kind v von 1 enthalten, wie in Abbildung 5.1 (d) dargestellt ist.
Das Kind v ist ein R-Knoten oder ein S-Knoten, und wir kénnen gemafl Lemma 3 den Graphen
G(v) zu einem Pfad u,w, v kontrahieren, sodass e zu w inzident ist. Entfernen wir nun alle
Kanten der anderen P-Knoten-Kinder, so erhalten wir direkt die gewiinschte Aussage. O

Wir werden nun die Fille analysieren, in denen das Skelett skel(;:) eines P-Knotens y keine kom-
patible Einbettung besitzt. Fiir einen P-Knoten p legt die Einbettung von skel(u) die zyklische
Ordnung fest, in der Kinder von u eingebettet werden. Unterschiedliche Einbettungen unter-
scheiden sich daher durch die Reihenfolge der P-Knoten-Kinder.

Lemma 5: Sei i ein P-Knoten des SPQR-Baums von G1n2. Falls skel(j1) keine kompatible Einbettung
besitzt, so enthdlt G eine der verbotenen Substrukturen S oder So als SEFE-Minor.

Beweis. Sei i ein P-Knoten mit Polen u und v, fir den skel(u) keine kompatible Einbettung
besitzt. Da G — G(u) zusammenhingend und tiber v und v mit G(u) verbunden ist, konnen wir
die Vaterkante uv in skel(11) ebenfalls als ein P-Knoten-Kind interpretieren. Auflere Kanten von
verhalten sich somit genauso wie innere Kanten zwischen dem ehemaligen Vater und einem
weiteren P-Knoten-Kind. Es geniigt daher, den Fall zu betrachten, dass fiir innere Kanten keine
kompatible Einbettung gefunden werden kann. Wir bezeichnen im Folgenden mit yi1, . . ., j1, die
Kinder (inklusive des ehemaligen Vaters) des P-Knotens .

Wir betrachten einen Hilfsgraphen H, der fiir jedes P-Knoten-Kind pi; einen Knoten enthélt. Zwei
Knoten werden in H miteinander verbunden, wenn es in p eine innere Kante zwischen den ent-
sprechenden Kindern gibt, die nicht inzident zu einem der Pole « und v ist. Eine SEFE von G (u)
legt eine zyklische Reihenfolge der P-Knoten-Kinder fest, in der nur benachbarte Kinder durch
eine innere Kante miteinander verbunden sein diirfen. In diesem Fall ist der Graph H ein Kreis
oder H besteht aus disjunkten, einfachen Pfaden. Besitzt umgekehrt H diese Gestalt, so erhalten
wir direkt eine Reihenfolge zur Einbettung der Kinder von i, bei der die miteinander verbunde-
nen Kinder auch benachbart sind. Insgesamt besitzt der Graph G(11) genau dann eine kompatible
Einbettung, wenn sich H zu einem einfachen Kreis vervollstindigen lasst. Da G(11) jedoch keine
kompatible Einbettung besitzt, muss in H ein Knoten v mit deg(v) > 3 existieren oder H enthélt
einen Kreis K und mindestens einen weiteren Knoten, der nicht in /C vorkommt. Dies bedeutet
im ersten Fall, dass i ein P-Knoten-Kind besitzt, welches mit mindestens drei anderen Kindern
durch innere Kanten verbunden ist. Im zweiten Fall gibt es eine Menge von P-Knoten-Kindern,
die durch einen Kreis von exklusiven Kanten in G(u) verbunden sind. Auflerdem existiert ein
weiteres P-Knoten-Kind, das verhindert, dass der Kreis komplett eingebettet werden kann.

Falls H einen Knoten v mit deg(v) > 3 enthélt, sei dies 0.B.d.A. der zu 1 gehérende Kno-
ten. Dann ist 1 zu mindestens drei weiteren P-Knoten-Kindern po, ..., g mit [ > 4 durch
innere Kanten verbunden. Diese Situation ist in Abbildung 5.2 (a) dargestellt. Wir werden nun
SEFE-Minoren-Operationen anwenden, um die verbotene Substruktur Sy zu finden. Wir kontra-
hieren p; zu einem Pfad w, w;,v fir i = 1,...,4, wie in Lemma 3 beschrieben, und entfernen
alle Kanten und Knoten aus den anderen P-Knoten-Kindern. Der resultierende Minor ist noch
nicht minimal, sodass die Kanten uw; und wjv auflerdem entfernt werden konnen. Der somit
entstehende Graph G’ besitzt nun die exklusiven Kanten wjws, wy w3 und wywy, sodass der Kno-
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Abbildung 5.2: Situationen im Beweis zu Lemma 5, in denen keine kompatible Einbettung exis-
tieren: Ein P-Knoten-Kind ist mit mindestens drei anderen Kindern verbunden (a)
oder es existiert ein Kreis aus exklusiven Kanten in G(u) mit einem weiteren P-
Knoten-Kind (b).

ten wy nur mit exklusiven Kanten verbunden ist (Abbildung 5.2 (a), zweiter Graph). Abschlieflend
werden die exklusiven Kanten in transzendente Kanten umgewandelt. Der so gewonnene SEFE-
Minor ist die verbotene Substruktur S;.

Falls H einen Kreis K und mindestens einen zusétzlichen Knoten enthalt, dann gibt es 0.B.d.A.
in GG eine Menge von P-Knoten-Kindern p1, . . ., 4, die durch einen Kreis von exklusiven Kanten
verbunden sind und mindestens ein weiteres Kind ;4. Diese Situation ist in Abbildung 5.2 (b)
dargestellt. Wir wenden nun ebenfalls SEFE-Minoren-Operationen an: Wir entfernen alle wei-
teren P-Knoten-Kinder aus G(y), indem alle Kanten und Knoten dieser Kinder geloscht wer-
den. Etwaige innere Kanten dieser Kinder zu den P-Knoten-Kindern p1, ..., yy, p1+1 werden
ebenfalls entfernt. Wir kontrahieren die zu K inzidenten Kinder pu; zu einem Pfad wu, w;, v fur
i =1,...,l, wie es Lemma 3 ermdglicht, aulerdem ;11 zu einer einzigen gemeinsamen Kan-
te uv. Nun werden alle weiteren exklusiven Kanten, die nicht auf /C liegen, entfernt. Der resul-
tierende Graph besitzt nun einen Kreis von exklusiven Kanten wywa, . . ., w;_jwy, wjw, (zweiter
Graph in 5.2 (b)). Wir konnen diesen Kreis auf Lange 3 reduzieren, in dem wir zunéchst fir j > 4
die Kanten uw; und w;v entfernen. Dieser Graph ist als dritter Graph in Abbildung 5.2 (b) darge-
stellt. Wir wandeln ebenfalls jede exklusive Kante in eine transzendente Kante um und kontra-
hieren anschlieflend die Kanten w4ws, . .., w;w;. Der dadurch entstehende SEFE-Minor ist die
verbotene Substruktur S5. O

Sei nun p ein R-Knoten. Dann ist skel(y) ein dreifach zusammenhingender Graph und besitzt
somit nur eine, bis auf Spiegelung eindeutige, planare Einbettung. Da wir am Anfang des Kapi-
tels angenommen haben, dass GG und G planar sind, ist diese Einbettung direkt eine kompatible
Einbettung, wie Lemma 6 zeigt. Wir brauchen daher fiir diesen Fall nach keiner verbotenen Sub-
struktur zu suchen.

Lemma 6: Sei ;i ein R-Knoten des SPQR-Baums von G1n2. Dann existiert fiir skel(u) eine kompa-
tible Einbettung.
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Beweis. Sei 1 ein R-Knoten mit Polen u und v. Wir nehmen an, es gibe fiir das Skelett skel()
keine kompatible Einbettung. Ahnlich zum vorherigen Beweis fassen wir die Vaterkante uv
in skel(u) ebenfalls als ein R-Knoten-Kind auf. Auflere Kanten von p verhalten sich somit ge-
nauso wie innere Kanten zwischen dem ehemaligen Vater und einem weiteren Kind. Es geniigt
daher den Fall zu betrachten, dass eine innere Kante e = wjws existiert, fir die die inzidenten
Kinder p1 und po nicht an einer gemeinsamen Facette liegen.

Wir reduzieren zunichst den Graphen G durch SEFE-Minoren-Operationen zu einem einfache-
ren Graphen G’. Dazu kontrahieren wird die R-Knoten-Kinder j1 und jo gemifl Lemma 3 und
Lemma 4 zu einem Pfad der Lange zwei, deren mittlerer Knoten der zu e inzidente Knoten w;
bzw. wo ist. Alle anderen Kinder werden ebenfalls nach Lemmata 3 und 4 zu einer einzelnen Kan-
te kontrahiert. Etwaige parallele Kanten, die nach den Kontraktionen entstehen, werden entfernt
und auflerdem alle gemeinsamen Kanten in exklusive Kanten vom Typ der Kante e umgewandelt.
Der resultierende Graph G’ besteht nur noch aus exklusiven Kanten von diesem Typ und ist
folglich ein SEFE-Minor von G oder von G, der selbst skel(x) als Minor enthélt. Da das Ske-
lett skel(y) ein dreifach zusammenhingender Graph ist, besitzt skel(x) nur eine, bis auf Spie-
gelung eindeutige, planare Einbettung £. Folglich miissen wir diese Einbettung auch fiir G’ ver-
wenden, da sonst G’ nicht planar eingebettet werden kann. In der durch & (skel(x)) induzierten
Einbettung von G’ wiirden die Knoten w; und ws allerdings immer noch nicht an einer gemeinsa-
men Facette liegen, sodass die Kante e nicht kreuzungsfrei eingebettet werden kénnte. Der Graph
G’ wire somit nicht planar. Nach dem Satz von Wagner enthilt G’ daher einen der Graphen K3
oder K3 3 als Minor. Da G’ ein SEFE-Minor von G und G2 war, folgt damit, dass einer der beiden
Graphen selbst nicht planar wére. Dies haben wir jedoch am Anfang des Kapitels ausgeschlossen.
Somit ist unsere Annahme falsch und skel(u) besitzt eine kompatible Einbettung. O

5.2 Keine erweiterbare SEFE

Wir betrachten nun die Situationen, in denen fiir einen P-Knoten oder R-Knoten u die dufie-
ren und inneren Kanten von p nicht kreuzungsfrei eingebettet werden kénnen und der Teil-
graph G(u) somit keine erweiterbare SEFE besitzt. Da wir bereits die Fille untersucht haben, in
denen skel(y) keine kompatible Einbettung besitzt, konnen wir im Folgenden annehmen, dass
eine solche fur skel(yu) existiert. Auferdem kénnen wir annehmen, dass alle sichtbaren Knoten
von p selbst eine erweiterbare SEFE besitzen. Der zu betrachtende Knoten p ist somit der erste
Knoten, fiir den der Algorithmus SEFEB1cO abbrechen wiirde.

Zuerst beschiftigen wir uns mit dem Fall, dass eine intrapol Kante die Existenz einer erweiter-
baren SEFE verhindert. Wiirde man in dieser Situation alle intrapol Kanten aus dem Graphen
entfernen, so gibe es eine erweiterbare SEFE fiir G(11). Nachfolgendes Lemma zeigt, dass diese
Situation nicht auftreten kann, da ansonsten einer der Graphen (G; oder G2 nicht planar ware.
Dies hatten wir bereits am Anfang des Kapitels ausgeschlossen. Wir konnen daher bei kiinftigen
Uberlegungen annehmen, dass der Knoten p und seine Kinder frei von intrapol Kanten sind. Eine
dhnliche Argumentation findet sich auch in der Arbeit von Angelini et al. [Ang+12a, Lemma 6].

Lemma 7: Sei i ein P-Knoten oder ein R-Knoten des SPQR-Baums von G2, fiir den skel(u) eine
kompatible Einbettung besitzt. Der Graph G () besitze keine erweiterbare SEFE. Falls G(j1) nach
dem Entfernen aller intrapol Kanten eine erweiterbare SEFE besitzt, dann ist einer der Graphen Gy
oder Gy nicht planar.

Beweis. Seien p ein P-Knoten oder ein R-Knoten mit Polen » und v und e eine intrapol Kante
in G(1), die eine erweiterbare SEFE von G(11) verhindert. Sei € eine erweiterbare SEFE von G’ (1),
wobei G’ der Graph ist, aus dem alle intrapol Kanten von y entfernt wurden. Ferner nehmen wir
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Abbildung 5.3: Situationen, in denen eine intrapol Kante e eine erweiterbare SEFE von G(u) ver-
hindert: Die Kante e tritt als intrapol Kante in einem P-Knoten auf (a), als in-
trapol Kante in einem R-Knoten (b) oder als intrapol Kante in einem Kind eines
R-Knotens (c).

an, dass alle bereits betrachteten P-Knoten und R-Knoten eine erweiterbare SEFE besitzen. Somit
konnen wir die intrapol Kanten von S-Knoten-Kindern als bereits eingebettet ansehen. Ist i ein
P-Knoten, dann ist e immer eine intrapol Kante von p, da alle Kinder von  ebenfalls die Po-
le v und v besitzen. Im Falle, dass 1 ein R-Knoten ist, kann e zusatzlich als intrapol Kante eines
S-Knotens v auftreten, welcher ein Kind von p ist.

Betrachten wir zunichst den Fall, dass p ein P-Knoten ist. Da G(u) keine erweiterbare SEFE
besitzt, existiert fiir die Pole von x in keiner Einbettung von G(u) eine gemeinsame Facette
in G(u). Andernfalls kénnte die intrapol Kante in diese eingebettet werden. Die Kinder von
und der Teilgraph G — G () sind daher durch (mindestens) einen Kreis K von exklusiven Kanten
miteinander verbunden. Da sich exklusive Kanten von G1 mit exklusiven Kanten von G5 kreuzen
diirfen, sind alle Kanten von K und die intrapol Kante e vom gleichen Typ. Die Situation wird in
Abbildung 5.3 (a) dargestellt.

Mit Hilfe des Kreises K reduzieren wir G(1t) nun auf eine verbotene Substruktur. Dabei gehen wir
analog zum Beweis von Lemma 5 vor. Wir entfernen alle exklusiven Kanten aus G(u), aufler K
und der intrapol Kante e. Nun kontrahieren wir gemafl Lemma 3 jedes P-Knoten-Kind p; zu
einem Pfad u, w;, v, wobei w; die zum Kreis inzidenten Knoten sind. Zusétzlich wird der Rest des
Graphen zu einem Pfad u, wg, v kontrahiert. Ferner konnen wir den Kreis auf Lange 3 reduzieren.
Wir wandeln nun im resultierenden Graph alle gemeinsamen Kanten in exklusive Kanten vom
Typ in K um. Der so entstehende Minor ist der Graph K vom Typ der exklusiven Kanten. Mit
dem Satz von Wagner folgt unmittelbar, dass der Graph GG1 oder G2 nicht planar ist.

Ist ¢ nun ein R-Knoten, so kann die intrapol Kante e genau in zwei Facetten eingebettet werden.
Da G(p) allerdings keine erweiterbare SEFE besitzt, gibt es zwei exklusive Kanten e; und ez vom
gleichen Typ wie e, die bereits in diese Facetten eingebettet worden sind und e schneiden wiirden.
In Abbildung 5.3 sind die beiden moglichen Situationen dargestellt, falls e eine intrapol Kante
von (. ist (b) oder e als intrapol Kante in einem Kind von p auftritt (c). Das Skelett skel(y) besitzt
jedoch nur eine, bis auf Spiegelung eindeutige, planare Einbettung. Somit miissen die Kanten e;
und ey in die entsprechenden Facetten eingebettet werden. Der Graph G(u) ist folglich nicht
planar. Dies dndert sich auch nicht, wenn wir alle gemeinsamen Kanten in exklusive Kanten vom
Typ von e umwandeln. Da der resultierende Graph nun ein Minor des Graphen Gy oder G ist,
folgt direkt, dass GG1 oder (i3 selbst nicht planar sein kann. O

Mit Hilfe von Lemma 7 konnen wir uns nun auf die Fille konzentrieren, in denen GG (,u,) keine
intrapol Kanten besitzt und dennoch keine erweiterbare SEFE existiert. Bevor wir jedoch zum
eigentlichen Beweis tibergehen, zeigen wir zwei Hilfslemmata (Lemma 8 und Lemma 9), die es
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Abbildung 5.4: Ein P-Knoten y mit dufferen Kanten kann durch SEFE-Minoren-Operationen auf
einen der Graphen (a), (b) oder (c) reduziert werden. Ist i ein R-Knoten, so kann
dieser auflerdem zu den Graphen (d) oder (e) kontrahiert werden.

uns nachfolgend erlauben, P-Knoten und R-Knoten, die als Kinder eines S-Knotens auftreten, auf
eine einfachere Struktur zuriickzufithren.

Lemma 8: Sei 1 ein P-Knoten. Fiir G(j1) existiere eine erweiterbare SEFE. Ferner seien w; und wo
zwei von den Polen u, v verschiedene Knoten in G(11), die jeweils inzident zu einer duf3eren Kante von
w sind. Dann kann G(u) durch SEFE-Minoren-Operationen auf einen der Graphen (a), (b) oder (c)
in Abbildung 5.4, bis auf Reihenfolge von w1 und wy und Typ der dufleren Kanten, reduziert werden.

Beweis. Sei p ein P-Knoten, der obige Bedingungen erfiillt und £ die zyklische Liste der Knoten,
die den Rand der dufleren Facette von G(u) bilden. Diese Liste enthélt neben den Polen u und v
auch die Knoten wy und ws.

Liegen beide Knoten auf der gleichen Seite von OG(u), d.h. die Liste £ enthalt 0.B.d.A. als Teil-
liste u, ..., w1, ..., ws,...,v, so betrachten wir den Pfad von u nach v, der durch die Teilliste
induziert wird. Dieser Pfad ist gleichzeitig auch Teil des Randes eines P-Knoten-Kinds p1. Wir
kontrahieren nun die Teilpfade von u nach w;, wo nach v und, falls w; # wy gilt, wy nach ws je-
weils zu einer einzigen Kante. Da i ein P-Knoten ist, existiert mindestens ein weiteres P-Knoten-
Kind p3. Dieses kontrahieren wir geméafl Lemma 3 zu einer Kante uv. Abschlieffend entfernen
wir alle anderen P-Knoten-Kinder und etwaige weitere exklusive Kanten. Wir erhalten somit den
Graphen (a) aus Abbildung 5.4, falls w; = wsy gilt, und andernfalls den Graphen (b).

Falls die Knoten wj und wy auf unterschiedlichen Seiten liegen, so gehoren die beiden Knoten
zu zwei verschiedenen P-Knoten-Kindern p; und po, da ¢ mindestens zwei Kinder besitzt. Nach
Lemma 3 konnen diese zu einem Pfad u, w1y, v bzw. u, wo, v kontrahiert werden. Nach dem an-
schlieSenden Entfernen aller weiteren P-Knoten-Kinder und etwaiger weiterer exklusiver Kanten
aus G(u) erhalt man direkt den Graphen (c).

Da alle zu kontrahierenden Kanten gemeinsame Kanten von G1n2 waren, ist dieses Vorgehen
auch mit SEFE-Minoren-Operationen vertréiglich. O

Analog zu Lemma 8 méchten wir im néchsten Lemma auch fiir R-Knoten zeigen, wie diese fiir
unsere Zwecke vereinfacht werden konnen.

Lemma 9: Sei i1 ein R-Knoten. Fiir G(u) existiere eine erweiterbare SEFE. Ferner seien w1 und wo
zwei von den Polen u,v verschiedene Knoten in G(11), die jeweils inzident zu einer dufSeren Kante
von y sind. Dann kann G () durch SEFE-Minoren-Operationen auf einen der Graphen (a), (b), (c), (d)
oder (e) in Abbildung 5.4, bis auf Reihenfolge von wy und wa und Typ der dufSeren Kanten, reduziert
werden.
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Beweis. Sei p ein R-Knoten, der obige Bedingungen erfiillt. Sei ferner £ die zyklische Liste der
Knoten, die die duflere Facette von G(u) beranden. Diese Liste enthélt neben den Polen u und v
auch die Knoten w; und ws. Liegen beide Knoten auf der gleichen Seite von OG (1), d.h. die Lis-
te £ enthalt 0.B.d.A. als Teilliste u, . .., w1, ..., ws,...,v, so konnen wir G(u) wie folgt kontra-
hieren: Sei K der durch £ 1ndu21erte Krels D1e gemeinsamen Kanten, die von u nach w fithren,
werden zu einer einzelnen Kante kontrahiert, ebenso die Kanten von w9 nach v und die Kanten
von wy nach wa, falls w # wy gilt. Der Rest von K kann auflerdem zu einer Kante uv kontrahiert
werden. AbschlieBend werden alle iibrigen Kanten, bis auf die zu w; und wy inzidenten exklu-
siven Kanten, aus G(11) entfernt. Der resultierende Graph ist der Graph (a) aus Abbildung 5.4,
falls w; = wy gilt, und andernfalls der Graph (b) aus dieser Abbildung.

Im Falle, dass die Knoten w; und wy nicht auf der gleichen Seite von 0G () liegen, gibt es einen
Pfad P von w; nach wy in G(u) —u—w, der nicht ganz auf dem durch £ induzierten Kreis K liegt.
Dieser existiert, da skel(u) ein dreifach zusammenhéngender Graph ist und somit G(p) — u — v
zusammenhingend ist. Sei P’ der Teilpfad von P, sodass die Kanten aus P’ nicht in K enthalten
sind, und bezeichne die beiden Endknoten von P’ mit p und ¢g. Nach Konstruktion von P’ lie-
gen die beiden Knoten p und ¢ auf unterschiedlichen Seiten von 0G(u). O.B.d.A. nehmen wir an,
dass £ die Teilliste u, . .., w1,...,v,...,ws, ..., uenthilt. Wir kontrahieren nun den Pfad von u
nach w; in K zu einer Kante bzw. zu einem Pfad der Lange zwei, falls einer der Knoten p oder ¢
zwischen v und wy liegt. Analog verfahren wir mit den Kanten von w; nach v, v nach wy und
von wy nach u. Durch die Kontraktion der Pfade der Lange zwei zu einer Kante kénnen wir nun
erreichen, dass wi und wo mit den Knoten p und ¢ identifiziert werden kénnen. Den Pfad P’ kén-
nen wir daher anschlieBend zur gemeinsamen Kante wjws kontrahieren. Abschlielend werden
ebenfalls alle iibrigen Kanten, bis auf die zu w; und ws inzidenten exklusiven Kanten, aus G()
entfernt. Man erhilt den Graphen (d) aus Abbildung 5.4 bzw. nach Entfernung der Kante w; w9
den Graphen (c).

Wir betrachten nun, wie wir den Graphen (e) erhalten, wenn die Knoten w; und ws auf der
gleichen Seite von OG () liegen. Sei K erneut der durch £ induzierte Kreis. Wir kénnen nach
obigen Uberlegungen einen Teil des Kreises zu einem Pfad u, w1, we, v kontrahieren. Da y ein
R-Knoten ist, existiert noch ein weiterer Knoten w3 in G(11), der auf der anderen Seite von 0G (1)
liegt und somit noch in K enthalten ist. Ferner existiert analog zum letzten Fall ein weiterer Pfad
von wq nach w3 in G(p) — u — v. Wir kontrahieren nun den Rest von K zu einem Pfad u, w3, v
Auflerdem kontrahieren wir die Kante wjws, falls wy # ws gilt, und identifizieren dadurch w,
mit ws. Die Knoten wy und ws sind noch immer durch einen weiteren Pfad verbunden, den wir
zu einer einzigen Kante wjws kontrahieren kénnen. SchlieBlich werden die iibrigen Kanten, bis
auf die beiden zu w; inzidenten exklusiven Kanten, aus G(u) entfernt. Wir erhalten schlieSlich
den Graphen (e) aus Abbildung 5.4.

In allen Féllen waren die zu kontrahierenden Kanten gemeinsame Kanten von (G1n2. Daher kann
die gesamte Kontraktion mit SEFE-Minoren-Operationen durchgefiithrt werden. O

Der Algorithmus SEFEBico versucht, durch mogliches Spiegeln der sichtbaren Knoten eines P-
Knotens oder R-Knotens y eine erweiterbare SEFE fiir G(u) zu konstruieren. Die Festlegung
einer Spiegelung eines sichtbaren Knotens von y legt gleichzeitig fest, in welche Facette die in-
zidenten inneren und dufleren Kanten eingebettet werden. Die dadurch festgelegte Einbettung
einer solchen Kante bedingt selbst wiederum eine méogliche Spiegelung des anderen zu der Kante
inzidenten sichtbaren Knotens. Existiert nun keine SEFE, gibt es hierfiir zwei mogliche Griinde:
Entweder mussen zwei exklusive Kanten vom gleichen Typ in dieselbe Facette eingebettet wer-
den und schneiden sich dort. Oder zwei Kanten bedingen, dass ein sichtbarer Knoten gleichzeitig
gespiegelt und nicht gespiegelt werden muss.

Mit den bereits bewiesenen Aussagen nehmen wir an, dass in G/(x) keine intrapol Kanten exis-
tieren und fir skel(u) eine kompatible Einbettung & (skel()) existiert. Wir betrachten nun die
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Abbildung 5.5: Die SEFE-Minoren, die als Zwischenschritte in Fall 1 von Lemma 10 auftreten. Die
Teilgraphen G(u1) und G(2) sind hellgrau hinterlegt.

Situation, dass die &u3eren Kanten von y und inneren Kanten von p nicht in eine eindeutigen Fa-
cetten von € eingebettet werden konnen und dadurch keine erweiterbare SEFE fiir G (1) existiert.
Mit dem néichsten Lemma kénnen wir fir einen P-Knoten p in diesem Fall die bereits bekannten
Graphen S; und 57 als verbotene Substrukturen extrahieren.

Lemma 10: Sei i ein P-Knoten ohne intrapol Kanten, fiir den skel(u) eine kompatible Einbettung £
besitzt. Falls nicht alle dufleren Kanten und inneren Kanten von p kreuzungsfrei in die Facetten
von E(skel(y)) eingebettet werden konnen, so enthdlt G eine der verbotenen Substrukturen Sy
oder Sy als SEFE-Minor.

Beweis. Sei p der P-Knoten mit Polen » und v, fiir den nicht alle dufleren und inneren Kanten
kreuzungsfrei in die Facetten von &(skel(u)) eingebettet werden konnen. Es gibt daher zwei
exklusive Kanten e; und ey, die den Abbruch des Algorithmus verursachen. Da e; und e; innere
Kanten von i oder duflere Kanten von p sind, sind die Kanten insbesondere nicht inzident zu
den Polen v und v von p. Ansonsten waren sie innere Kanten eines Kindes von p oder des Vaters
von p. Nach obigen Uberlegungen konnen wir fiir e; und es die beiden Falle unterscheiden, dass
in jeder kompatiblen Einbettung £ von skel(u) zwei exklusive Kanten vom gleichen Typ in die
gleiche Facette eingebettet werden (Fall 1) oder dass in jeder solchen Einbettung zwei Kanten
unterschiedliche Spiegelungen eines sichtbaren Knotens bedingen (Fall 2). In letzterem Fall ist
ferner zu differenzieren, ob die Kanten e; und es zu verschiedenen P-Knoten-Kindern (Fall 2a)
oder zum gleichen P-Knoten-Kind inzident sind (Fall 2b).

Analog zum Beweis von Lemma 5 werden wir nachfolgend den Teilgraphen G — G(11) ebenfalls
als ein P-Knoten-Kind interpretieren. Wir kénnen daher G — G(1) gemaff Lemma 3 zu einem
Pfad der Lange zwei von gemeinsamen Kanten kontrahieren, sodass alle &uleren Kanten von g
inzident zum mittleren Knoten sind. Mit dieser Auffassung besitzt ;1 folglich mindestens drei
Kinder.

Fall 1: Sei £ eine kompatible Einbettung von skel(). Dann gibt es zwei exklusive Kanten e;
und es vom selben Typ, die kreuzend in die gleiche Facette f von &(skel(u)) eingebettet wurden.
Die Kanten verbinden somit jeweils die zu f adjazenten P-Knoten-Kinder p; und po miteinan-
der. Seien w; 1 und w; 2 die zu e; bzw. ey inzidenten Knoten in G(y;), fiir i = 1,2. Da sich e;
und ey in f kreuzen, muss w; 1 # wj o fir ¢ = 1,2 gelten. Folglich muss G(;) mindestens die
vier Knoten u, w; 1, w; 2 und v enthalten. Wir kontrahieren zunéchst die Kindknoten (; zu einer
einfacheren Struktur: Falls 4; ein R-Knoten ist, wird G(u;) zum Graphen (b) aus Abbildung 5.4
kontrahiert, was laut Lemma 9 méglich ist. Wir entfernen anschlieflend die durch die Kontraktion
neu entstandene Kante uv. Ein entsprechender Graph ist in Abbildung 5.5 (a) dargestellt.

Falls w; 1 und w; » zum gleichen Kind eines S-Knotens 1; gehdren und keiner der Knoten ein
Pol von y; ist, dann verfahren wir ebenso mit ;. Ist andernfalls der Knoten w; ; fiir j = 1,2
kein Pol eines S-Knoten-Kinds, so kénnen wir das zu w; ; gehérige Kind, gemafl Lemma 3 und
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Lemma 4, zu einem Pfad der Lange zwei kontrahieren, dessen mittlerer Knoten gerade wj ; ist.
Falls w; ; jedoch ein Pol eines S-Knotens ist, so fahren wir direkt fort. Bei jeder der drei Mog-
lichkeiten kontrahieren wir anschlieffend alle anderen Kinder von p; zu einer einzigen Kante,
sodass aus G/(j4;) nun ein Pfad von gemeinsamen Kanten entsteht, auf dem w; ; und w; » liegen.
Beispielhaft ist ein solcher Graph in Abbildung 5.5 (b) dargestellt. Durch weitere Kontraktionen
konnen wir schliefllich den Pfad auf u, w; 1, w; 2, v oder u, w; 2, w; 1, v reduzieren.

In jeder Situation konnen wir anschlieBend ein weiteres P-Knoten-Kind zu einer einzigen ge-
meinsamen Kante uv kontrahieren (vgl. Lemma 3) und etwaige weitere Kinder von 4 und alle
iibrigen exklusiven Kanten aus G entfernen. Wandelt man abschlieflend alle gemeinsamen Kan-
ten in exklusive Kanten vom Typ von e; und ez um, so erhélt man den Graphen K3 3 als SEFE-
Minor. Folglich ist einer der beiden Graphen (G; oder G2 nicht planar, was wir jedoch bereits am
Anfang dieses Kapitels ausgeschlossen haben.

Fall 2: Betrachten wir nun diejenigen Situationen, in denen in jeder kompatiblen Einbettung &£
zwei Kanten an die Spiegelung eines sichtbaren Knotens v von y sich gegenseitig ausschlieffende
Anforderungen stellen. Dann sind die beiden Kanten e; und es duflere Kanten von G(v) und
somit zu keinem Pol von G(v) inzident. Seien nachfolgend w; und ws die zu e; bzw. e3 inzidenten
Knoten in G(v).

Fall 2a: Sind die Kanten e; und e5 inzident zu verschiedenen Kindern von (i, so miissen in diesem
Fall die Knoten wy und wy auf der gleichen Seite von 0G(v) liegen, da ansonsten beide Kanten
die gleiche Spiegelung von v bedingen wiirden. Falls v selbst schon ein Kind von p ist, dann ist v
ein R-Knoten und wir kénnen ihn in dieser Situation zum Graphen (e) in Abbildung 5.4 reduzie-
ren. Die anderen zu den Kanten e; und ez inzidenten P-Knoten-Kinder kontrahieren wir gemafy
Lemma 3 zu einem Pfad der Lange zwei. Alle anderen Kinder von p und etwaige weitere exklu-
sive Kanten konnen wir nun entfernen. Wir erhalten einen Graphen, der in Abbildung 5.6 (a)
dargestellt ist. Wir konnen anschlieflend die Kanten uw; und w; v entfernen und die beiden Kan-
ten e; und ey in transzendente Kanten umwandeln. Die weitere zu w; inzidente Kante kann
ebenfalls in eine transzendente Kante transformiert werden und es entsteht somit die verbotene
Substruktur S; als SEFE-Minor.

In dem Fall, dass v ein Kind eines S-Knotens war, ist v ein P-Knoten oder ein R-Knoten und
wir kontrahieren G(v) nach Lemma 8 bzw. 9 zum Graphen (a) oder zum Graphen (b) aus Ab-
bildung 5.4, je nachdem, ob w; = wy gilt. Im Fall w; # ws kontrahieren wir aufBerdem die ge-
meinsame Kante wjws. Die zu den Kanten e; und es inzidenten P-Knoten-Kinder kontrahieren
wir abermals zu einem Pfad der Lénge zwei. Abschlieflend entfernen wir nun alle weiteren P-
Knoten-Kinder und etwaige weitere exklusive Kanten. Der resultierende Graph ist Graph (b) aus
Abbildung 5.6. Dieser Graph ist ebenfalls nicht minimal beziiglich SEFE-Minoren-Operationen.
Wir konnen die Kante uw; entfernen und anschlief3end die Kanten e, e3 und die weitere zu w;
inzidente Kante in transzendente Kanten umwandeln. Der gefundene SEFE-Minor ist ebenfalls
die verbotene Substruktur 5.

Fall 2b: Falls die Kanten e; und e inzident zum gleichen P-Knoten-Kind sind, so liegen w; und wy
auf unterschiedlichen Seiten von 0G(v), da ansonsten beide Kanten wieder die gleiche Spiege-
lung von v bedingen wiirden. Wir kénnen G(v) daher zum Graphen (d) in Abbildung 5.4 redu-
zieren, falls v ein Kind von y und somit ein R-Knoten ist. Das andere inzidente P-Knoten-Kind
kontrahieren wir nach Lemma 3 zu einem Pfad u, ws, v. Die Kanten e; und e5 sind somit inzident
zum Knoten wj3. Ein weiteres P-Knoten-Kind wird zur Kante uv kontrahiert und alle anderen P-
Knoten-Kinder und etwaige weitere exklusive Kanten entfernt. Wir erhalten so den Graphen (c)
aus Abbildung 5.6. Wir wandeln nun die beiden Kanten e; und ey und zusatzlich die gemeinsa-
me Kante wjws in transzendente Kanten um. Der resultierende Graph ist genau die verbotene
Substruktur Ss.
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Abbildung 5.6: Die SEFE-Minoren, die als Zwischenschritte in Fall 2 von Lemma 10 auftreten.

Der Teilgraph G(v) ist hellgrau hinterlegt. Die Firbung der exklusiven Kanten ist
hierbei lediglich beispielhaft.

War v hingegangen ein Kind eines S-Knotens, so reduzieren wir G(v) nach Lemma 8 und Lem-
ma 9 zum Graphen (c) in Abbildung 5.4. Da mindestens ein weiteres S-Knoten-Kind v» existiert,
konnen wir dieses nach Lemma 3 und Lemma 4 zu einer einzelnen Kante kontrahieren. Mogliche
andere S-Knoten-Kinder werden komplett kontrahiert. Wir verfahren analog zu eben, indem wir
das andere P-Knoten-Kind zu einem Pfad u, w3, v kontrahieren, ein weiteres Kind zu der Kante uv
und schlieB3lich alle weiteren Kanten entfernen. Der resultierende Graph ist in Abbildung 5.6 (d)
dargestellt. Dieser ist jedoch noch nicht minimal, sodass wir die gemeinsame Kante wws entfer-
nen konnen. Anschlieffend wandeln wir die Kanten e; und es und zusitzlich die Kante wsv in
transzendente Kanten um. Wir erhalten in diesem Fall abermals die verbotene Substruktur S als
SEFE-Minor. O

Betrachten wir nun die Situation, wenn p ein R-Knoten ist und seine dufleren Kanten und inne-
ren Kanten nicht kreuzungsfrei in eine Facette von £(skel(u)) eingebettet werden konnen. Das
nachfolgende Lemma besagt, dass dann G ebenfalls die verbotenen Substrukturen S; und Sy
enthalten muss.

Lemma 11: Sei ;1 ein R-Knoten ohne intrapol Kanten, fiir den skel(u) eine kompatible Einbettung £
besitzt. Falls nicht alle dufleren Kanten und inneren Kanten von p kreuzungsfrei in die Facetten
von E(skel(p)) eingebettet werden konnen, so enthdlt G eine der verbotenen Substrukturen Sy
oder Sy als SEFE-Minor.

Beweis. Sei u ein R-Knoten, fiir den nicht alle dufleren und inneren Kanten kreuzungsfrei in die
Facetten von &(skel(u)) eingebettet werden konnen. Es gibt daher in jeder kompatiblen Einbet-
tung &£ von skel(x) zwei exklusive Kanten e; und es, die den Abbruch des Algorithmus verursa-
chen. Genau wie im vorherigen Lemma sind die beiden Kanten entweder vom gleichen Typ und
werden kreuzend in die gleiche Facette von £ (skel(11)) eingebettet oder die beiden Kanten bedin-
gen unterschiedliche Spiegelungen eines sichtbaren Knotens von p. In beiden Fallen betrachten
wir den Teilgraphen G — G(1) als ein weiteres R-Knoten-Kind.

Betrachten wir zuerst den Fall, dass die Kanten e; = w1 w12 und ea = wy w22 exklusive
Kanten vom gleichen Typ sind und kreuzend in die gleiche Facette f von £ eingebettet worden
sind. Wir gehen dabei analog zum Beweis von Lemma 6 vor und kontrahieren die R-Knoten-
Kinder gemafl Lemmata 3 und 4 wie folgt: Wir kontrahieren das zu w; ; gehérige R-Knoten-
Kind zu einem Pfad der Lange zwei, falls w; ; kein Pol des R-Knoten-Kinds ist (¢, = 1,2).
Der mittlere Knoten ist dann gerade w; j. Alle anderen Kinder werden anschlielend zu einer
einzelnen Kante kontrahiert. Weitere exklusive Kanten und etwaige parallele Kanten, die nach
den Kontraktionen entstehen, werden entfernt. AbschlieBend werden alle gemeinsamen Kanten
in exklusive Kanten vom Typ der Kanten e; und e2 umgewandelt. Der resultierende Graph G’
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(a) (b)

Abbildung 5.7: Ein R-Knoten x (a), den wir beziiglich seines sichtbaren Knotens v im Beweis zu
Lemma 11 als einen P-Knoten interpretieren kénnen (b).

besteht somit nur noch aus exklusiven Kanten dieses Typs. Da das Skelett skel(x) ein dreifach
zusammenhingender Graph ist und dieser als Minor in G’ auftritt, gibt es fiir G’ —e; — e nur eine,
bis auf Spiegelung eindeutige, planare Einbettung. Die Kante e; muss folglich in die Facette f
eingebettet werden und induziert eine, bis auf Spiegelung eindeutige, planare Einbettung fiir
G — eg. Die Kannte e; kann jedoch nicht mehr kreuzungsfrei eingebettet werden, sodass der
Graph G’ selbst nicht planar ist. Da G’ ein SEFE-Minor von G und G2 war, folgt damit, dass
einer der beiden Graphen selbst nicht planar ist. Diesen Fall haben wir jedoch bereits am Anfang
des Kapitels ausgeschlossen und er kann somit in der jetzigen Situation nicht mehr auftreten.

Im Fall, dass die Kanten e; und e in der Einbettung &£ (skel(x)) unterschiedliche Spiegelun-
gen eines sichtbaren Knotens v bedingen, werden wir den Graphen G durch SEFE-Minoren-
Operationen auf einen vereinfachten Graphen zuriickfithren, der strukturell ein P-Knoten ist.
Auf diesen kénnen wir dann Lemma 10 anwenden. Der sichtbare Knoten v ist adjazent zu zwei
Facetten f1 und f in £ (skel(y)). Somit sind die Kanten e und e duflere Kanten von v, die in f;
oder f5 liegen. Sei ferner £; die zyklische Liste der sichtbaren Knoten von 1, die adjazent zu
der Facette f; liegen fiir j = 1, 2. Wir entfernen nun alle anderen sichtbaren Knoten von g, die
nicht in £; oder £y enthalten sind. Den resultierenden Graphen kénnen wir als P-Knoten in-
terpretieren. Dieser besitzt drei P-Knoten-Kinder, indem wir v als Kind ansehen, sowie £1\{r}
und L£5\{r} jeweils als die Kinder eines S-Knotens auffassen, der selbst als Kind im P-Knoten
auftritt. In Abbildung 5.7 ist fiir einen sichtbaren Knoten v von p beispielhaft dargestellt, welche
Form der resultierende P-Knoten besitzt. Mit Fall 2 des Beweises von Lemma 10 erhalten wir
schlieBllich die angegebenen Substrukturen. O

5.3 Nicht-losbare 2SAT-Instanz

Um die Suche nach verbotenen Substrukturen abzuschlief3en, miissen wir noch die Situationen
betrachten, in denen ein P-Knoten oder R-Knoten einen S-Knoten v als Kind besitzt, fur den
die konstruierte 2SAT-Formel ¢, nicht erfiilllbar ist. Folglich existiert dann keine erweiterbare
2SAT-Instanz fir G(u). Da dieser Schritt des Algorithmus fiir P-Knoten und R-Knoten gleich
ablauft (siehe Kapitel 4), konnen wir beide Knotentypen gemeinsam behandeln und miissen nicht
unterscheiden, welcher Knotentyp der Vater von v ist. Den in Kapitel 4 konstruierten Knoten 1/,
der den Graphen G — G(v) représentiert, fassen wir dabei erneut als ein S-Knoten-Kind auf.
Am Anfang des Kapitels 5 haben wir bereits den Fall untersucht, dass einer der beiden Gra-
phen GG1 und G2 nicht planar ist und diesen im weiteren Verlauf ausgeschlossen. Daher kénnen
die beiden nachfolgenden Situationen nicht auftreten, da sie direkt zu einem K3 3 als Minor und
damit zur Nichtplanaritit einer der Ausgangsgraphen fithren wiirden.
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Abbildung 5.8: Situationen, die in einer 2SAT-Instanz direkt zu einem K3 3 als Minor fiihren:
Zwei auflere Kanten eines Kinds & liegen auf der gleichen Seite und kreuzen
sich (a). Drei exklusive Kanten vom gleichen Typ alternieren paarweise mitein-
ander (b).

1. Es existieren zwei duflere Kanten e; und es, die beide adjazent zum gleichen Kind ¢ sind
und fir die eine Aquivalenz x., < -z, in ¢, enthalten ist. Dann sind e; und ey exklusive
Kanten vom gleichen Typ, die sich bei Einbettung in die gleiche Facette schneiden wiirden,
und sind folglich zur selben Seite von ¢ adjazent.

Sei 0.B.d.A. e; = v;w; zum Knoten w; in G(&) inzident. Insbesondere gilt also w; # wo,
da sich sonst e; und es nicht schneiden wiirden. Zunichst entfernen wir aufier e; und es
alle exklusiven Kanten aus G. Nach Lemmata 8 und 9 konnen wir G(§) zum Graphen in
Abbildung 5.4 (b) kontrahieren, bestehend aus dem Pfad u, w;, w2, v und der Kante uv.
Gemafl Lemma 3 und Lemma 4 kontrahieren wir die Kinder von v, fir die e; oder ey eine
auflere Kante darstellen, zu einem Pfad der Lange zwei. Alle anderen Kinder kontrahieren
wir ebenfalls gemaf dieser Lemmata zu einer einzigen Kante. Der Teilgraph G — G(§)
besteht folglich aus einem Pfad u, . .., va,...,v1,...,v von gemeinsamen Kanten. Dies ist
in Abbildung 5.8 (a) beispielhaft dargestellt. Wir kontrahieren weitere gemeinsame Kanten
des Pfads so, dass dieser zum Pfad w, v3, v1, v wird. Die einzigen verbliebenen exklusiven
Kanten sind gerade e; und eg, sodass wir durch Umwandeln aller gemeinsamer Kanten in
exklusive Kanten vom Typ von e und e direkt den Graphen K3 3 dieses Typs erhalten.

2. Es gibt k exklusive Kanten ey, ..., e mit & > 3, fur die die Aquivalenzen z., < e, in
der 2SAT-Fomel ¢, enthalten sind, i, = 1,...,k und ¢ # j. Dann sind die Kanten vom
gleichen Typ und wiirden sich paarweise bei Einbettung in die gleiche Facette schneiden.

Zunichst entfernen wir alle exklusiven Kanten aufler e;, e2 und e3 aus dem Graphen G.
Wir kontrahieren nun gemafl Lemmata 3 und 4 alle Kinder von v zu einer Kante oder zu
einem Pfad der Lange zwei, je nachdem ob eine der Kanten ej, ez oder e3 eine duflere
Kante eines Kindes ist. Wir erhalten insgesamt einen Kreis von gemeinsamen Kanten, auf
dem die inzidenten Knoten der exklusiven Kanten e; = uqv1, e2 = ugvg und e3 = ugvs
liegen. Da sich diese drei Kanten bei Einbettung in die gleiche Facette schneiden wiirden,
alternieren ihre Endpunkte, wie in Abbildung 5.8 (b) dargestellt ist. Wir entfernen nun
durch Kontraktion von gemeinsamen Kanten alle Knoten, die nicht inzident zu einer der
exklusiven Kanten ey, e5 oder e3 sind. Wandeln wir abschlieend alle gemeinsamen Kanten
in exklusive Kanten vom Typ der Kanten e, e und e3 um, so ergibt sich der Graph K33
dieses Typs als SEFE-Minor von G.

Wir betrachten nun den Konfliktgraphen zu der 2SAT-Instanz ¢,,. Zur kompakteren Darstellung
verwenden wir fiir eine Variable x nachfolgend die Schreibweise & als Platzhalter fiir entwe-
der x oder —z. Der Konfliktgraph enthalt fur jedes in ¢, vorkommende Literal einen Knoten.
Zwei Literale Z; und 22 sind genau dann durch eine Kante miteinander verbunden, wenn in der
konstruierten 2SAT-Formel ,, die Aquivalenz &1 < &2 oder die logisch dquivalente Beziehung
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Abbildung 5.9: Die Graphen (a), (b) und (c) aus Abbildung 5.4, zu denen gemifl Lemma 8 und
Lemma 9 jedes S-Knoten-Kind kontrahiert werden kann.

—%] < & enthalten ist. Da ¢, nicht erfilllbar ist, existiert im Konfliktgraphen ein kiirzester
Pfad P; von einer Variable x zu ihrer Negation —z. Es gibt ferner einen weiteren Pfad P, von x
nach —x, auf dem genau die Negationen der Literale aus P; liegen. Wir erhalten somit einen
kiirzesten Kreis /C, auf dem zu jeder auftretenden Variable auch ihre Negation enthalten ist. Wir
konnen K je nach Situation auch als Aquivalenzkette von einer beliebigen Variable auf K zu ihrer
Negation benutzen. Mit Ex. bezeichnen wir die Menge der exklusiven Kanten von G, fiir die eine
zugehorige Variable in K enthalten ist.

Wir vereinfachen nun den Ausgangsgraphen G so, dass dabei fiir den resultierenden Graphen
keine SEFE entsteht. Hierfiir betrachten wir Folgen von SEFE-Minoren-Operationen, fiir die der
resultierende Graph G’ ebenfalls eine nicht 15sbare 2SAT-Instanz besitzt. Im gemeinsamen Gra-
phen von G’ miissen daher genau zwei Facetten existieren, in die exklusive und transzendente
Kanten eingebettet werden konnen, und dieser muss folglich eine Kette aus gemeinsamen Kan-
ten beinhalten. Ferner muss der Konfliktgraph zur 2SAT-Instanz von G’ einen Kreis enthalten,
auf dem Variablen und ihre Negationen liegen.

Solche Operationen bezeichnen wir als Reduzierungs-Operationen. Wir reduzieren in einem ers-
ten Schritt den Graphen G zu einem Graphen aus der Graphenklasse der alternierenden Ketten,
die in Kapitel 3 beschrieben wurde. Da diese nicht notwendigerweise minimal bezliglich SEFE-
Minoren-Operationen sind, konnen wir anschliefend durch weitere Reduzierungs-Operationen
die alternierenden Ketten weiter vereinfachen.

Reduktion zu einer alternierenden Kette

Zunichst werden aus G alle exklusiven Kanten entfernt, die nicht in Fx vorkommen. Existiert
fiir eine exklusive Kante e und ein Kind § von v die Aquivalenz z¢ < Z. in K, so ist nach
Konstruktion von ¢, die Kante e genau eine dufiere Kante von £. Daher konnen fiir jedes S-
Knoten-Kind & hochstens zwei dufiere Kanten existieren, die durch eine Aquivalenz in K zu £ in
Beziehung stehen und in E) enthalten sind. Ansonsten wére K kein Kreis mehr. Aus demselben
Grund existieren fiir jedes Kind von v, fiir das ein Literal in K vorkommt, genau zwei adjazente
duflere Kanten in Fy. Daher ist jedes S-Knoten-Kind von v nun zu héchstens zwei duleren Kan-
ten adjazent. Wir kontrahieren die S-Knoten-Kinder abhingig davon, wie viele dufiere Kanten
sie noch besitzen:

« Fiir ein Kind &, das zwei dufiere Kanten besitzt, die zur gleichen Seite von £ adjazent sind,
kontrahieren wir G(£) gemafl Lemmata 8 und 9 zum Graphen aus Abbildung 5.9 (a) oder
5.9 (b), je nachdem, ob die duf3eren Kanten zum gleichen Knoten in G(¢) adjazent sind.
Ist dies nicht der Fall, dann kann auflerdem die gemeinsame Kante, die zwischen den zu
den dufleren Kanten inzidenten Knoten verlauft, kontrahiert werden. Denn wir konnten
bereits ausschlieen, dass sich duflere Kanten eines S-Knoten-Kindes gegenseitig kreuzen
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wiirden, wenn sie vom gleichen Typ sind. Den auf diese Weise aus G(§) resultierenden
Teilgraphen nennen wir einen Halbdiamanten.

« Fir ein Kind &, das zwei duflere Kanten besitzt, die zu unterschiedlichen Seiten von &
adjazent sind, kontrahieren wir G(§) nach Lemmata 8 und 9 zum Graphen aus Abbil-
dung 5.9 (c). Wir bezeichnen den aus G(&) resultierenden Graphen als einen Diamanten.

« Fiir ein Kind £ mit einer dufleren Kante kontrahieren wir gemaff Lemma 3 und Lemma 4
den Graphen G(§) zu einem Pfad der Lange zwei, sodass die duflere Kante zum mittleren
Knoten inzident ist.

o Alle iibrigen S-Knoten-Kinder von v, d.h. Kinder ohne duflere Kanten, werden nach Lem-
mata 3 und 4 zu einer einzigen Kante kontrahiert.

Den auf diese Weise konstruierten Graphen bezeichnen wir zunéchst mit G’. Die in Kapitel 3 ein-
gefiithrten Terminologien sollen dabei weiter verwendet werden. So nennen wir die zu den dufe-
ren Kanten inzidenten Knoten eines Halbdiamanten oder Diamanten auch dufSere Knoten. Die
anderen Knoten bezeichnen wir als Kreisknoten. Zwei exklusive Kanten gleichen Typs e; = ujv;
und ey = upvy schneiden sich genau dann in einer Facette f des gemeinsamen Graphen von G,
wenn ein einfacher Pfad uy,...,u2,...,v1,...,v2 aus gemeinsamen Kanten existiert, der auf
dem Rand von f verlduft. Wir sagen dazu, dass die Kanten e; und ey alternieren.

Mit der bereits getatigten Betrachtung kénnen wir ausschlieflen, dass drei oder mehr exklusive
Kanten paarweise miteinander alternieren, da ansonsten einer der beiden Graphen G; und G,
nicht planar wire. Auflerdem alterniert jede exklusive Kante e mit hochstens zwei weiteren Kan-
ten aus Ex. Andernfalls hétte der zu x. gehorige Knoten v in K den Grad deg(v) > 3 und somit
wire /C kein Kreis mehr. Alterniert e nur mit einer anderen Kante, so muss folglich e auflerdem
zu einem Halbdiamanten oder Diamanten inzident sein.

Wir stellen nun fiir G’ eine 2SAT-Formel auf. Der gemeinsame Graph von G’ besteht aus einer
geschlossenen Kette von gemeinsamen Kanten, somit existieren fiir die Einbettung der adjazen-
ten transzendenten oder exklusiven Kanten nur zwei Facetten f; und f5 in G ,. Diese beiden
Facetten konnen wir als Seite der Kette ansehen, auf der diese Kanten verlaufen miissen. Bestim-
men wir die Facette, zu der ein duflerer Knoten eines Halbdiamanten oder Diamanten adjazent
sein soll, so legt dies bereits die komplette Einbettung dieses Teilgraphen fest. Wir werden da-
her analog zur Konstruktion von ¢, eine 2SAT-Formel fiir G’ konstruieren kénnen. Fiir jeden
Halbdiamanten oder Diamanten legen wir eine Referenzeinbettung fest und fihren eine Varia-
ble ein, die mit wahr belegt werden soll, wenn die Referenzeinbettung benutzt werden soll und
mit falsch, wenn die Referenzeinbettung gespiegelt werden soll. Zusétzlich fithren wir fur je-
de exklusive oder transzendente Kante in G’ eine eigene Variable ein. Diese besitzt den Wert
wahr, wenn die Kante bzw. der Pfad in f; eingebettet wird. Die Variable wird mit falsch belegt,
wenn die Einbettung in die Facette fo gew#hlt wird. Ist eine transzendente oder exklusive Kan-
te e mit einem (Halb-)Diamanten D verbunden, so bedingt die Einbettung von e in eine Facette
die Spiegelung von D und umgekehrt. Wir fiigen daher fiir die dazugehorigen Variablen die ent-
sprechende Aquivalenz x. < & p der 2SAT-Instanz hinzu. Alternieren zwei exklusive Kanten e
und e miteinander, so diirfen beide nicht in dieselbe Facette eingebettet werden, sodass wir die
Aquivalenz z., < —x,, erhalten.

Mit dem nichsten Lemma zeigen wir, dass die 2SAT-Instanz von G’ einer einfachen, nicht 16sba-
ren Aquivalenzkette entspricht und G’ daher keine SEFE besitzt.

Lemma 12: Sei v ein S-Knoten, fiir den die 2SAT-Instanz ¢,, nicht losbar ist. Dann ist obige Kon-
struktion von G’ eine Reduzierungs-Operation.
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Beweis. Sei v ein solcher S-Knoten und G’ der gemif3 unserer Beschreibung konstruierte Graph.
Mit K bezeichnen wir abermals den kiirzesten Kreis im Konfliktgraphen zu ¢,, auf dem eine
Variable x und ihre Negation -2 vorkommen. Die Menge E enthalte alle exklusiven Kanten
von G, fir die eine zugehorige Variable in K existiert. Wir werden zeigen, dass die 2SAT-Instanz
von G’ genau die Aquivalenzen aus K reprisentiert und somit nicht 16sbar ist.

Ist eine exklusive Kante e zu einem aufleren Knoten von D; inzident, so enthalt die 2SAT-Instanz
folglich die Aquivalenz xp, < Z.. Jedes S-Knoten-Kind £ von v, fiir das ein Literal in K vor-
kommt, wird in G’ durch einen (Halb-)Diamanten D (&) reprisentiert, deren duflere Knoten ge-
nau zu zwei Kanten aus E)c inzident sind. Da ferner alle Kanten aus E ebenfalls in G’ enthalten
sind, existiert in G’ genau dann die Aquivalenz xp ) < ., wenn z¢ < I, in K enthalten
ist. Betrachten wir nun den Fall, dass K die Aquivalenz z., < -z, fir zwei exklusive Kan-
ten e; = ujus und ey = uguy enthilt und die beiden Kanten folglich alternieren. Es existiert
daher ein einfacher Pfad uy, ..., usg,...,us,..., us aus gemeinsamen Kanten in G(v). Dain G’
jedes S-Knoten-Kind ¢ so kontrahiert wurde, dass die Pole von & nicht miteinander identifiziert
werden und dass alle dufleren Kanten von & nicht zu einem Pol inzident sind, existiert in G’ zwi-
schen u; und u; 11 mindestens eine Kante, fiir j = 1,...,4 mit u5 = ;. Ansonsten wiren u;
und u; 11 bereits in G gleich, sodass e1 und es nicht alternieren wiirden, oder die Kanten e und e
wiren duflere Kanten des gleichen S-Knoten-Kinds. Dies haben wir jedoch bereits wihrend der
Konstruktion von G’ ausgeschlossen. Der Graph G ist auflerdem zweifach zusammenhangend,
sodass es in ihm folglich auch einen einfachen Pfad uy, ..., ug,...,us, ..., us geben muss. Die
Kanten e; und eg alternieren ebenfalls in G, sodass wir die Aquivalenz z., < -z, fir die
2SAT-Instanz von G erhalten.

Da ferner in G’ genau die exklusiven Kanten aus E enthalten sind, erhalten wir fiir jede Aquiva-
lenz aus K eine dquivalente Relation fiir den reduzierten Graphen G’. Die 2SAT-Formel von G’
ist daher dquivalent zum Kreis K. Mit der Nicht-Losbarkeit von X folgt somit auch, dass die
2SAT-Formel von G’ nicht gelost werden kann und der Graph G’ daher keine SEFE besitzt. [

Die Reduzierung des Graphen G schlieflen wir ab, indem wir in G’ alle exklusiven Kanten,
die nicht alternieren, in transzendente Kanten umwandeln. Dass diese Umwandlung auch eine
Reduzierungs-Operation ist, zeigt das nachfolgende Lemma.

Lemma 13: Sei G’ wie oben konstruiert und e eine exklusive Kante in G’, die mit keiner anderen
exklusiven Kante alterniert. Dann ist das Umwandeln all dieser Kanten in transzendente Kanten eine
Reduzierungs-Operation.

Beweis. Sei e eine exklusive Kante in GG/, die mit keiner anderen Kante alterniert. Dann ver-
bindet e zwei (Halb-)Diamanten D; und Ds miteinander und es existieren die Aquivalenzen
Te < Ip, und T, < Ip, in der 2SAT-Formel von G’. Wandeln wir die Kante e nun in eine
transzendente Kante um, so bleiben diese Relationen weiter bestehen und keine Aquivalenzen
fallen weg. Wir konnen daher alle solche Kanten in transzendente Kanten umwandeln, sodass
der resultierende Graph G” die gleiche 2SAT-Formel wie G’ besitzt. O

Der gemifl Lemmata 12 und 13 konstruierte Graph G” besitzt keine SEFE. Wir zeigen im nach-
folgenden Lemma, dass dieser eine alternierende Kette ist und erhalten somit die alternierenden
Ketten als verbotene Substrukturen.

Lemma 14: Sei i1 ein P-Knoten oder R-Knoten ohne intrapol Kanten, fiir den skel(p) eine kompatible
Einbettung besitzt. Falls ein Kind v von (v mit nicht-losbarer 2SAT-Instanz ¢,, existiert, so enthdlt G
einen Graphen aus der Klasse der alternierenden Ketten als verbotene Substruktur.
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Beweis. Sei v ein Kind des Knotens p, das eine nicht-l16sbare 2SAT-Instanz ¢, besitzt. Wir kon-
struieren nach Lemma 12 und Lemma 13 den Graphen G”. Da Reduzierungs-Operationen Folgen
von SEFE-Minoren-Operationen sind, ist G” ein SEFE-Minor von G. Nach Konstruktion ent-
spricht die 25SAT-Instanz dieses Graphen auflerdem einem nicht-lgsbaren, einfachen Kreis, so-
dass G” selbst keine SEFE besitzt. Wir miissen nun noch zeigen, dass G” alle Eigenschaften einer
alternierenden Kette aus Kapitel 3 erfiillt.

Der gemeinsame Graph des Graphen G” besteht aus einer Kette von Kreisknoten, die durch ei-
ne gemeinsame Kante, einen Halbdiamanten oder Diamanten verbunden sind. Damit entspricht
dieser dem gemeinsamen Graphen einer alternierenden Kette. Jeder Halbdiamant und Diamant
in G” besitzt ferner genau zwei exklusive oder transzendente Kanten, die zu den dufleren Knoten
inzident sind (Eigenschaft 1 und 2). Dabei verbindet eine Kante genau dann zwei (Halb-) Diaman-
ten miteinander, wenn sie eine transzendente Kante ist (Eigenschaft 3). Jede exklusive Kante ist
zu mindestens einem Kreisknoten inzident (Eigenschaft 4) und besitzt genau eine alternierende
Kante, wenn sie zusétzlich zu einem Halbdiamanten oder Diamanten adjazent ist (Eigenschaft 5).
Ist eine exklusive Kante zu keinem (Halb-)Diamanten adjazent, so alterniert die Kante mit ge-
nau zwei Kanten (Eigenschaft 6), da andernfalls unsere 2SAT-Instanz keinem einfachen Kreis
entsprechen wiirde.

Betrachten wir nun den Hilfsgraphen G’/,. Dieser enthlt fiir jeden (Halb-)Diamanten und fir
jede transzendente oder exklusive Kante einen Knoten. Zwei Knoten werden miteinander ver-
bunden, falls ein (Halb-)Diamant und eine Kante adjazent sind oder zwei Kanten alternieren. Jede
dieser Abhingigkeiten wird ebenfalls im Konfliktgraphen der 2SAT-Formel von G” abgebildet.
Zwei Knoten aus G/, sind daher genau dann adjazent, wenn eine entsprechende Aquivalenz in
der 2SAT-Instanz vorhanden ist. Daher ist insbesondere die Anzahl an Zusammenhangskom-
ponenten in G/, und im Konfliktgraphen der 2SAT-Instanz gleich. Da die 2SAT-Formel von G”
einem einfachen Kreis entspricht, besitzt G’/, genau eine Komponente (Eigenschatft 7).

Noch zu zeigen ist, dass die Anzahl an transzendenten Kanten, an exklusiven Kanten und an
Halbdiamanten in G” zusammengerechnet ungerade ist. Sei e eine transzendente oder exklusi-
ve Kante in G”. Wir konnen somit die 2SAT-Formel von G” auch als Aquivalenzkette von der
Variablen z. zu ihrer Negation -z, betrachten. Mit ey = e, e;,...,ex = e nummerieren wir
die transzendenten und exklusiven Kanten von G” in der Reihenfolge durch, wie ihre Literale in
der Aquivalenzkette von z, nach —x. auftreten. Zwei aufeinanderfolgende Kanten e; und ¢;11
kénnen folgendermafien in Verbindung stehen:

« Die beiden Kanten alternieren, dann enthilt die Kette die Aquivalenz z., < —z., , bzw.
Ty & Teyy -

+ Die beiden Kanten sind tiber einen Diamanten miteinander verbunden, dann gibt es die
Aquivalenzen z.;, < Ip & —x¢,,, bzw. ~xe, & Tp & e, .

« Die beiden Kanten sind zu einem Halbdiamanten adjazent, dann existieren die Aquivalen-
Zen Te, < Ip & Teyy, DZW. 7, & Tp & e, .

Zwischen zwei Kanten e; und e; 1 existiert daher genau dann eine Aquivalenz der Form = < -y,
wenn diese nicht Giber einen Halbdiamanten miteinander verbunden sind, und ansonsten beste-
hen keine oder zwei Aquivalenzen dieser Form. Zihlen wir folglich zur Gesamtanzahl an tran-
szendenten und exklusiven Kanten auch die Anzahl der Halbdiamanten hinzu, so ist diese Zahl
genau dann ungerade, wenn die Anzahl an Aquivalenzen x < —y ungerade ist. Da ferner die
2SAT-Instanz von G” nicht losbar ist, enthilt die Aquivalenzkette von x, nach -z, eine ungerade
Anzahl an Aquivalenzen x < —y. Insgesamt ist somit die Anzahl an transzendenten Kanten, an
exklusiven Kanten und an Halbdiamanten ungerade (Eigenschaft 8). Der Graph G” ist folglich
eine alternierende Kette. O
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Wir haben somit in allen Situationen, in denen der Algorithmus SEFEBico abbrechen kann, ver-
botene Substrukturen identifizieren kénnen. Die Ergebnisse aus den Lemmata 2, 5, 6, 10, 11 und 14
liefern uns insgesamt die nachfolgende Charakterisierung fiir Instanzen, deren gemeinsamer
Graph G2 zweifach zusammenhéngend ist.

Theorem 1: Seien (G1,G2) zwei Graphen, deren gemeinsamer Graph G1n2 zweifach zusammen-
héngend ist. Dann existiert genau dann eine SEFE fiir (G1, G2), wenn der vereinigte Graph G keine
der verbotenen Substrukturen K5, K3 3, S1 oder Sy oder einen Graph der alternierenden Ketten als
SEFE-Minor enthilt.

Die anschauliche Beschreibung der alternierenden Ketten aus Kapitel 3 birgt die Schwiche, dass
Graphen dieser Klasse nicht zwangslaufig minimal beziiglich SEFE-Minoren-Operationen sind.
Durch weitere Vereinfachungen der alternierenden Ketten gelangen wir zu einer starkeren Cha-
rakterisierung.

Weitere Reduzierungs-Operationen

Wir vereinfachen nun die alternierenden Ketten durch weitere Reduzierungs-Operationen. Die
2SAT-Instanz eines Graphen der alternierenden Ketten entspricht genau einer einfachen, nicht
losbaren Aquivalenzkette. Diese Eigenschaft soll durch die nachfolgenden Operationen ebenfalls
erhalten bleiben. Wir wenden diese Reduzierungs-Operationen daher auf eine alternierende Ket-
te und ihre SEFE-Minoren an, die selbst durch Reduzierungs-Operationen entstanden sind. Ver-
einfachend nennen wir diese Graphen im Folgenden ebenfalls alternierende Ketten. Jeder dieser
Graphen soll inbesondere genau zwei Facetten f1 und fy des gemeinsamen Graphen besitzen, in
die exklusive und transzendente Kanten eingebettet werden kénnen.

Durch die neuen Reduzierungs-Operationen kdnnen in einer alternierenden Kette G neue Teil-
strukturen entstehen, die wir in den 2SAT-Instanzen ebenfalls abbilden miissen. Eine Briicke ist
eine gemeinsame Kante uw, sodass der Knoten u ein Schnittknoten des gemeinsamen Graphen
ist. Dieser liegt somit auf der Kette von gemeinsamen Kanten. Den Knoten w nennen wir dufleren
Knoten der Briicke. Da nun auch Briicken im gemeinsamen Graphen auftreten konnen, miissen
wir bei den alternierenden Kanten unterscheiden, ob diese zu Briicken adjazent sind. Zwei ex-
klusive Kanten gleichen Typs e; = u1v1 und ea = ugv9, die nicht zu einer Briicke adjazent sind,
alternieren, wenn ein einfacher Pfad wy,...,u9,...,v1,...,v2 aus gemeinsamen Kanten exis-
tiert. Da e; und ey nicht zu einer Briicke adjazent sind, enthélt dieser Pfad insbesondere keine
Briicke. Ist e; = ujw hingegen zu einer Briicke wv; adjazent, so alterniert e; mit einer exklusiven
Kante gleichen Typs ea = ugv2, wenn ein einfacher Pfad uy, ..., us,...,v1,. .., v aus gemein-
samen Kanten zwischen Kreisknoten existiert. Sprechen wir im Nachfolgenden davon, dass zwei
alternierende Kanten e; und e zu einer gemeinsamen Kante e adjazent sind, so erlauben wir
dabei auch, dass eine exklusive Kante nicht direkt zu e adjazent sein muss, sondern auch zu einer
Briicke adjazent sein kann, die selbst zu ¢ adjazent ist.

Wir erweitern das Konzept der alternierenden Kanten auflerdem auf exklusive Pfade: Ein exklu-
siver Pfad von u nach v ist ein Pfad u, w, v aus exklusiven Kanten gleichen Typs, sodass zu w
keine gemeinsamen Kanten inzident sind. Beide Kanten des exklusiven Pfads miissen daher stets
in die gleiche Facette des gemeinsamen Graphen (12 eingebettet werden. Ein exklusiver Pfad
von u; nach v; alterniert mit einer exklusiven Kante usvy, wenn beide vom gleichen Typ sind
und ein einfacher Pfad uq,...,uo,...,v1,...,vs in G1ng existiert, der keine Briicke beinhaltet.
Analog gilt dies fir eine exklusive Kante usw, die zu einer Briicke wvs adjazent ist, oder fiir einen
exklusiven Pfad von us nach vs.

Fiir jede Briicke legen wir eine Referenzeinbettung fest und fiihren fiir sie eine Variable ein, die
mit wahr belegt werden soll, wenn die Referenzeinbettung benutzt wird, ansonsten mit falsch.
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(b) v () v
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Abbildung 5.10: Auf den Graphen S (a) diirfen bestimmte Operationen nicht angewendet werden:
Wiirden wir nach Lemma 15 die Kante v3v; kontrahieren, so existiert fiir den
resultierenden Graphen eine SEFE (b). Gleiches gilt, wenn wir gemifl Lemma 18
den Pfad von gemeinsamen Kanten zwischen vy und v3 entfernen (c).

Zusatzlich figen wir der 2SAT-Instanz fiir jeden exklusiven Pfad in GG eine eigene Variable hinzu.
Diese besitzt den Wert wahr, wenn der Pfad in f; eingebettet wird und den Wert falsch, wenn
die Einbettung in fo gewdhlt wird. Fiir die beiden exklusiven Kanten, die einen exklusiven Pfad
bilden, entfernen wir die entsprechenden Variablen und Relationen aus der Instanz. Analog zu
den bisher eingefithrten Aquivalenzen, enthilt die 2SAT-Instanz fiir eine exklusive oder tran-
szendente Kante e, die zu einer Briicke B adjazent ist, die entsprechende Aquivalenz . < Zp.
Ein exklusiver Pfad P, der zu einer Briicke B oder zu einem (Halb-)Diamanten D adjazent ist,
fithrt ferner zur Aquivalenz zp < & p bzw. zp < & p. Alterniert ein exklusive Pfad P; mit einem
anderen Pfad P, oder einer exklusiven Kante gleichen Typs e, so erhalten wir die Aquivalenzen
xp, & "xp, bzw. xp, & 7. Neu hinzu kommt die Méglichkeit, dass eine transzendente oder
exklusive Kante e oder ein exklusiver Pfad P; zum mittleren Knoten eines exklusiven Pfads P
inzident ist. Dann miissen e und P, bzw. P; und P» stets in die gleiche Facette von G2 ein-
gebettet werden und wir bilden dies durch die Aquivalenz x. < xp, bzw. xp, < xp, in der
2SAT-Instanz ab.

Ziel ist es nun, die in den folgenden Lemmata aufgefithrten Reduzierungs-Operationen erschop-
fend anzuwenden und so schlief3lich eine vereinfachte Substruktur von G zu erhalten. Wir wer-
den dabei zeigen, dass der resultierende Graph noch immer eine unlgsbare 2SAT-Instanz ist, die
einem einfachen Kreis entspricht. Insbesondere miissen wir dabei sicher stellen, dass die Halb-
diamanten und Diamanten bindre Variablen darstellen und die transzendenten und exklusiven
Kanten nicht in das Innere eines Halbdiamanten oder Diamanten eingebettet werden konnen.
Dies kann genau dann auftreten, wenn zwei (Halb-)Diamanten dieselben Pole besitzen wiirden
oder wenn eine transzendente oder exklusive Kante inzident zu den beiden duf3eren Knoten eines
Diamanten wire. Mit den nachfolgenden Reduzierungs-Operationen ist dies nur bei Lemma 15
und Lemma 18 moglich.

Daher muss folgender Spezialfall beachtet werden: Mit S bezeichnen wir die alternierende Ket-
te, deren gemeinsamer Graph aus einem Diamanten, einem Halbdiamanten und einer gemein-
samen Kante besteht (siehe Abbildung 5.10 (a)). Zwei zu den dufieren Knoten adjazente tran-
szendente Kanten verbinden in S den Diamanten und den Halbdiamanten miteinander. Auf den
Graphen S diirfen aus oben genannten Griinden die Reduzierungs-Operationen aus Lemma 15
und Lemma 18 nicht angewendet werden, da der resultierende Graph sonst eine SEFE besitzen
wiirde, wie in Abbildung 5.10 (b) und (c) dargestellt ist. Entsteht daher nach der Anwendung
einer Reduzierungs-Operation der Graph S, so wenden wir auf S keine weitere solche Operati-
on an. Wir konnen stattdessen S auf die bereits bekannte verbotene Substruktur S; reduzieren.
Wir bezeichnen dazu in S die Knoten des Diamanten mit v, w1, we, v9, die des Halbdiaman-
ten mit v, w, v3 und die gemeinsame Kante mit v3v;. Die transzendenten Kanten e; = wjw
und es = wow verbinden den Diamanten und den Halbdiamanten miteinander. Entfernen wir
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nun die gemeinsame Kante vow und wandeln die Kante wvs in eine transzendente Kante um, so
ist der resultierende Graph gerade die verbotene Substruktur ;.

Beachte in den nachfolgenden Lemmata, dass gemafl Lemma 13 bereits jede exklusive Kante,
die mit keiner anderen Kante alterniert, in eine transzendente Kante umgewandelt wurde. Somit
verbindet eine transzendente Kante in einer alternierenden Kette stets zwei (Halb-)Diamanten
miteinander, wiahrend eine exklusive Kante zu hochstens einem (Halb-)Diamanten adjazent ist.
Ansonsten wiirde die exklusive Kante mit keiner anderen Kante alternieren konnen, da die 2SAT-
Instanz genau einem Kreis aus Aquivalenzen entspricht. Aus dem gleichen Grund kann keine
exklusive Kante zu einer Briicke und gleichzeitig zu einem Halbdiamanten oder Diamanten ad-
jazent sein. Mit den nachfolgenden Operationen kénnen Briicken nur aus Diamanten entstehen,
sodass die exklusive Kante vorher zu zwei (Halb-)Diamanten hétte adjazent sein miissen.

Lemma 15: Sei GG eine alternierende Kette, die nicht der Graph S ist. Ferner sei e eine gemeinsame
Kante, die nicht Teil einer Briicke oder eines (Halb-)Diamanten ist. Ferner seien zu e keine zwei
exklusive Kanten oder exklusive Pfade adjazent, die alternieren. Dann ist die Kontraktion der Kante e
eine Reduzierungs-Operation.

Beweis. Sei e eine gemeinsame Kante in einer alternierenden Kette G, die nicht Teil eines Dia-
manten oder einer Briicke ist und zu der keine zwei alternierenden exklusiven Kanten oder Pfade
adjazent sind. Durch die Kontraktion von e bleibt im resultierenden Graphen G’ eine geschlosse-
ne Kette von gemeinsamen Kanten bestehen. Diese Kontraktion beeinflusst nur dann die Aqui-
valenzen von (Halb-)Diamanten, wenn der resultierende Graph G’ nur noch aus zwei solchen
Teilgraphen bestehen wiirde, sodass beide dieselben Pole besitzen. In diesem Fall konnten die
adjazenten exklusiven und transzendenten Kanten in mehr als zwei Facetten eingebettet wer-
den. Dies wire jedoch nur moglich, wenn GG dem Graphen S entspricht. Ferner ist die Kante e
keine Briicke, sodass ihre Kontraktion keine Aquivalenzen zwischen Briicken und ihren adjazen-
ten Kanten beeinflusst.

Seien nun P; und P, zwei exklusive Kanten oder exklusive Pfade vom gleichen Typ von wu;
nach v; bzw. von ug nach vy, die sich bei Einbettung in die gleiche Facette von G2 schneiden
wiirden. Es existiert daher ein Pfad uy,...,us,...,v1,...,v2 von gemeinsamen Kanten in G.
Wiirde nun das Kontrahieren der Kante e diesen alternierenden Pfad zerstoren, so bedeutet dies,
dass durch die Kontraktion je ein Endpunkt von P; und P, miteinander identifiziert wiirden. Die
Kante e wire daher zu P; und P, adjazent, im Widerspruch zur Voraussetzung. Somit beeinflusst
das Kontrahieren von e keine Aquivalenzen in der 2SAT-Instanz, die durch alternierende Kanten
und Pfade entstehen. Analog gilt dies, wenn eine der alternierenden Kanten zu einer Briicke
adjazent ist.

Insgesamt bleibt die gesamte 2SAT-Formel von G auch fiir G’ erhalten und da G eine alternie-
rende Kette war, entspricht diese einem einfachen, nicht-16sbaren Kreis. O

Lemma 16: Sei GG eine alternierende Kette, in der ein Halbdiamant uy, w, uy existiert, fiir den eine
transzendente Kante e; und eine exklusive Kante e inzident zum dufleren Knoten w sind. Ferner sei
zu uy keine Kante inzident, die mit ey alterniert. Dann ist das Umwandeln der Kante ujw in eine
exklusive Kante vom Typ von ez und das Entfernen der Kante usw eine Reduzierungs-Operation

(siehe Abbildung 5.11 (a)).

Beweis. Sei D der Halbdiamant, zu dem eine transzendente Kante e¢; und eine exklusive Kante es
im dufleren Knoten w adjazent sind, und wu; sei zu keiner Kante inzident, die mit e, alterniert.
Die 2SAT-Instanz von G enthélt die Aquivalenzen x., < Zp und z., < &p und es gilt folglich
auch z., < x.,, da beide Kanten in die gleiche Facette eingebettet werden miissen. Entfernen
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Abbildung 5.11: Ein Halbdiamant mit einer transzendenten und einer exklusiven Kante kann ge-
mifl Lemma 16 vereinfacht (a) und ein Diamant mit einer transzendenten und
einer exklusiven Kante kann gemafl Lemma 17 vereinfacht werden (b). Die Ty-
pen der exklusiven Kanten sind hierbei beispielhaft dargestellt.

wir nun die Kante wus und wandeln die Kante wu; in eine exklusive Kante vom Typ von ey um,
so wird der Halbdiamant D zerstort. Die Kanten es = vow und wwuq bilden einen exklusiven
Pfad P, dessen mittlerer Knoten w inzident zur transzendenten Kante e; ist. Der Pfad P und die
Kante e; miissen in die gleiche Facette eingebettet werden. Wir fithren fiir P die Variable x p ein,
fiir die wir die Aquivalenz zp < z., erhalten. Diese ersetzt im resultierenden Graphen G’ die
Teilkette x., < Zp < ., in der 2SAT-Formel.

Wir miissen noch verifizieren, ob die Verbindung zur restlichen Aquivalenzkette erhalten bleibt.
Die transzendente Kante e verliuft in G zwischen dem Halbdiamanten D und einem weiteren
(Halb-)Diamanten Dy. Die Verbindung zu D3 bleibt auch im resultierenden Graphen bestehen,
sodass wir weiterhin eine Aquivalenz zwischen e; und D erhalten. Alterniert die exklusive Kan-
te o mit einer weiteren Kante gleichen Typs e3 = zy, so ist eine Aquivalenz x., < —, in der
2SAT-Instanz zu G enthalten. Es gibt einen einfachen Pfad w, ug, ..., x,...,va,...,y in Ging,
der nicht durch w; verlauft, da der Knoten u; nach Voraussetzung nicht adjazent zu ej ist. Diesen
kénnen wir zum Pfad uy, ug, ..., x,...,vg,. ..y erweitern. Die Knotenpaare {u1,v2} und {x, y}
alternieren somit ebenfalls miteinander. Da letztgenannter Pfad in G, vorhanden ist und da P
genau die Knoten u; und v2 miteinander verbindet, alternieren P und e3. Wir erhalten folglich
die Aquivalenz xp < -z, in der 2SAT-Instanz von G’. Analog gilt dies, wenn die Kante e mit
einer exklusiven Kante alterniert, die adjazent zu einer Briicke ist, oder mit einem exklusiven
Pfad alterniert.

Insgesamt bleibt die Verbindung zum Rest der Aquivalenzkette erhalten, sodass die resultierende
2SAT-Formel noch immer einem einfachen, nicht-16sbaren Kreis entspricht. O

Lemma 17: In einer alternierenden Kette (7 existiere ein Diamant mit Knoten u1, w1, wa, us so, dass
eine transzendente Kante e; = viw, und eine exklusive Kante ea = vowy inzident zu den duferen
Knoten sind. Dann ist das Umwandeln der Kanten ujw; und wiusg in exklusive Kanten vom Typ
von ey eine Reduzierungs-Operation (siehe Abbildung 5.11 (b)).

Beweis. Sei D der Diamant, fiir den eine transzendente Kante e; = viw; und eine exklusive
Kante es = vows adjazent sind. Dann existieren in der 2SAT-Instanz von G die Aquivalenzen
ZTe, & Zp und x., < —Zp, da die beiden Kanten zu unterschiedlichen Seiten von D adjazent
sind und daher auch in unterschiedliche Facetten eingebettet werden miissen. Es gilt folglich die
Aquivalenz ., < —e,.

Wandeln wir die beiden Kanten u;w; und wyus in exklusive Kante vom Typ von es um, so wird
der Diamant D aufgel6st und es entsteht ein exklusiver Pfad P, dessen mittlerer Knoten zur
transzendenten Kante e; inzident ist. Der exklusive Pfad P und die Kante ¢; miissen daher in die
gleiche Facette eingebettet werden. Zusétzlich alterniert P mit der exklusiven Kante ey. Fithren
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Abbildung 5.12: Ein Halbdiamant mit zwei transzendenten Kanten oder exklusiven Kanten glei-
chen Typs kann gemafy Lemma 18 vereinfacht werden (a). Kanten anderen Typs
konnen in beide Facette eingebettet werden, ohne dass die Kanten u;w und wus
entfernt werden miissen (b). Ein Diamant mit zwei exklusiven Kanten gleichen
Typs kann gemafl Lemma 19 vereinfacht werden (c). Die Typen der Kanten sind
hierbei beispielhaft dargestellt.

wir fiir den exklusiven Pfad die Variable x p ein, so erhalten wir die Aquivalenzen zp < ¢,
und p < —x,. Diese ersetzen in der 2SAT-Formel des resultierenden Graphen G’ gerade die
Teilkette ., < Zp < —x., aus der 2SAT-Instanz von G.

Im Graphen G verbindet die transzendente Kante e¢; den Diamanten D mit einem weiteren Halb-
diamanten oder Diamanten D», da transzendente Kanten stets zwei (Halb-)Diamanten in der
2SAT-Formel in Beziehung setzen. Die Verbindung zu D5 bleibt auch im resultierenden Graphen
bestehen, sodass wir weiterhin eine Aquivalenz zwischen e; und D, erhalten. Alterniert die Kan-
te eo mit einer weiteren exklusiven Kante gleichen Typs e3, so kann nach Konstruktion von ¢
die Kante ez nicht zum Knoten wy in D inzident sein. Der in GG existierende alternierende Pfad
von ey und ej bleibt folglich auch in G’ bestehen, sodass die beiden Kanten e und e3 noch immer
alternieren. Analog gilt dies, wenn e2 mit einem exklusiven Pfad gleichen Typs alterniert.
Insgesamt bleibt daher die Verbindung zum Rest der urspriinglichen Aquivalenzkette ebenfalls
erhalten, sodass die 2SAT-Formel von G’ noch immer einem einfachen, nicht-lsbaren Kreis ent-
spricht. O

Lemma 18: Sei GG eine alternierende Kette, die nicht der Graph S ist. Ferner existiere ein Halbdia-
mant mit Knoten uy,w, ug so, dass die zum dufleren Knoten w inzidenten Kanten e; und ey beide
transzendente oder exklusive Kanten gleichen Typs sind. Dann ist das Entfernen der gemeinsamen
Kanten ujw und wug und die anschliefSende Kontraktion einer der beiden Kanten e oder ey eine
Reduzierungs-Operation (siehe Abbildung 5.12 (a)).

Beweis. Seien e; = ww; und es = wws die beiden duleren Kanten des Halbdiamanten D, die
beide transzendente oder exklusive Kanten gleichen Typs sind. Die 2SAT-Instanz von G enthélt
daher die Aquivalenzen z., < Zp und x., < Zp. Da beide Kanten immer in die gleiche Fa-
cette eingebettet werden missen, gilt auch z., < x,. In G existiert ferner keine Kante e3, die
mit e; und ey alterniert, da wir ansonsten die Aquivalenzen p < z., < “Tey < Te, < Ip in
der 2SAT-Instanz zu G auffinden wiirden. Dann wire diese jedoch kein einfacher, nicht-l6sbarer
Kreis mehr. Wir kénnen die gemeinsamen Kanten wjw und wusy entfernen, da es folglich kei-
ne exklusive Kante e3 vom gleichen Typ wie e; und ey gibt, die nun in die andere Facette des
gemeinsamen Graphen eingebettet werden konnte. Eine transzendente Kante, exklusive Kante
oder exklusiver Pfad anderen Typs hitte auch vorher schon auf diese Seite eingebettet werden
konnen, da diese die exklusiven Kanten e; und ey kreuzen diirfen. In Abbildung 5.12 (b) ist diese
Situation beispielhaft dargestellt.
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Abbildung 5.13: Ein Halbdiamant w1, w, ug mit dufleren Kanten e; = vjw und ea = vyw. Der
zu e1 benachbarte Pol ist der Knoten w1, der zu ey benachbarte Pol ist us (a).
Die benachbarten Pole bleiben erhalten, wenn man die dufleren Kanten anders
zeichnet (b).

Der Knoten w ist nach dem Entfernen der beiden gemeinsamen Kanten nur noch zu den Kanten e;
und es inzident, sodass wir diesen durch Kontraktion der Kante e; oder e5 entfernen konnen.
Da G nicht dem Graphen S entspricht, ist die neu entstandene Kante e = wjws nicht zu den
aufleren Knoten desselben Diamanten inzident und muss somit in eine der beiden Facetten f;
und f, eingebettet werden. Die Variable z. ersetzt daher in der 2SAT-Formel des resultierenden
Graphen G’ die Relationen ., < &p < Z.,. Da jedoch bereits ., < ., in G galt, bleibt die
2SAT-Instanz von G’ nicht 18sbar und entspricht noch immer einem einfachen Kreis. O

Zur Formulierung der nachsten Reduzierungs-Operationen benétigen wir eine weitere Definiti-
on: Sei D ein Halbdiamant w1, w, us mit duflerem Knoten w oder ein Diamant w1, w1, wo, us mit
auleren Knoten wy und wsy. Zu D seien die exklusiven oder transzendenten Kanten e; = wwvq
und es = wvy bzw. e = wyv; und ey = wavy adjazent. Dann existiert ein einfacher Pfad ge-
meinsamer Kanten vy, ..., U, ..., Uy, ..., v in einer alternierenden Kette G mit i, € {1,2}
und i # i’. Den Knoten u; nennen wir den zur Kante e benachbarten Pol. Beachte, dass in diesem
Fall der Knoten w;s der benachbarte Pol von ey ist. Beispielhaft sind die benachbarten Pole fiir
einen Halbdiamanten in Abbildung 5.13 dargestellt.

Lemma 19: In einer alternierenden Kette G existiere ein Diamant mit Knoten ui, w1, Wz, Us SO,
dass die zu den dufleren Knoten inzidenten Kanten e; = viw; und ea = vowy beide exklusive
Kanten gleichen Typs sind. Ferner sei uy der zu ey benachbarte und ug der zu ea benachbarte Pol.
Dann ist das Entfernen der Kante ujw; und das Kontrahieren der gemeinsamen Kante uaw; eine
Reduzierungs-Operation (siehe Abbildung 5.12 (c)).

Beweis. Sei D der Diamant, fiir den die adjazenten Kanten e; = vjw; und ey = vows exklusive
Kanten vom gleichen Typ sind und u; der benachbarte Pole zu e;, fiir ¢ = 1, 2. In der 2SAT-
Instanz von G existieren die Aquivalenzen z., < #p und z., < —ip, da die beiden Kanten
zu unterschiedlichen Seiten von D adjazent sind und daher auch in unterschiedliche Facetten
eingebettet werden miissen. Es gilt daher ebenfalls z., < —z.,.

Entfernen wir die Kante u;w; und kontrahieren anschlieffend die gemeinsame Kante wjuz, so
wird der Diamant D zerstort und die Kante e; verlauft nun zwischen den Knoten v; und us. Es

gibt noch immer einen einfachen Pfad u1, ..., v1,...,v9,. .., us aus gemeinsamen Kanten, da u;
der benachbarte Pole von e; ist. Somit existiert nach Konstruktion von GG im resultierenden Gra-
phen G’ ebenfalls ein einfacher Pfad vy, ..., u1, ws, ug, ..., vs. Folglich alternieren die beiden

Kanten e; = viug und e3 = wave in G’, sodass wir die Aquivalenz x., < -, erhalten. Diese
ersetzt die Aquivalenzen x., < Ip < ., aus der 2SAT-Instanz von G. Analog zum Beweis
von Lemma 17 bleibt fir die exklusiven Kanten e; und ez der Rest der urspriinglichen Aqui-
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Abbildung 5.14: Ein Halbdiamant mit zwei exklusiven Kanten unterschiedlichen Typs kann ge-
méafl Lemma 20 vereinfacht (a) und ein Diamant mit zwei exklusiven Kanten un-
terschiedlichen Typs kann gemiafl Lemma 21 vereinfacht werden (b). Die Typen
der exklusiven Kanten sind hierbei beispielhaft dargestellt.

valenzkette erhalten, sodass die 2SAT-Formel von G’ ebenfalls einem einfachen, nicht-losbaren
Kreis entspricht. O

Lemma 20: In einer alternierenden Kette G existiere ein Halbdiamant mit Knoten uy, w, us so, dass
die zum duferen Knoten inzidenten Kanten e; = viw und ea = vow exklusive Kanten unterschied-
lichen Typs sind und uy der zu e1 benachbarte Pol ist. Dann ist das Umwandeln der Kante wu; in
eine exklusive Kante vom Typ von ey und das Umwandeln der Kante wus in eine exklusive Kante
vom Typ von e eine Reduzierungs-Operation (siehe Abbildung 5.14 (a)).

Beweis. Sei D der Halbdiamant mit zum &ufleren Knoten w adjazenten Kanten e; und es, die
exklusive Kanten unterschiedlichen Typs sind. Ferner sei u; der benachbarte Pol von e;. Die
2SAT-Instanz von G enthilt die Aquivalenzen z., < &p und ., < I p, da beide Kanten in die
gleiche Facette eingebettet werden miissen. Es gilt daher auch z., < z.,.

Wandeln wir nun die gemeinsame Kanten wu; und wusg, wie oben beschrieben, in exklusive
Kanten um, so wird der Halbdiamant D aufgel6st. Die Kanten e; = vjw und wug bilden einen
exklusiven Pfad P, vom Typ von e;. Ein exklusiver Pfad P vom Typ von es wird von den Kan-
ten ez = vow und wu, gebildet. Beide Pfade treffen sich im Knoten w und miissen somit stets
in die gleiche Facette eingebettet werden. Mit den Variablen xp, und zp, fiir P; und P» erhal-
ten wir somit die Aquivalenz xp, < xp,. Diese ersetzt in der 2SAT-Formel des resultierenden
Graphen G die Teilkette 2., < &p < ¢, .

Wir werden nun analog zum Beweis von Lemma 16 zeigen, dass die Verbindung zur restli-
chen Aquivalenzkette erhalten bleibt. Alterniert e; mit einer weiteren exklusiven Kante gleichen

Typs es = xy, so existiert ein einfacher Pfad aus gemeinsamen Kanten w, vy, ..., 2,...,v1,...,y
in GG. Die Kante e3 ist aulerdem nicht inzident zum Knoten us, da ansonsten e; und e3 nicht alter-
nieren wiirden. Wir konnen daher diesen Pfad zum einfachen Pfad ug, w,uy,...,2,...,v1,... ¥y

erweitern. Die Knotenpaare {ug, v1 } und {z, y} alternieren somit ebenfalls miteinander. Da letzt-
genannter Pfad im gemeinsamen Graphen von G’ vorhanden ist und da P; gerade die Knoten s
und v miteinander verbindet, alternieren P; und e3 in G’, sodass wir die Aquivalenz zp, < —z,
fiir unseren resultierenden Graphen erhalten. Diese ersetzt die Aquivalenz x., < —., in der
2SAT-Instanz von G. Gleiches gilt, wenn e; mit einer exklusiven Kante e3 = xw’, die zu einer
Briicke w'y adjazent ist, oder mit einem exklusiven Pfad gleichen Typs alterniert. Analog lasst
sich diese Argumentation auch auf die Kante e3 und den Pfad P, anwenden. Insgesamt bleibt
daher die Verbindung zum Rest der Aquivalenzkette erhalten, sodass die 2SAT-Formel von G’
einem einfachen, nicht-losbaren Kreis entspricht. O
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Abbildung 5.15: Die alternierenden Ketten aus Abbildung 3.4 und die nach Anwendung aller
Reduzierungs-Operationen resultierenden reduzierten Ketten.

Lemma 21: In einer alternierenden Kette G existiere ein Diamant mit Knoten w1, w1, ws, Us SO,
dass die zu den dufleren Knoten inzidenten Kanten e = viw; und ea = vows exklusive Kanten
unterschiedlichen Typs sind. Ferner sei u; der zu e; benachbarte Pol, fiiri € {1,2}. Dann ist das
Umwandeln der Kante wyu; in eine exklusive Kante vom Typ von ea eine Reduzierungs-Operation
(siehe Abbildung 5.14 (b)).

Beweis. Sei D der Diamant, fiir den die adjazenten Kanten e; = vjw; und e = vows exklusive
Kanten unterschiedlichen Typs sind. Der Knoten w; sei der zu e; und der Knoten uy der zu e
benachbarte Pol. In der 2SAT-Instanz von G existieren die beiden Aquivalenzen z., < &p und
Ze, < TIp, da beide Kanten zu unterschiedlichen Seiten von D adjazent sind und es gilt daher
auch z., & —xe,.

Wandeln wir die Kante e3 = wjw; in eine exlusive Kante vom Typ von ez um, so wird der
Diamant D aufgeldst und es entsteht eine Briicke wiuy im gemeinsamen Graphen. Wird diese
in eine bestimmte Facette eingebettet, so impliziert dies die Einbettung der zu w; adjazenten
exklusiven Kanten und umgekehrt. Fithren wir fiir die Briicke die Variable xp ein, so erhalten
wir folglich im resultierenden Graphen G’ die Aquivalenzen z., < ip und x., < Zp. Ferner
existiert im gemeinsamen Graphen von G’ noch immer eine Kette aus gemeinsamen Kanten,
zu der die Briicke B adjazent ist. Es gibt daher in G, einen einfachen Pfad u, wa, ug, . . ., va,
sodass die Kante eo = wovo mit der Kante e3 = wjw; alterniert, die zur Briicke wiuo adjazent
ist. Die 2SAT-Instanz von G’ enthélt folglich auch die Aquivalenz x., < —z.,. Die Aquivalenzen
Te, & Tp & %, in G werden somit durch z., & Ip & ., & T, in der 2SAT-Formel
von G’ ersetzt.

Alterniert die exklusive Kante e; mit einer weiteren Kante gleichen Typs e4 = zy, so gibt es
einen einfachen Pfad wy,...,x,...,v1,...,y im gemeinsamen Graphen von G. Da e; = wjv;
in G’ zur Briicke ugw; adjazent ist, existiert der Pfad ug, wo, u,...,2,...,v1,...,y in Gjng,
sodass die Kanten e; und e4 auch in G’ alternieren und wir die Aquivalenz z., < -, er-
halten. Gleiches gilt, falls e; mit einer zu einer Briicke adjazenten, exklusiven Kante oder mit
einem exklusiven Pfad gleichen Typs alterniert. Analog ldsst sich diese Argumentation auch auf
die Kante e anwenden. Insgesamt bleibt daher die Verbindung zum Rest der Aquivalenzkette
erhalten, sodass die 2SAT-Formel von G’ noch immer ein einfacher, nicht-losbarer Kreis ist. [

Durch die in Lemma 15 bis Lemma 21 beschriebenen Reduzierungs-Operationen wurde die ur-
spriingliche alternierende Kette G stark vereinfacht. Eine alternierende Kette, auf die diese Ope-
rationen erschopfend angewendet worden sind und die nicht dem Graphen S entspricht, bezeich-
nen wir auch als reduzierte Kette. Dabei unterscheidet sich eine reduzierte Kette teilweise deutlich
von ihrer zugrundeliegenden alternierenden Kette. In Abbildung 5.15 sind dafiir beispielhaft drei
der alternierenden Ketten aus Abbildung 3.4 zusammen mit den entstandenen reduzierten Ketten
dargestellt.
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Eigenschaften reduzierter Ketten

Mit den strukturellen Veranderungen der Reduzierungs-Operationen und den Kriterien fiir eine
alternierende Kette aus Kapitel 3 ldsst sich eine reduzierte Kette G wie folgt klassifizieren:

1. Der gemeinsame Graph Giny besteht aus einer Kette von Kreisknoten (vq,...,v,), die
durch eine gemeinsame Kante oder einen Diamanten miteinander verbunden sind. Zu ei-
nem Kreisknoten v; kann eine Briicke v;w inzident sein. Zusatzlich existieren isolierte Kno-
ten im gemeinsamen Graphen.

Denn: Der gemeinsame Graph einer alternierenden Ketten besteht gemaf3 Kapitel 3 aus ei-
ner Kette von Kreisknoten, die durch eine gemeinsame Kante, einen Halbdiamanten oder
einen Diamanten miteinander verbunden sind. Durch die Reduzierungs-Operationen ent-
stehen zusatzlich Briicken und exklusive Pfade, deren mittlerer Knoten als isolierter Knoten
im gemeinsamen Graphen G1n auftritt. Da durch die Reduzierungs-Operationen aus den
Lemmata 16, 18 und 20 alle Halbdiamanten umgewandelt werden, treten keine Halbdia-
manten mehr in G2 auf.

2. Exklusive Kanten treten entweder als Kante zwischen zwei Kreisknoten, einem Kreis- und
Brickenknoten oder als Teil eines exklusiven Pfads zwischen zwei Kreisknoten auf.

Denn: Nach Eigenschaft 4 einer alternierenden Kette sind die exklusiven Kanten entweder
zu zwei Kreisknoten inzident oder zu einem Kreisknoten inzident und zu einem (Halb-)
Diamanten adjazent. Durch die Reduzierungs-Operationen werden die zu einer exklusiven
Kante adjazenten (Halb-)Diamanten umgewandelt, sodass die exklusive Kante einen ex-
klusiven Pfad bildet (Lemmata 16, 17 und 20), zu zwei Kreisknoten adjazent (Lemmata 18
und 19) oder zu einer Briicke adjazent ist (Lemma 21). Auflerdem existieren keine exklu-
siven Kanten, die zu mehreren Briicken adjazent, oder exklusive Pfade, die zu Bricken
adjazent sind. Wire dies der Fall, so miisste eine solche Kante zu zwei (Halb-)Diamanten
adjazent sein, was nach Konstruktion der alternierenden Ketten nicht méglich ist.

3. Jeder exklusive Pfad besitzt Lange zwei.

Denn: Ein exklusiver Pfad entsteht immer dann, wenn eine transzendente Kante und ei-
ne exklusive Kante zu einem Halbdiamanten oder Diamanten (Lemma 16 und Lemma 17)
oder wenn zwei exklusive Kanten unterschiedlichen Typs zu einem Halbdiamanten (Lem-
ma 20) adjazent sind. Da die exklusiven Kanten zu keinem weiteren Halbdiamanten oder
Diamanten inzident sein kdnnen, besitzen exklusive Pfade stets Lange zwei.

4. Transzendente Kanten sind immer zu einem dufieren Knoten eines Diamanten oder zum
mittleren Knoten eines exklusiven Pfads adjazent.

Denn: Nach Eigenschaft 3 einer alternierenden Kette ist jede transzendente Kante in einem
solchen Graphen zu zwei dufieren Knoten eines Halbdiamanten oder Diamanten inzident.
Nach Lemmata 16 und 17 wird jeder (Halb-)Diamant, zu dem eine transzendente und ei-
ne exklusive Kante adjazent sind, so umgewandelt, dass die transzendente Kante nun zum
mittleren Knoten eines exklusiven Pfads adjazent ist. Sind zwei transzendente Kanten zu
einem Halbdiamanten adjazent, wird dieser gemaf Lemma 18 zerstort und eine der tran-
szendenten Kanten kontrahiert. Lediglich Diamanten, die zu zwei transzendenten Kanten
adjazent sind, bleiben unberiihrt.

5. Jeder auflere Knoten in einem Diamanten ist zu genau einer transzendenten Kante inzident.

Denn: Durch die Reduzierungs-Operationen aus Lemmata 17, 19 und 21 sind von den Dia-
manten der urspriinglichen, alternierenden Kette nur diejenigen Diamanten iibrig geblie-
ben, die zu zwei transzendenten Kanten adjazent sind.
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10.

11.

. Jeder dufiere Knoten einer Briicke ist zu jeweils einer exklusiven Kante von G und G»

inzident.

Denn: Eine Briicke entsteht genau dann, wenn zwei exklusive Kanten unterschiedlichen
Typs zu einem gemeinsamen Diamanten adjazent sind (Lemma 21). Aus diesem Grund
entstehen keine Briicken, zu denen transzendente Kanten oder nur eine exklusive Kante
adjazent sind.

Jeder isolierte Knoten ist mittlerer Knoten eines exklusiven Pfads und inzident zu einer
transzendenten Kante oder mittlerer Knoten zweier exklusiver Pfade unterschiedlichen

Typs.
Denn: Gemaf3 der Reduzierungs-Operationen treten isolierte Knoten nur als mittlerer Kno-
ten eines exklusiven Pfads auf. Dieser ist entweder zu einer transzendenten Kante (Lem-

ma 16 und Lemma 17) oder zu zwei exklusiven Kanten anderen Typs inzident, die einen
exklusiven Pfad bilden (Lemma 20).

. Jede gemeinsame Kante zwischen zwei Kreisknoten ist zu zwei alternierenden Kanten bzw.

Pfaden adjazent.

Denn: Nach Lemma 15 kann jede gemeinsame Kante zwischen zwei Kreisknoten, d.h. die
nicht Teil einer Briicke oder eines (Halb-)Diamanten ist, kontrahiert werden, wenn sie nicht
adjazent zu einem Paar alternierender Kanten oder Pfade ist. Somit ist nach erschépfender
Anwendung aller Reduzierungs-Operationen jede gemeinsame Kante zwischen Kreiskno-
ten zu zwei alternierenden Kanten oder Pfaden adjazent.

Jede exklusive Kante zwischen zwei Kreisknoten besitzt zwei Kanten bzw. Pfade, mit denen
sie alterniert.

Denn: Mit Eigenschaft 6 der alternierenden Ketten gilt dies fiir einen solchen Graphen.
Dies tibertragt sich auch auf die reduzierten Ketten, da deren 2SAT-Instanz ebenfalls einem
nicht-16sbaren, einfachen Kreis entspricht. Wiirde eine exklusive Kante zwischen Kreis-
knoten mehr als zwei alternierende Kanten oder Pfade besitzen, so wire die 2SAT-Instanz
kein Kreis mehr. Gleiches gilt, wenn diese Kante nur mit einer Kante alternieren wiirde, da
eine solche Kante zu keinem (Halb-)Diamanten oder zu keiner Briicke adjazent ist.

Jede exklusive Kante, die zu einer Briicke adjazent ist, alterniert mit genau einer exklusiven
Kante oder einem exklusiven Pfad.

Denn: Ist eine exklusive Kante e zu einer Briicke B adjazent, so existiert die Aquivalenz
T. < Zp in der 2SAT-Formel der reduzierten Kette, und e ist auflerdem zu einem Kreis-
knoten inzident. Da die 2SAT-Instanz einem nicht-losbaren, einfachen Kreis entspricht,
muss e mit genau einer alternierenden Kante in Verbindung stehen. Andernfalls wire die
2SAT-Instanz kein Kreis mehr.

Jeder exklusive Pfad alterniert mit genau einer exklusiven Kante oder einem exklusiven

Pfad.

Denn: Wie bereits gezeigt, ist zum mittleren Knoten eines solchen Pfads P eine transzen-
dente Kante e oder ein weiterer exklusiver Pfad P» anderen Typs adjazent. Die 2SAT-Formel
der reduzierten Kette enthalt folglich die Aquivalenz zp < x, bzw. zp < xp,. Da die
2SAT-Instanz einem einfachen Kreis entspricht und P zwischen Kreisknoten verlauft, muss
es folglich genau eine exklusive Kante oder einen exklusiven Pfad vom gleichen Typ wie P
geben, mit der der Pfad P alterniert. Andernfalls wire die 2SAT-Instanz kein einfacher
Kreis mehr.
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12.

13.

Der Graph G p besteht aus genau einer Zusammenhangskomponente.

Denn: Wir erweitern zunichst den Graphen Gp folgendermaflen: Fiir jeden exklusiven
Pfad und jede Briicke fligen wir einen neuen Knoten hinzu. Fiir die beiden exklusiven Kan-
ten, die einen exklusiven Pfad bilden, entfernen wir die entsprechenden Knoten aus Gp.
Wir verbinden einen zu einem Diamanten oder zu einer Briicke gehérigen Knoten mit dem
Knoten einer Kante, falls diese adjazent zum Diamanten oder zur Briicke ist. Ist eine Kante
inzident zum mittleren Knoten eines exklusiven Pfads, werden die entsprechenden Knoten
ebenfalls miteinander verbunden. Zuséitzlich verbinden wir zwei Knoten, wenn die dazu-
gehorigen exklusiven Kanten oder exklusiven Pfade alternieren.

Mit der gleichen Argumentation wie im Beweis von Lemma 14 sind zwei Knoten in G p
genau dann adjazent, wenn eine entsprechende Aquivalenz in der 2SAT-Instanz vorhanden
ist. Daher ist die Anzahl der Zusammenhangskomponenten in G p und im Konfliktgraphen
der 2SAT-Instanz von G gleich. Da diese einem einfachen Kreis entspricht, besteht G p aus
genau einer Komponente.

Die Anzahl an transzendenten Kanten, an exklusiven Kanten, an exklusiven Pfaden, an
isolierten Knoten und an Briicken in G ist zusammengerechnet ungerade.

Denn: Sei nachfolgend N(G) die Anzahl an transzendenten Kanten, an exklusiven Kan-
ten, an exklusiven Pfaden, an isolierten Knoten und an Briicken eines Graphen G. Ferner
seien H eine alternierende Kette und H’ der Graph, der durch eine der Reduzierungs-
Operationen gemafl Lemma 15 bis Lemma 21 aus H entsteht. Wir betrachten nun, wie die
Anwendung einer Reduzierungs-Operation die Anzahl N (H) verandert.

« Bei Lemma 15 werden weder Teilstrukturen entfernt, noch hinzugefigt, die N(H)
beeinflussen.

« In Lemma 16 werden ein Halbdiamant und eine exklusive Kante entfernt, zusatzlich
jedoch ein exklusiver Pfad und damit auch ein isolierter Knoten hinzugefiigt. Es gilt
daher N(H') = N(H).

+ Gemifl Lemma 17 wird ein Diamant entfernt, dieser beeinflusst jedoch N (H') nicht.

Ferner werden ein exklusiver Pfad und ein isolierter Knoten in H' hinzugefiigt, sodass
wir N(H') = N(H) + 2 erhalten.

« Mit Lemma 18 werden ein Halbdiamant und eine exklusive Kante aus H entfernt und
keine relevanten Teilstrukturen hinzugefiigt, sodass N(H') = N(H) — 2 gilt.

+ Bei Lemma 19 wird lediglich ein Diamant entfernt und keine Teilstruktur hinzuge-
fugt. Daher verandert sich N (H) nicht.

+ In Lemma 20 werden ein Halbdiamant und zwei exklusive Kanten aus G entfernt. Al-
lerdings werden zwei exklusive Pfade hinzugefiigt, die einen gemeinsamen, isolierten
Knoten besitzen. Es gilt daher auch N(H') = N(H).

« Schliefllich wird in Lemma 21 ein Diamant entfernt, der N (H ) nicht beeinflusst, und
eine Briicke und eine exklusive Kante werden hinzugefiigt. Folglich gilt in diesem Fall
N(H')=N(H) + 2.

Die Anzahl N(H') ist somit genau dann ungerade, wenn N (H ) ungerade ist. Fiir einen
gemafl Lemmata 12 und 13 konstruierten Graphen G’ gilt nach Eigenschaft 8 der alternie-
renden Ketten, dass die Anzahl an transzendenten Kanten, an exklusiven Kanten und an
Halbdiamanten ungerade ist. Da G’ jedoch keine Briicken, exklusive Pfade oder isolierte
Knoten enthilt, ist daher auch N(G’) ungerade. Die reduzierte Kette G ist ferner durch
Reduzierungs-Operationen aus einem solchen Graphen entstanden, sodass insgesamt die
Anzahl N (G) ebenfalls ungerade ist.
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Abbildung 5.16: Durch das Entfernen einer Briicke kann eine alternierende Kante in beide Fa-
cetten eingebttet werden (a). Das Entfernen einer gemeinsamen Kante in einem
Diamanten erlaubt es einer transzendenten Kante die Seite der Kette zu wech-
seln (b). Dies ist auch dann mdglich, wenn eine gemeinsame Kanten zwischen
zwei Kreisknoten entfernt wird. (c).

Im Vergleich zu den alternierenden Ketten sind die reduzierten Ketten minimal beziiglich der de-
finierten SEFE-Minoren-Operationen unter allen Graphen, deren gemeinsame Graphen zyklisch
sind. Dies bedeutet, dass jeder Graph, der durch Anwendung einer SEFE-Minoren-Operation aus
einer reduzierten Kette entsteht, entweder eine SEFE besitzt oder sein gemeinsamer Graph azy-
klisch ist. Diese wichtige Eigenschaft zeigen wir im nachfolgenden Lemma. Dabei beeinflusst die
Einschrankung auf zyklische Graphen jedoch nicht die Korrektheit unser Charakterisierung. Al-
le betrachteten Ausgangsgraphen besitzen einen zweifach zusammenhéngenden gemeinsamen
Graphen, der folglich mindestens einen Kreis enthalt.

Lemma 22: Sei G eine reduzierte Kette. Dann ist G minimal beziiglich SEFE-Minoren-Operationen
unter den Graphen, deren gemeinsame Graphen zyklisch sind.

Beweis. Sei (G eine alternierende Kette, auf die die Reduzierungs-Operationen erschopfend ange-
wendet worden sind. Durch die Eigenschaften der Reduzierungsoperationen aus Lemma 15 bis
Lemma 21 wissen wir bereits, dass der Graph G keine SEFE besitzt und dass seine 2SAT-Instanz
einem einfachen, nicht-lésbaren Kreis entspricht. Wir zeigen nun mit Hilfe der erarbeiteten Cha-
rakterisierung fiir reduzierte Ketten, dass durch Anwendung einer SEFE-Minoren-Operation im
entstehenden Graphen G’ mindestens eine der Aquivalenzen aus der 2SAT-Formel nicht mehr
gilt oder der gemeinsame Graph G/, kreisfrei ist.

1. Knoten entfernen:
Wird ein Knoten v aus G entfernt, so werden auch alle zu v inzidenten Kanten aus G ge-
16scht. Wiirde nach dem Entfernen einer zu v inzidenten Kante aus G bereits eine SEFE
fiir G’ bestehen, so besitzt dieser auch nach dem Loschen von v eine SEFE. In der nachfol-
genden Operation zeigen wir, dass dies der Fall ist.

2. Kante entfernen:
Wir unterscheiden nachfolgend, welchen Typ die aus G zu entfernende Kante e besitzt.

Ist e eine gemeinsame Kante, so kann e nach Eigenschaft 1 als Briicke, in einem Diaman-
ten oder als Kante zwischen zwei Kreisknoten auftreten. Sei e = uw zunichst eine Briicke.
Dann sind nach Eigenschaft 6 zwei exklusive Kanten e; = wv; und e = wvy unterschied-
lichen Typs zu w inzident. Nach Eigenschaft 10 alterniert die Kante e; mit einer weiteren
exklusiven Kante e3 = xy, einer exklusive Kante e3 = zw’, die zu einer weiteren Brii-
cke w'y adjazent ist, oder einem exklusiven Pfad P gleichen Typs von x nach y. Es existiert
also die Aquivalenz z., < —¢, bzw. ., < —zp in der 2SAT-Instanz von G und somit
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Abbildung 5.17: Wird in einer reduzierten Kette eine Kante aus einem exklusiven Pfad entfernt,

so kann eine dazu alternierende Kante ebenfalls die Seite wechseln.

oB.d.A.derPfad u,...,x,...,v1,...y in G1n2. Entfernen wir nun die Kante e = uw, so
konnen wir eg bzw. P auch in die gleiche Facette wie e; einbetten. Die moglicherweise
dabei entstehende Kreuzung mit ey ist jedoch erlaubt, wie in Abbildung 5.16 (a) darge-
stellt wird, da ey eine exklusive Kante anderen Typs ist. Die Aquivalenz ., < —x,, bzw.
Ze, < —xp gilt somit nicht mehr.

Tritt die Kante e hingegen in einem Diamanten D auf, so sind nach Eigenschaft 5 zwei
transzendente Kanten zu D adjazent. Mit e; bezeichnen wir die zu e adjazente transzen-
dente Kante und mit e die andere transzendente Kante. In der 2SAT-Instanz existiert folg-
lich die Teilkette ., < Zp < —x.,. Entfernen wir die gemeinsame Kante e, so wird der
Diamant D zerstort und es entsteht eine Briicke, zu der die Kante e; adjazent ist. Die Kan-
te e ist hingegen nicht zu dieser Briicke adjazent, sondern kénnte nun auch in die gleiche
Facette wie e; eingebettet werden. Dies ist in Abbildung 5.16 (b) dargestellt. Die erwdhnten
Aquivalenzen gehen daher verloren.

Falls die Kante e zwischen zwei Kreisknoten verlauft, so wird durch das Entfernen von e die
zusammenhéngende Kette von gemeinsamen Kanten zerstort. Existiert in G eine transzen-
dente Kante €/, so kann diese die Seite wechseln, da sie exklusive und weitere transzendente
Kanten schneiden darf (sieche Abbildung 5.16 (c)). Nach Eigenschaft 4 ist ¢’ ferner zu Dia-
manten oder exklusiven Pfaden adjazent. Wechselt e’ nun die Seite, so geht eine Aquivalenz
Te & p fiir einen zur Kante ¢’ adjazenten Diamanten bzw. ., < & p fiir einen zu €
adjazenten exklusiven Pfad P verloren. Besitzt der Graph G hingegen keine transzendente
Kante, so enthilt G nach Eigenschaft 5 ebenfalls keine Diamanten. Durch das Entfernen
der Kante e enthalt der gemeinsame Graph G|, somit keinen Kreis mehr. Folglich ist G
in diesem Fall minimal unter den Graphen, deren gemeinsame Graphen zyklisch sind.

Falls e eine exklusive Kante ist, so alterniert e nach Eigenschaft 9 und 10 mit (mindestens)
einer weiteren exklusiven Kante bzw. einem exklusiven Pfad oder die Kante e ist nach Ei-
genschaft 2 Teil eines exklusiven Pfads. Alterniert e mit einer exklusiven Kante e2 oder mit
einem exklusiven Pfad P gleichen Typs, so enthélt die 2SAT-Instanz von G die Aquivalenz
Te & TTe, bzw. £, <& —xp. Diese geht beim Entfernen von e verloren.

Falls die Kante e = uw selbst Teil eines exklusiven Pfads P ist, gibt es eine weitere Kan-
te ¢ = wwv, die mit e zusammen den Pfad bildet. Auflerdem muss eine Kante es = xy,
eine Kante ey = zwo, die zu einer Briicke woy adjazent ist, oder ein Pfad P> von x nach y
gleichen Typs existieren, mit dem der Pfad u, w, v alterniert. Es gibt folglich 0.B.d.A. einen
einfachen Pfad u, ..., x,...,v, ...,y im gemeinsamen Graphen GG12 und die Aquivalenz
Tp & TTe, bzw. xp < —xp, in der 2SAT-Instanz von G. Nach dem Entfernen von e
kann ey bzw. P, auch in die gleiche Facette wie €’ eingebettet werden, da zum Knoten w
nach Konstruktion nur transzendente Kanten oder exklusive Kanten anderen Typs inzi-
dent sein koénnen (siehe Abbildung 5.17). Diese diirfen e2 bzw. P jedoch kreuzen, sodass
die Aquivalenz xp < -z, bzw. zp < —xp, verloren geht und keine neue hinzukommt.
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Abbildung 5.18: Durch das Umwandeln einer Briicke in eine exklusive Kante kann eine alternie-
rende Kante die Facette wechseln (a). Wird eine Kante eines Diamanten in eine
exklusive Kante umgewandelt, so kann eine der transzendenten Kanten die Sei-
te der Kette wechseln (b). Dies ist auch dann moglich, wenn eine gemeinsame
Kante zwischen zwei Kreisknoten umgewandelt wird (c).

Ist e = wv eine transzendente Kante, so ist u nach Eigenschaft 4 dufierer Knoten eines
Diamanten D; oder mittlerer Knoten in einem exklusiven Pfad P;. Gleiches gilt fiir den
Knoten v beziiglich Dy und Ps. In der 2SAT-Instanz von G gibt es daher die Aquivalen-
zen T, < Ip, bzw. . & p, fir i = 1,2. Nach dem Entfernen von e sind die beiden
Teilstrukturen nicht mehr miteinander verbunden und die besagten Aquivalenzen entfal-
len in der 2SAT-Instanz.

3. Gemeinsame Kante umwandeln:

Wir betrachten die verschiedenen Félle, in denen nach Eigenschaft 1 eine gemeinsame
Kante auftreten kann. Falls e = uw eine Briicke ist, dann sind nach Eigenschaft 6 zwei
exklusive Kanten e; = wv; und e3 = wwvy unterschiedlichen Typs zum dufleren Knoten w
inzident. Dabei alterniert die Kante e; nach Eigenschaft 10 mit einer weiteren exklusiven
Kante e3 = xy, einer Kante e3 = xw’, die selbst zu einer Briicke w'y adjazent ist, oder
einem exklusiven Pfad P gleichen Typs von x nach y. Es gibt daher 0.B.d.A. den einfachen
Pfadu,...,x,...,v1,...yin Gin2. Wird nun die Kante e in eine exklusive Kante vom Typ
von eo umgewandelt, so kann es bzw. P auch in die gleiche Facette wie e; eingebettet wer-
den. Dies ist moglich, da e3 bzw. P die Kanten e und ez schneiden darf, da diese exklusive
Kanten eines anderen Typs sind. Dies ist beispielhaft in Abbildung 5.18 (a) dargestellt. Die
Aquivalenz x., < —¢, bzw. x., < —xp geht somit verloren. Falls die Kante e in eine
exklusive Kante vom Typ von e; umgewandelt wird, so gilt diese Argumentation analog
beziiglich der Kante es.

Ist die Kante e Teil eines Diamanten D, so sind nach Eigenschaft 5 zwei transzendente
Kanten zu D adjazent. Mit e bezeichnen wir die zu e adjazente transzendente Kante und
mit ez die andere transzendente Kante. In der 2SAT-Instanz existiert folglich die Teilkette
ZTe, & Tp & —%e,. Wandeln wir die Kante e in eine exklusive Kante um, so entsteht eine
Briicke, zu der die Kante e; adjazent ist. Die Kante ey ist hingegen nicht zu dieser Briicke
adjazent, sondern kann nun auch in die gleiche Facette wie e; eingebettet werden (siehe
Abbildung 5.18 (b)), da sie beliebige exklusive und transzendente Kanten schneiden darf.
Die erwiahnten Aquivalenzen gehen folglich verloren.

Falls die Kante e zwischen zwei Kreisknoten verlauft, so wird durch das Umwandeln von e
in eine exklusive Kante die zusammenhingende Kette von gemeinsamen Kanten zerstort.
Existiert in G eine transzendente Kante ¢’, so kann diese die Seite wechseln, da sie die Kan-
te ¢ nun kreuzen darf, wie in Abbildung 5.18 (c) dargestellt ist. Nach Eigenschaft 4 ist ¢/
ferner zu Diamanten oder exklusiven Pfaden adjazent. Wechselt €’ nun die Seite, so geht
eine Aquivalenz z. < I p fiir einen zur Kante ¢’ adjazenten Diamanten bzw. z., < Ip
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Abbildung 5.19: Wird in einer reduzierten Kette eine Kante aus einem exklusiven Pfad in eine
transzendente Kante umgewandelt, so kann eine dazu alternierende Kante eben-
falls die Seite wechseln.

fiir einen zu ¢’ adjazenten exklusiven Pfad P verloren. Besitzt der Graph G hingegen keine
transzendente Kante, so enthalt G nach Eigenschaft 5 ebenfalls keine Diamanten. Durch
das Umwandeln der Kante e enthilt der gemeinsame Graph G’ ~, somit keinen Kreis mehr.
Folglich ist G in diesem Fall bereits minimal unter den Graphen, deren gemeinsame Gra-
phen zyklisch sind.

4. Exklusive Kante umwandeln:

Wandeln wir eine exklusive Kante e in eine transzendente Kante um, so darf diese nun ex-
klusive Kanten schneiden. Nach Eigenschaft 2 verlauft e zwischen zwei Kreisknoten bzw.
einem Kreis- und Briickenknoten oder ist Teil eines exklusiven Pfads. Im ersten Fall alter-
niert e mit einer exklusiven Kante ey oder einem exklusiven Pfad P, sodass nun e und es
bzw. e und P in die gleiche Facette des gemeinsamen Graphen eingebettet werden konnen.
Die in der 2SAT-Instanz von G existierende Aquivalenz x. < -z, bzw. £, < —xp ist
nicht mehr gegeben.

Ist die exklusive Kante e = uw hingegen Teil eines exklusiven Pfads P, so gehen wir ana-
log zum Fall vor, in dem eine Kante aus einem exklusiven Pfad entfernt wird. Es gibt eine
Kante ¢/ = wv, die mit e zusammen den Pfad P bildet, und eine exklusive Kante es oder
einen exklusiven Pfad P, die mit P alternieren. Nach dem Umwandeln von e in eine tran-
szendente Kante kann es bzw. P, in die gleiche Facette wie ¢’ eingebettet werden, da zum
Knoten w nur transzendente oder exklusive Kanten inzident sind (siehe Abbildung 5.19).
Die Aquivalenz xp < —x¢, bzw. xp < —xp, geht somit verloren.

5. Gemeinsame Kante kontrahieren:

Wir betrachten die verschiedenen Fille, in denen nach Eigenschaft 1 eine gemeinsame
Kante auftreten kann. Ist die gemeinsame Kante ¢ = uw eine Briicke, so sind nach Ei-
genschaft 6 zwei exklusive Kanten e; und e unterschiedlichen Typs zu e adjazent. In der
2SAT-Instanz von G existieren die Aquivlanezen &, < z, und &, < x,. Insbesondere
miussen die beiden Kanten e; und e; in die gleiche Facette von G1n3 eingebettet werden.
Kontrahieren wir nun die Kante e, so gehen zunichst obige Aquivalenzen verloren. Aufler-
dem sind e; und ez nun zum Kreisknoten u inzident. Die Kanten kénnen nun unabhingig
voneinander in die beiden Facetten eingebettet werden (siehe Abbildung 5.20 (a)), sodass
fiir die 2SAT-Formel des resultierenden Graphen G’ keine neue Aquivalenz hinzukommt
und die Aquivalenzkette zerbricht.

Falls e als gemeinsame Kante in einem Diamanten D auftritt, so ist nach Eigenschaft 5 eine
transzendente Kante ¢’ zu e adjazent. Es existiert somit die Aquivalenz =, < Zp in der
2SAT-Instanz. Kontrahieren wir nun die Kante e, so wird D zu einem Halbdiamanten und
die transzendente Kante ¢’ ist zu einem Kreisknoten inzident. Folglich beeinflusst die Ein-
bettung des Halbdiamanten D nicht mehr die Einbettung der Kante ¢/, sodass die erwihnte
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Abbildung 5.20: Durch die Kontraktion einer Briicke kénnen die adjazenten exklusiven Kanten
unabhéngig voneinander die Seite wechseln. (a). Wird eine Kante eines Diaman-
ten kontrahiert, so kann eine transzendente Kante die Seite der Kette wech-
seln (b). Durch die Kontraktion einer gemeinsamen Kante zwischen zwei Kreis-
knoten alternieren die adjazenten exklusiven Kanten nicht mehr (c).

Aquivalenz verloren geht. Dies ist in Abbildung 5.20 (b) dargestellt.

Betrachten wir schliefilich den Fall, dass e zwischen zwei Kreisknoten verlauft. Dann ist e
nach Eigenschaft 8 zu zwei alternierenden exklusiven Kanten bzw. Pfaden P; und P» adja-
zent, wie in Abbildung 5.20 (C) dargestellt ist. Kontrahieren wir nun die Kante e, geht die
Aquivalenz xp, < —xp, in der 2SAT-Instanz verloren, da P; und P, nun zum gleichen
Knoten inzident sind und somit nicht mehr alternieren.

6. Exklusive oder transzendente Kante kontrahieren:

Eine exklusive oder transzendente Kante ¢ = wv darf nur kontrahiert werden, wenn ei-
ner der beiden Knoten u oder v nur inzident zu Kanten des gleichen Typs von e ist. Nach
Eigenschaft 2 einer reduzierten Kette G ist jede exklusive Kante zu mindestens einem Kreis-
knoten inzident und somit zu einer gemeinsamen Kante adjazent. Ist einer der inzidenten
Knoten von e kein Kreisknoten, dann ist dieser Knoten nach Eigenschaft 2 der mittlere
Knoten eines exklusiven Pfads. Der Knoten ist daher ein isolierter Knoten im gemeinsa-
men Graphen und nach Eigenschaf 7 entweder zu einer transzendenten Kante oder zu zwei
exklusiven Kanten anderen Typs inzident. Ferner sind transzendente Kanten nach Eigen-
schaft 4 nur zu Diamanten oder zu exklusiven Pfaden adjazent. In beiden Fllen sind die
Knoten u und v zu Kanten anderen Typs inzident und wir kénnen diese Operation nicht
auf die alternierende Kette G anwenden.

Insgesamt entsteht durch jede auf eine alternierende Kette anwendbare SEFE-Minoren-Operation
ein Graph (@, fiir den eine SEFE existiert oder dessen gemeinsamer Graph keinen Kreis mehr ent-
halt. Da G selbst jedoch keine SEFE besitzt, ist G minimal beziiglich SEFE-Minoren-Operationen
unter den Graphen, deren gemeinsame Graphen zyklisch sind. O

Gemif; Theorem 1 und Lemma 22 kénnen wir die Existenz einer SEFE fiir Graphenpaare, de-
ren gemeinsamer Graph zweifach zusammenhéngend ist, auch durch eine Menge an verbotenen
Substrukturen charakterisieren, die moglichst minimal beziiglich SEFE-Minoren-Operationen ist.
Wir beenden daher die Untersuchung auf verbotene Substrukturen mit dem folgenden Theorem:

Theorem 2: Seien (G1,G2) zwei Graphen, deren gemeinsamer Graph G1n2 zweifach zusammen-
héngend ist. Dann existiert genau dann eine SEFE fiir (G1, G2), wenn der vereinigte Graph G keine
der verbotenen Substrukturen Ks, K33, S1 oder Sy oder einen Graph der reduzierten Ketten als
SEFE-Minor enthdlt. Jeder dieser Graphen ist minimal beziiglich SEFE-Minoren-Operationen unter
den Graphen, deren gemeinsame Graphen zyklisch sind.
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6 Fazit und Ausblick

Das Ziel dieser Arbeit war die Charakterisierung der 16sbaren Instanzen des Problems SIMULTANE
EINBETTUNG MIT FESTGELEGTEN KANTEN (SEFE) mittels verbotener Substrukturen fiir Instan-
zen, deren gemeinsamer Graph zweifach zusammenhéngend ist. Zwei Graphen G; = (V, E1)
und G2 = (V, E3) mit der selben Knotenmenge besitzen dabei eine SEFE, wenn es planare Ein-
bettungen gibt, sodass die Knoten in beiden Einbettungen auf dieselben Punkte und die Kanten,
die in beiden Graphen vorkommen, auf dieselben Kurven abgebildet werden.

Um Substrukturen von (G, G2) klassifizieren zu kénnen, vereinigten wir zunéchst die beiden
Graphen zu einem Graphen G, der verschiedene Kantentypen besitzt. Gemeinsame Kanten ent-
sprechen den Kanten aus E1 N FEs. Exklusive Kanten von G sind die Kanten aus E1\F und
exklusive Kanten von Gy die aus Eo\E. Exklusive Kanten aus F; diirfen dabei in einer SEFE
von G die exklusiven Kanten aus G schneiden und umgekehrt. Es erwies sich auflerdem als
nitzlich, transzendente Kanten einzufithren, die eine Verallgemeinerung der exklusiven Kanten
darstellen. So diirfen transzendente Kanten beliebige exklusive und andere transzendente Kanten
kreuzen. Der Schnitt mit gemeinsamen Kanten bleibt hingegen verboten.

Da die tiblichen Minoren-Operationen im Bezug auf exklusive Kanten zu stark waren, entwi-
ckelten wir eine Menge von erlaubten Operationen fiir den vereinigten Graphen G, die wir als
SEFE-Minoren-Operationen bezeichneten. Diese wurden so gew#hlt, dass sie eine SEFE erhalten.
Entsteht ein Graph G’ durch SEFE-Minoren-Operationen aus G, so nennen wir G’ einen SEFE-
Minor von G. Eine verbotene Substruktur ist mit dieser Auffassung ein SEFE-Minor von G, der
selbst keine SEFE besitzt. Damit lief sich das Problem SEFE folgendermaflen charakterisieren:
Ein Graphenpaar (G, G2) besitzt genau dann eine SEFE, wenn der vereinigte Graph G keine
der verbotenen Substrukturen als SEFE-Minor enthélt. Existiert fiir das Paar (G, G2) eine SEFE,
so Uibertragt sich dies auch auf GG. Da die gewahlten SEFE-Minoren-Operationen eine SEFE erhal-
ten, gibt es folglich fiir jeden SEFE-Minor von G eine SEFE. Keine der verbotenen Substrukturen
kann in diesem Fall als SEFE-Minor von (G auftreten.

Der Hauptteil dieser Arbeit bestand nun darin, eine méglichst minimale Menge an verbotenen
Substrukturen zu ermitteln, durch die obige Charakterisierung erfiillt wird. Dafiir verwendeten
wir als Hilfsmittel den Algorithmus SEFEBico von Angelini et al. [Ang+12a] Dieser berechnet
in Linearzeit eine SEFE fur Instanzen, deren gemeinsamer Graph Giny zweifach zusammen-
hiangend ist, oder entscheidet, dass keine solche existiert. Dazu wird zunichst der SPQR-Baum
von G2 aufgestellt. Anschlieend wird in einem bottom-up-Vorgehen fiir jeden P-Knoten und
R-Knoten & des SPQR-Baums eine SEFE von G(u) berechnet, in die darauthin die exklusiven
Kanten eingefiigt werden. Ist dies nicht méglich, so bricht der Algorithmus ab und der Ausgangs-
graph besitzt keine SEFE. Im Einzelnen existiert keine SEFE, wenn fiir das Skelett eines Knotens
im SPQR-Baum keine kompatible Einbettung existiert, der Graph G(u) keine erweiterbare SEFE
besitzt oder die zu einem Kind von p gehorige 2SAT-Instanz nicht lsbar ist.

In den ersten beiden Situationen lieflen sich durch geeignete Anwendung der SEFE-Minoren-
Operationen insgesamt vier Graphen als verbotene Substrukturen identifizieren. Diese beinhal-
teten die Graphen K5 und K3 3 aus exklusiven Kanten, die bereits durch die Charakterisierung
planarer Graphen von Kuratowski und Wagner bekannt sind. Die beiden anderen Substruktu-
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ren S und S bestanden aus gemeinsamen und transzendenten Kanten. Die Analyse im Fall
der nicht-losbaren 2SAT-Instanz fithrte uns zu einer unendlichen Graphenklasse. In einem ers-
ten Schritt konnten wir den Ausgangsgraphen G auf einen Graphen der alternierenden Ketten
reduzieren. Die Klasse der alternierenden Ketten besitzt dabei eine kompakte, tibersichtliche
Beschreibung. Allerdings waren die Graphen dieser Klasse nicht minimal beziiglich der SEFE-
Minoren-Operationen und lielen sich noch stark vereinfachen. Dazu fiithrten wir Folgen von
SEFE-Minoren-Operationen ein, die zusatzlich auch die Nicht-Existenz einer SEFE erhalten. Mit
Hilfe dieser Reduzierungs-Operationen erhielten wir die Klasse der reduzierten Ketten. Die Gra-
phen dieser Klasse sind minimal beziiglich SEFE-Minoren-Operationen unter den Instanzen, de-
ren gemeinsamer Graph G2 zyklisch ist. Diese Einschrankung dndert jedoch nicht die Korrekt-
heit unserer Charakterisierug, da wir nur Graphen betrachteten, fir die G2 zweifach zusam-
menhingend ist und somit einen Kreis enthalt. Insgesamt lief} sich daher das Problem SEFE durch
die verbotenen Substrukturen K, K33, 51, S2 und die Graphen aus der Klasse der reduzierten
Ketten charakterisieren.

Abschlieflend mochten wir auf einige Details eingehen, die zu weiteren Fragestellungen im Be-
reich der Ergebnisse dieser Arbeit fithren.

Die Minimalitat beziiglich SEFE-Minoren-Operationen wurde nur fiir Graphen untersucht, de-
ren gemeinsamer Graph zyklisch ist. An diesem Punkt konnte man weiter forschen und auch
kreisfreie Graphen untersuchen. Enthélt man dabei z.B. eine Instanz, deren gemeinsamer Graph
nur eine mogliche Einbettung besitzt, so liefe sich die Charakterisierung des Problems PARrTI-
ALLY EMBEDDED PLANARITY von Jelinek, Kratochvil und Rutter [JKR13] anwenden. Fiir die ent-
sprechenden Situationen enthalt diese allerdings noch immer zwolf verschiedene Graphen, die
als verbotene Substrukturen vorkommen konnen. Eine vollstindige Analyse unter Einbeziehung
der azyklischen Graphen konnte daher sehr umfangreich werden.

Eine andere Bearbeitungsmoglichkeit bestiinde in der Verédnderung der gew&hlten Minoren-Ope-
rationen. Man konnte weitere Operationen hinzufiigen, die bestimmte Teilgraphen kontrahieren
konnen, sodass die Anzahl an verbotenen Substrukturen fiir unser betrachtetes Problem mog-
licherweise endlich wird. Dann liele sich auch einfacher verifizieren, ob die (endliche) Menge
minimal beziiglich der gewahlten Operationen ist. In dieser Arbeit haben wir uns dafiir entschie-
den, moglichst wenige und einfache SEFE-Minoren-Operationen zu verwenden, die stark mit
den normalen Minoren-Operationen ,Knoten entfernen®, ,Kante entfernen® und ,Kante kontra-
hieren“ zusammenhéngen. Dies fithrt zu einer stirkeren Charakterisierung fir das Ausgangs-
problem SEFE.

Der von Blasius, Karrer und Rutter [BKR14] vorgestellte SEFE-Algorithmus fiir Instanzen, deren
gemeinsamer Graph aus zweifach zusammenhingenden Komponenten besteht, basiert auf dem
in dieser Arbeit verwendeten Algorithmus SEFEBIcO. Dabei miissen zusitzliche Bedingungen
erfiillt sein, damit eine SEFE existiert. Mit einem &hnlichen Vorgehen wie in dieser Arbeit konnte
man nun diese Situationen nach verbotenen Substrukturen untersuchen. Damit wire es moglich
die Charakterisierung mittels verbotener Substrukturen auch auf die Fille weiterzufithren, in
denen der gemeinsame Graph zweifach zusammenhingende Komponenten besitzt.

Fir die allgemeine Situation, in der fiir zwei beliebige Graphen die Existenz einer SEFE entschie-
den werden soll, wire eine Charakterisierung mittels verbotener Substrukturen sehr wiinschens-
wert. Dann wiisste man, dass das Problem SEFE in der Klasse AP und auch in der Klasse co-N"P
liegt. Man kénnte dann stark vermuten, dass SEFE kein A/P-vollstindiges Problem ist. Dies wi-
re zumindest ein Indiz fiir die Zeitkomplexitit, da diese immer noch offen ist. Leider lasst sich
das in dieser Arbeit beschriebene Vorgehen nicht direkt auf den allgemeinen Fall iibertragen, da
die Konstruktion eines SPQR-Baums im Allgemeinen nicht méglich ist. Auch gibt es fiir diesen
Fall noch keine algorithmischen Ansétze, anhand derer sich verbotene Substrukturen extrahieren
liefBen.
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