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Zusammenfassung

Das Lawn Mowing Problem (LMP) stellt die Frage, ob es eine Tour der Lange kleiner oder gleich [
gibt, die alle Punkte eines Polygons méht. Ein Punkt p gilt als gemaht, wenn die Tour maximal den
euklidischen Abstand 1 von p hat. Es ist bekannt, dass optimale Losungen die Form von Streckenziigen
haben: Also die Konkatination von Strecken an Knickpunkten sind. In dieser Arbeit wird gezeigt, dass
das immer noch wahr ist, wenn man fiir die Abstandsbestimmung die Unendlichkeitsnorm, statt der
euklidischen Norm verwendet. Aulerdem wird in dieser Arbeit das Lawn Mowing Problem mit Knicken
(LMPK) eingefiihrt. Eine Abwandlung des klassischen LMP welches fragt, ob es einen Streckenzug gibt,
der aus weniger als k Knicken besteht, der das Polygon méht. Es wird gezeigt, dass sowohl das LMPK,
als auch das klassische LMP in der Komplexitatsklasse IVR liegen.

Das Watchman Route Problem (WRP) stellt die Frage, ob es eine Tour in einem Polygon der Linge
kleiner oder gleich [ gibt, die ein Wachmann entlang laufen kann, so dass er alle Punkte des Polygons
sieht. Fir Polygone ohne Locher gibt es Algorithmen, die die optimale Losung in polynomieller Laufzeit
bestimmen konnen. Es ist allerdings bekannt, dass dieses Problem fiir Polygone mit Lochern NP-Schwer
ist. In dieser Arbeit wird das Watchman Route Problem mit Knicken (WRPK) eingefiihrt, welches die
Frage stellt, ob es einen Streckenzug mit maximal k Knicken gibt, der das ganze Polygon sieht. Es wird
gezeigt, dass sowohl das WRPK als auch das klassische WRP in 3R liegen.
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1 Einleitung

Die effiziente Abdeckung einer Fliche ist eine wichtige Aufgabe in vielen praktischen Anwendungen.
Ob in der Landwirtschaft, wo Traktoren ganze Felder ernten oder diingen miissen, in der Reinigungsin-
dustrie, wo Putzroboter Etagen sauber halten, oder in der Produktion, wo Spraydosen Objekte mit Farbe
besprithen miissen - die Frage nach dem kiirzesten Weg, um eine Flidche abzudecken, ist von grofler
Bedeutung.

In der theoretischen Informatik gibt es ein Problem, welches diese Fragestellung formalisiert: Dieses ist
bekannt als das Lawn Mowing Problem. Im Jahre 1987 wurde dieses Problem erstmals von Arkin et al.
eingefithrt. Man kann es sich wie folgt vorstellen:

Gegeben ist eine Griinfliche und eine Tankfullung. Die Fragestellung ist dann, ob die Tankfiillung reicht,
um die Grinflache vollstindig zu mihen.

Abbildung 1.1: Dargestellt ist eine Griinflache. Die rote Linie stellt eine Rasenmahertour da, welche
ein Rasenmaher zuriicklegt, um die gesamte Griinfliche zu mihen. Der rote Kreis stellt den Bereich dar,
den der Rasenméher an diesem Punkt méaht.

In Abbildung 1.1 ist in griin eine Griinfliche dargestellt. Diese gilt es zu mihen. Die rote Linie be-
schreibt eine Tour, die ein Rasenméher entlang fahren kann, so dass die gesamte Griinflache geméht
ist. Der rote Kreis entspricht dabei der Grofie des Rasenméhers. Fahrt der Rasenméher also die rote
Linie entlang, so bewegt sich der rote Kreis entlang der Tour und méaht jeden Punkt der Griinfliche
mindestens einmal. Damit ein Punkt der Grinfliche also gemaht wird, muss er sich mindestens einmal
in dem Méhkreis befinden. Hat der Kreis den Radius 1, so kann das LMP wie folgt interpretiert werden:
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LAwN MOWING PROBLEM

Eingabe: Der Grundriss einer Griinfliche P und eine Liangenbeschriankung [.

Frage: Gibt es einen Rundweg der Lange kleiner oder gleich /, den ein Rasenméher entlang fahren
kann, um die gesamte Griinfliche zu mahen. Ein Punkt p auf der Griinfliche gilt als gemiht,
sofern der Rasenméaher auf seiner Tour maximal den euklidischen Abstand 1 von dem Punkt

p hat.

Man kann die Langenbegrenzung wie einen Tank oder eine Batterie betrachten, die der Rasenmiher

benétigt, um seine Arbeit zu verrichten. Dabei stellt sich die Frage, ob dieser Tank ausreicht, um den ge-
samten Rasen zu méihen. Fiir den Rasenmaéher ist es unerheblich, ob es sich um eine zusammenhéngende
Griinflache handelt oder diese sogar Locher hat. Betrachte nun eine weiteres mal Abbildung 1.1. Man
kann sich klar machen, dass die rote Linie dieser Abbildung eine Tour darstellt, die die ganze Griinflache
méht, wenn man sie mit dem Rasenmaher entlang fahrt. Fiir eine vollstindige Lawn Mowing Instanz
wird zusétzlich eine Langenbeschrankung I benétigt. Die Langenbeschrankung ist dabei die Analogie
zum Tank des Rasenmaihers. Ist diese Langenbeschrankung grofier als der in Abbildung 1.1 zuriickgelegte
Weg (rote Strecke), so ist die Lawn Mowing Instanz, bestehend aus Polygon und [, eine JA-Instanz.
Denn dann gibt es eine Tour, die die Frage des LMP mit Ja beantwortet. Ist die Laingenbeschrankung [
allerdings grofer, als der in Abbildung 1.1 zuriickgelegte Weg, so ist nicht direkt klar, ob diese Instanz
eine JA-Instanz oder eine NEIN-Instanz des Problems ist. Es besteht die Moglichkeit, dass es eine valide
Tour gibt, die kiirzer als [ ist. In diesem Fall handelt es sich um eine JA-Instanz. Gibt es keine Tour, die
kleiner als [/ ist und den ganzen Rasen miht, so handelt es sich um eine NEIN-Instanz.
Das Lawn Mowing Problem hat allerdings eine andere Fragestellung. Wéhrend in der Praxis haufig
nach dem kiirzesten Weg gefragt wird, wird beim LMP danach gefragt, ob es einen Weg gibt. Letzteres
wird als Entscheidungsproblem bezeichnet, da hier nach einer JA/NEIN Antwort gefragt ist. Das Lawn
Mowing Problem hat auch eine grof3e theoretische Bedeutung. Es verallgemeinert das close-enough
Traveling Salesman Problem: Gibt es eine Tour der Lange kleiner oder gleich [ gibt, die in die Nahe von n
Punkten im Raum kommt? Betrachtet man diese einzelnen Punkte als infinitesimale kleine Rasenflachen,
so ist dieses Problem eine Teilmenge des Lawn Mowing Problems. Eine abgeénderte Version des Lawn
Mowing Problems ist das Watchman Route Problem:

WATCHMAN ROUTE PROBLEM

Eingabe: Der Grundriss eines Museums P und eine Lingenbeschrankung I.

Frage: Gibt es einen Rundgang der Linge kleiner oder gleich I durch das Museum, den ein Wach-
mann gehen kann, so dass der Wachmann entlang seinem Rundgang jeden Punkt in dem
Museum mindestens einmal sieht.

In Abbildung 1.2 ist in blau der Grundriss eines Museums dargestellt. Die rote Linie stellt den
Rundgang des Wachmanns dar. Dabei wird jeder Punkt des Museums mindestens einmal gesehen. Wie
schon beim Lawn Mowing Problem benétigt man fiir eine vollstandige Watchman Route Instanz noch
eine Langenbeschriankung [. Abhangig von dieser ist der Grundriss des Museums zusammen mit der
Langenbeschriankung eine JA-Instanz oder eine NEIN-Instanz.

Das Watchman Route Problem wurde erstmals von Chin und Ntafos in 1986 Jahreszahl eingefiihrt.
Dort wurden verschiedene Versionen des Watchman Route Problems vorgestellt. Sie unterscheiden zwei
Versionen, eine Version ohne Locher im Grundriss und eine Version mit Locher im Grundriss. Letztere
stellen mogliche Ausstelungsstiicke dar, die die Sicht des Wachmanns einschrénken. In der Version ohne
Locher haben Chin und Ntafos direkt einen polynomiellen Algorithmus bestimmt, der die optimale
Losung berechnet. Dieser Algorithmus wurde iiber die Jahre stetig verbessert. Fiir die Watchman Route



Abbildung 1.2: In hellblau sieht man den Grundriss eines Museums. Die rote Linie zeigt eine Tour
durch das Museum, dass das ganze Museum sieht.

Version mit Lochern kann es so einen Algorithmus nicht geben, da diese NP-Schwer ist (fiir P # NP).
Auch das Watchman Route Problem findet Anwendung in der Praxis, zum Beispiel beim 3D-Scan von
Objekten. Hier handelt es sich wieder um ein Optimierungsproblem: Was ist der kiirzeste Weg, den eine
Kamera entlanglaufen muss, um ein Objekt vollstdndig zu scannen?

Das Lawn Mowing Problem und das Watchman Route Problem stellen den Schwerpunkt dieser
Arbeit dar. Sie werden auf ihre Komplexitit untersucht. Es wird gezeigt, dass sich das Lawn Mowing
Problem in der Komplexitiatsklasse VR befindet (Kapitel 5) und das Watchman Route Problem in
der Komplexitatsklasse 3R (Kapitel 7). Diese beiden Komplexititsklassen werden nachfolgend kurz
vorgestellt und spéter genauer definiert.

Die Komplexitatsklasse IR wurde erstmals von Schaefer eingefiihrt und ist iiber das Problem Exis-
TENTIAL THEORY OF THE REALs (ETR) definiert. Dieses ist wie folgt definiert:

EXISTENTIAL THEORY OF THE REALS (ETR)

Eingabe: Eine Formel 3X1,X,,--- € R: F(X3,X,,...), bei der F aus Gleichungen und Ungleichungen
besteht und diese mit logischen Operatoren verbunden sind.
Frage: Existieren X, Xp, - - - € R, sodass F(Xj, X5, .. .) als wahr ausgewertet wird.

Um dieses Problem genau zu verstehen, werden im Folgenden zwei Instanzen des Problems gezeigt.
Eine Instanz dieses Problems ist folgende Formel:

Ix,yzeR:x+y=5Ax-2z<y,

Das Entscheidungsproblem ETR fragt also, ob diese Formel wahr oder falsch ist. Da die Variablenbelegung
x=1y=4,z=1den Term x +y =5 A x - z < y zu wahr auswertet, ist diese Instanz des Problems
wabhr. Eine weitere Instanz des Problems ist die Folgende:

dxeR:x=5Ax=10

Diese ist offensichtlich falsch, da x = 5 A x = 10 direkt zu einem Widerspruch fithrt und somit keine
reelle Zahl x existiert, die die Fomel x = 5 A x = 10 zu wahr auswertet.
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Uber dieses Entscheidungsproblem wird nun die Komplexititsklasse IR definiert: Namlich gerade
alle Probleme, die sich in polynomieller Zeit auf dieses Problem reduzieren lassen.

Man sieht eine Ahnlichkeit zur Komplexitatsklasse NP. Diese wird tiber das Problem SAT definiert.
Das Problem SAT ist ahnlich zu ETR definiert: Auch dort ist eine Formel aus Klauseln gegeben, die
iiber logische Operatoren miteinander verbunden sind. Der entscheidende Unterschied ist, dass jede
Variable aus SAT nur den Wert 0 oder 1 annehmen darf, wihrend bei ETR jede Variable Werte aus
R annehmen darf. Man kann also sagen, dass 3R das reelle Aquivalent zu NP ist und ETR das reelle
Aquivalent zu SAT ist. Die Klasse 3R wurde in den letzten Jahren immer bedeutender. Fiir immer mehr
Probleme wurde IR-Vollstandigkeit gezeigt. Dies waren hauptsachlich geometrische Probleme. Eines
der bekanntesten Probleme ist das Art Gallery Problem. Bei diesem sind die Grundflache eines Museums
und k Wachménner gegeben. Das Art Gallery Problem fragt, ob man diese Wachménner in dem Museum
stationér so platzieren kann, dass jeder Punkt des Museums von mindestens einem Wachmann gesehen
wird. In der theoretischen Informatik ist es schon sehr lange ein wichtiges Problem. Es wird seit ge-
raumer Zeit als NP-Schwer klassifiziert. Nun wurde gezeigt, dass dieses Problem sogar 3R vollstindig ist.

Die Komplexitatsklasse IR wird fiir das Watchman Route Problem von Bedeutung sein. Fiir das Lawn
Mowing Problem wird die Komplexitdtsklasse VR untersucht. Letztere ist fast analog zu 3R definiert.
Bei beiden Komplexititsklassen wird zunéchst ein Problem betrachtet, welches diese dann definiert. Das
Problem, welches die Komplexitatsklasse VR definiert trigt den Namen Existential Universial Theory
of the Reals (EUTR). Dieses ist wie folgt definiert:

Ex1STENTIAL UNIVERSAL THEORY OF THE REALS

Eingabe: Eine Formel 3X;,X;...,€ RVY, Yy,--- € R: F(X1,Xp,...,Y,Ys,...), bei der F aus Glei-
chungen und Ungleichungen besteht, die mit logischen Operatoren verbunden sind.
Frage: Existieren X;, X», . . ., sodass die Formel F fiir alle Y3, Y, ... wahr ist.

Ein Beispiel eine EUTR Instanz ist die folgende Formel:

Ix,yeRVaeR:x+y>avx—-y<a

Um nun zu entscheiden, ob diese Instanz eine JA-Instanz oder eine NEIN-Instanz ist, muss tiberpriift
werden, ob diese Formel wahr oder falsch ist. Man kann sich klar machen, dass die Variablenbelegung
x =0und y = 0 die FormelVa e R: x +y > a V x —y < a zu wahr auswertet. Denn dann ist die Formel
gerade:

VaeR:0+40>aVvV0-0<a

Da die Aussage 0+ 0 > a vV 0 — 0 < a fiir alle a wahr ist, ist diese Instanz eine JA-Instanz.

Ziel dieser Arbeit ist es nun zu zeigen, dass das Lawn Mowing Problem in der Klasse VR und das
Watchman Route Problem in der Klasse 3R liegt. Dafiir wird in Kapitel 2 ein Uberblick iiber den Stand der
Forschung gegeben. Es wird auf das Watchman Route Problem und das Lawn Mowing Problem sowie auf
die beiden Komplexitatsklasse IR eingegangen. Anschlieend werden in Kapitel 3 allgemeine Begriffe
erldutert, die in dieser Arbeit verwendet werden. Dort werden insbesondere die Komplexititsklassen IR
und 3VR formal eingefiihrt. In Kapitel 4 wird dann das Lawn Mowing Problem sowie eine abgewandelte
Version des Lawn Mowing Problems, namlich das Lawn Mowing Problem mit Knicken, eingefiihrt. Die
kodierung der Instanzen wird dort aulerdem definiert. Es wird dann in Kapitel 5 gezeigt, dass sowohl



das Lawn Mowing Problem, als auch das Lawn Mowing Problem mit Knicken zur Klasse IVR gehoren.
Kapitel 6 untersucht die Auswirkungen auf das Lawn Mowing Problem, wenn man den Abstandsbegriff
verandert. Es wird gezeigt, dass optimale Losungen trotzdem noch die Form eines Sreckenzugs haben.
Zum Schluss wird dann noch das Watchman Route Problem untersucht. Auch fiir dieses wird das
Watchman Route Problem mit Knicken eingefiihrt, welches eine Abwandlung des Watchman Route
Problems ist. Fiir beide diese Probleme wird gezeigt, dass sie sich in 3R befinden.






2 Bibliographische Einordnung

2.1 Das Lawn Mowing Problem

Das Lawn Mowing Problem wurde erstmals von Arkin et al. im Journal Computational Geometry
eingefithrt [MPS93]. In ,Approximation algorithms for lawn mowing and milling“ stellten Arkin et al.
den aktuell besten Approximationsalgorithmus vor [AFM00]. Dabei wird das Polygon mit Kreisen mit
dem Radius 1 iiberdeckt. Anschliefend werden die Mittelpunkte dieser Kreise betrachtet und mittels
dem Traveling Salesman Problem der kiirzeste Weg zwischen den Mittelpunkten bestimmt. Dieser Algo-
rithmus kann dann in polynomieller Zeit eine Losung finden, die maximal 2v3a7sp mal so lang ist wie
die optimale Losung. Dabei bezeichnet arsp die Giitegarantie fiir den Traveling Salesman Algorithmus.
Fiir das Traveling Salesman Problem gibt es fiir jedes € einen polynomiellen Approximationsalgorithmus
mit einer Giitegarantie von 1 + €. Der Approximationsalgorithmus fiir das Lawn Mowing Problem hat
also in der Theorie eine Giitegarantie von 23 + ¢, findet in der Praxis allerdings keine Anwendung.

Arkin et al. fiihren auflerdem das Milling Problem ein: Eine Abwandlung des Lawn Mowing Problems,
bei welchem die Mahfigur das Polygon nicht verlassen darf [AFMO00]. Fiir das Milling Problem wird
ein Approximationsalgorithmus vorgestellt, der eine Giitegarantie von 2,5 hat. Sowohl fiir das Lawn
Mowing Problem als auch fiir das Milling Problem wird gezeigt, dass diese NP-Schwer sind.

In ,A Closer Cut: Computing Near-Optimal Lawn Mowing Tours“ werden optimale Losungen des
Lawn Mowing Problems untersucht [Fek+22]. Dabei wird gezeigt, dass optimale Losungen des Lawn
Mowing Problems keine Kurven haben kénnen. Das heif3t, sie bestehen aus einer Konkatination von
Strecken stellen somit einen Streckenzug dar. Weiter wird gezeigt, dass die Anzahl an Strecken nur
polynomiell mit der Eingabegréfie wachsen kann. Es wird auflerdem gezeigt, dass selbst bei einfachen
Polygonen der Punkt, an dem zwei Strecken konkatiniert werden, auf einer irrationalen Koordinate
liegen kann.

In ,Circling a Square: The Lawn Mowing Problem Is Algebraically Hard” werden die moglichen
Losungen noch weiter eingeschrankt. Es wird ein 4 X 4 Quadrat betrachtet und die optimale Losung
untersucht. Dann wird gezeigt, dass die optimale Losung Punkte besitzt, die nicht mit elementaren
arithmetischen Operationen iiber dem Korper Q darstellbar sind. Die Konsequenz daraus ist, dass ein
Computer diese Losung nicht mit den Termen {+, —, -, \, \/} itber dem Korper Q darstellen kann.

2.2 Das Watchman Route Problem

Das Watchman Problem wurde erstmals von Chin und Ntafos im Jahr 1986 untersucht [CN86]. Dort
wird gezeigt, dass das Watchman Problem fiir Polygone mit Lochern NP-schwer ist. Dieser Beweis
war allerdings nicht vollstdndig und wurde dann von Dumitrescu vervollstandigt [DT12]. Fiir einfache
Polygone ohne Locher gibt es bereits zahlreiche Algorithmen, deren Laufzeit polynomiell ist [Mit13].
Der aktuell beste Algorithmus fiir das Watchman Route Problem, bei dem ein Startpunkt vorgegeben
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ist, hat eine Laufzeit von O(n® - log n). Fiir das Watchman Problem ohne vorgegebenen Punkt ist die
beste Laufzeit O(n* - log n) [DELMO03]. Es wurden wie beim Lawn Mowing Problem optimale untersucht.
Auch beim WRP hat die optimale Lésung die Form eines Streckenzugs [Mit13].

Es ist bekannt, dass die Inklusionen NP € 3R C PSPACE gelten. Man kann leicht zeigen, dass
NP € 3R gilt. Die Inklusion 3R € PSPACE ist jedoch deutlich schwerer zu zeigen. Sie wurde von
Canny im Jahr 1988 bewiesen [Can88]. In ,The Art Gallery Problem is IR-complete” wird auflerdem
das Problem ETR-INV eingefiihrt. Dieses ist eine leichte Abwandlung von ETR, die jedoch immer noch
dR-vollstandig ist. Dabei hat die aussagenlogische Formel eine einfachere Form, die es erleichtert, fiir
ein Problem JR-Schwere zu zeigen.

2.3 Verwandte Probleme

Das Close Enough Traveling Salesman Problem(CETSP): Das CETSP ist eine Verallgemeinerung des
Traveling Salesman Problems. Dort muss man jeden Knoten oder jede Stadt nicht mehr direkt besuchen,
sondern man muss lediglich in die Nahe kommen. Dieser Algorithmus wird fiir eine heuristische
Approximation des Lawn Mowing Problems genutzt [Fek+22]. Das Art Gallery Problem stellt die Frage,
wie viele Wachménner in einem Museum platziert werden miissen, damit das ganze Museum gesehen
wird. Es war lange bekannt, dass das Art Gallery Problem NP-schwer ist. In ,The Art Gallery Problem is
JR-complete” wird gezeigt, dass es R-vollstandig ist.

2.4 Beitrag zur Forschung

Da bekannt ist, dass sowohl fiir das Lawn Mowing Problem, als auch fiir das Watchman Route Problem
optimale Losungen die Form eines Streckenzugs besitzen, wird fiir beide Probleme eine Version mit
Knicken eingefithrt (LMPK und WRPK). Es wird gezeigt, dass sich das LMP und das LMPK in 3VR
befinden. Aulerdem wird eine modifizierte Version des Lawn Mowing Problems betrachtet, bei der
fur den Abstandsbegriff die Unendlichkeitsnorm verwendet wird. Das entspricht der Mahfigur eines
Quadrats. Es wird gezeigt, dass selbst in diesem Fall optimale Losungen stets Streckenziige sind. Es wird
weiter gezeigt, dass sich das WRP und das WRPK in 3R befinden.



3 Begriffsdefinitionen

Dieses Kapitel dient dazu, ein gemeinsames Versténdnis fiir die verwendeten Begriffe zu schaffen und
Missverstandnisse zu vermeiden. Daher werden die zentralen Begriffe in diesem Kapitel klar und prazise
definiert und gegebenenfalls voneinander abgegrenzt.

3.1 Geometrische Grundlagen

Da sowohl das Lawn Mowing Prolem, als auch das Watchman Route Problem geometrische Probleme
sind, werden hier nochmal kurz alle verwendeten Definitionen beziehungsweise Abkiirzungen erlautert.
Ein Begriff der schon in der Einleitung verwendet wurde, ist der Weg. Formal sei dieser wie folgt definiert:

Definition 3.1: Ein Weg ist eine stetige Abbildung von einem reellen Intervall I C R in den R".

Da in dieser Arbeit stets Polygone im R? betrachtet werden, wird die Zielmenge der R? sein.

In dieser Arbeit werden sowohl das Lawn Mowing Problem, als auch das Watchman Route Problem
so definiert, dass der gesuchte Weg ein Rundweg sein soll. Also dass der Weg dort endet, wo er anfingt.
Ein solcher Weg wird in dieser Arbeit Tour genannt. Formal heif3t das:

Definition 3.2: Eine Tourt : I — R" mitI = [a, b] ist ein Weg fiir den t(a) = t(b) gilt.
Die kiirzeste Verbindung zweier Punkte im Raum wird Strecke genannt.

Definition 3.3: Sei a,b € R%. Die Strecke ab zwischen diesen beiden Punkten ist definiert als folgende
Menge:
ab={a+t-(b—a):te[0,1]}

Dabei ist a der Startpunkt von ab und b der Endpunkt von ab. Die eindeutige Gerade, die durch die
Punkte a und b geht, wird mit ab abgekiirzt. Die Konkatination mehrerer Strecken sei wie folgt definiert:

Definition 3.4: Seien p1,po,...,px € R% Ein Streckenzug der Punkte py, ps, ..., px mit p1 = py ist
definiert als folgende Menge:
k-1
pip2-.. Pk = Upipi+1
i=1

Anschaulich ist das gerade die Konkatination der Strecken p;p;y; miti € {1,...,k — 1}. Die Punkte
P1, D2, P35 - - - P werden auflerdem als Knickpunkte des Streckenzugs p1p; . . . px bezeichnet.

Die Begriffe Weg und Tour wurden hier als Abbildung definiert und die Begriffe Strecke und Stre-
ckenzug als Menge von Punkten. Diese Definitionen wurden so gewahlt, da diese anschaulich und
intuitiv sind. In dieser Arbeit wird allerdings ein Weg beziehungsweise eine Tour manchmal auch
als Menge interpretiert. Damit ist dann gerade die Bildmenge der Abbildung gemeint. Analog wird
eine Strecke beziehungsweise ein Streckenzug als Abbildung interpretiert. Es ist klar, dass eine stetige
Abbildung existiert, deren Bildmenge die Strecke ist. In diesem Sinne ist also eine Strecke ein Weg und
ein Streckenzug ist eine Tour.



3 Begriffsdefinitionen

Im Verlauf dieser Arbeit werden fiir das Lawn Mowing Problem und das Watchman Route Problem die
Begriffe valide und optimal verwendet, um eine Tour zu beschreiben. Eine Tour ist genau dann valide,
wenn sie, mit Ausnahme der Langenvorgabe, das Problem erfiillt. Im Fall des Lawn Mowing Problems ist
eine Tour valide, wenn das gesamte Polygon geméht wird und im Fall des Watchman Problems, wenn
das gesamte Polygon gesehen wird. Bei Abwandlungen dieser Probleme werden die Begriffe analog
definiert. Eine Tour ist genau dann optimal, wenn sie die kiirzest mogliche valide Tour ist.

3.2 Die Komplexitatstheorie

Die Komplexititstheorie ist ein Teilgebiet der Informatik, die sich damit beschéftigt, die Ressourcen-
komplexitat zu untersuchen, die benétigt wird, um Probleme zu 16sen. Dabei wird untersucht, wie sich
das Laufzeitverhalten mit steigender Eingabegrof3e verhilt. Probleme mit gleichem Laufzeitverhalten
werden in gleiche Klassen eingeteilt. Die beiden bekanntesten Klassen sind P und NP. In P befinden
sich alle Probleme, deren Losung in polynomiell vielen Arbeitsschritten gefunden werden kann. In
NP befinden sich alle Probleme, deren Losung in polynomieller Zeit verifiziert werden kann. In der
Einleitung wurden die Klasse 3R und deren Konstruktion kurz motiviert. Diese sollen nun formal
eingefiithrt werden. Um dies zu tun, wird zunéchst die Menge ETR definiert.

Definition 3.5: Mit ETR wird die Menge aller wahren Aussagen der Form
3X1, Xz, ... Xn € R F(X, ... X5) (3.1)

bezeichnet, wobei F(Xj, ...X,,) eine all- und existenzquantorfreie Formel ist, in der Gleichungen und Unglei-
chungen von Polynomen mit Koffizienten aus Q vorkommen konnen.

Diese Menge induziert ein Membership-Problem, welches ebenfalls ETR genannt wird. Dieses wurde
in der Einleitung formuliert. Dieses Membership-Problem stellt die Frage, ob eine gegebene Aussage
der Form (3.1) in dieser Menge liegt. Also ob die Aussage wahr ist. Uber dieses Problem wird nun die
Komplexitatsklasse IR definiert.

Definition 3.6: Die Komplexitdtsklasse 3R ist die Menge aller Probleme, die sich in polynomieller Zeit auf
das Membership-Problem ETR reduzieren lassen.

Analog zu der Menge ETR, dessen Membership-Problem und der daraus entstehenden Komplexitéts-
klasse dR, lasst sich die Komplexitéitsklasse VR definieren.

Definition 3.7: Mit EUTR wird die Menge aller wahren Aussagen der Form
3X1,Xz, .. Xy € R.VYl, Y;,...,Y, € R: F(Xl, ...Xn, Yl, ceny Ym) (32)

bezeichnet, wobei F(Xy, ...Xp, Y1, ..., Yy,) eine all- und existenzquantorfreie Formel ist, in der Gleichungen
und Ungleichungen von Polynomen mit Koffizienten aus Q vorkommen kénnen.

Analog wird wird auch hier das entsprechende Membership-Problem mit EUTR bezeichnet.

Definition 3.8: Die Komplexitdtsklasse AVR ist die Menge aller Probleme, die sich in polynomieller Zeit
auf das Membership-Problem EUTR reduzieren lassen.

Ein weiteres wichtige Konzept ist das der Zeugenmenge. Ein Problem, welches spater auftreten wird,
ist das Uberpriifen von iiberabzihlbar vielen Punkten. Damit ist folgendes gemeint: Betrachte dafiir das
Watchman Route Problem. Um zu tiberpriifen, ob eine Tour valide ist und somit das ganze Museum
sieht, miisste man fiir jeden einzelnen Punkt im Museum tiberpriifen, ob er von der Tour gesehen wird.
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3.2 Die Komplexitdtstheorie

Man kann zwar fiir einen Punkt in polynomiell vielen Schritten iiberpriifen, ob dieser von der Tour
gesehen wird, muss man aber nun fiir iiberabzahlbar viele Punkte tiberpriifen ob sie von der Tour
gesehen werden, so ist das nicht mehr in endlich vielen Schritten méglich. Dafiir ist eine Zeugenmenge
hilfreich. Diese wird wie folgt definiert:

Definition 3.9: Ist P eine Menge und A eine Aussage, die fiir alle p € P ausgewertet werden kann. Eine
Menge Z C P ist eine Zeugenmenge, wenn sie folgende Eigenschafft hat:

VzeZ:A(z) ©VpeP:A(p)
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4 Das Lawn Mowing Problem

Das Lawn Mowing Problem wurde bereits in der Einleitung definiert. In diesem Kapitel werden veranderte
Versionen des LMP eingefiihrt, die einfacher zu untersuchen ist. In der Einleitung wurde das Lawn
Mowing Problem wie folgt definiert:

LMP

Eingabe: Ein Polygon Pundein!/ € Q
Frage: Gibt es eine Tour der Linge kleiner oder gleich [, sodass jeder Punkt des Polygons zu einem
Zeitpunkt den euklidischen Abstand kleiner oder gleich 1 von der Tour hat.

Der euklidische Abstand von kleiner gleich 1 entspricht gerade der Ausschneidefigur des Kreises.

4.1 Die Verschiedenen Problemstellungen

In der Einleitung wurde das Lawn Mowing Problem mit dem Kreis als Méhfigur vorgestellt. Eine andere
Fragestellung ergibt sich, wenn man diese Mahfigur dndert. Beispielsweise konnte man die Problemstel-
lung so modifizieren, dass nicht mehr der Kreis als Ausschneidefigur betrachtet wird, sondern beliebige
Polygone. Diese Polygone konnten sogar Locher aufweisen und miissten nicht einmal zusammenhén-
gend sein. In dieser Arbeit werden jedoch lediglich Ausschneidefiguren betrachtet, die wie folgt definiert
sind:

Definition 4.1: Eine Figur ist eine zusammenhdngende Teilmenge des R?, die keine Licher besitzt.

Andert man die Ausschneidefigur, so kann das Problem im allgemeinen nicht mehr tiber den eu-
klidischen Abstand definiert werden. Der Kreis hat die Eigenschaft, dass er unabhiangig von seiner
Orientierung die gleiche Flache abdeckt. Im Allgemeinen ist das nicht der Fall. Ist die Ausschneidefigur
beispielsweise ein Quadrat, so wird eine andere Fliache abgedeckt, wenn dieses Quadrat leicht gedreht
wird. In der folgenden Definition des Lawn Mowing Problems wird keine Rotation zugelassen. Das heift
die Orientierung der Ausschneidefigur bleibt immer gleich. Eine hilfreiche Definition ist die Minkowski
Summe. Diese ist wie folgt definiert:

Definition 4.2: Sei A.B C R". Die Minkowski Summe @ sei wie folgt defieniert:
A®B:={a+b:acAbeB}

Sei A € R" und w ein Weg mitw : I — R". Dann sei die Minkowski Summe:
Adw=wodA=Adw()

Die Minkowski Summe hilft also die geméahte Flache zu beschreiben. Denn wenn man wissen méochte,
welche Fldche eine Figur F an einem Punkt p méht, so beschreibt Die Minkowski Summe F @ p gerade
die geméhte Flache.

Damit kann nun eine allgemeinere Version des Lawn Mowing Problems untersucht werden.
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4 Das Lawn Mowing Problem

LMPp

Eingabe: Ein Polygon Pundeinl € Q
Frage: Existiert eine Tour T in R? der Linge kleiner oder gleich [, fiir die gilt: T® F 2 P

Dabei beschreibt T ® F die Flache, die gemaht wird, wenn die Ausschneidefigur die Tour entlang fahrt.
Eine spezielle Figur, die spater in dieser Arbeit genauer untersucht wird, ist das Quadrat. Ist nun Q
das Quadrat

1 1
Q:: {(x,y) ERZI—E Sx,y < 5},

so ist LMPg gerade die Frage: Existiert eine Tour T in R? der Linge kleiner oder gleich [ mit dem
Quadrat Q als Ausschneidefigur, fir die gilt:

w®Q 2P

Das LMPp kann nun wie folgt interpretiert werden: Gibt es eine Tour T der Lange kleiner oder gleich I,
so dass es fiir jeden Punkt p des Polygons einen Punkt ¢ auf der Tour gibt, so dass ||p — t||« kleiner oder
gleich [ ist. Dabei bezeichnet || - ||c die Unendlichkeitsnorm.
Ist weiter S der Kreis
S:={(x,y) e R* : x* +y* < 1},

so ist LM Ps das bisher definierte Lawn Mowing Problem.

Da man bereits weif3, dass optimale Losungen die Form eines Streckenzugs haben, kann man die
Problemstellung auch so dndern, dass man nicht mehr nach einer Tour mit einer kiirzeren Léange fragt,
sondern dass man Streckenziige betrachtet und nach der Anzahl an Knicken fragt. Diese abgeédnderte
Fragestellung wird das Lawn Mowing Problem mit Knicken (LMPK) genannt.

LMPKFr

Eingabe: Ein Polygon P und ein k € N
Frage: Existiert ein Streckenzug, der maximal k Knickpunkte hat, sodass gilt: w ® F 2 P

Ist F im LMPr nicht naher spezifiziert, so wird von dem Kreis ausgegangen.

4.2 Codierung der Eingabe

Ein Ziel dieser Arbeit wird es sein, Aussagen iiber die Komplexitit dieser Probleme zu treffen. Diese
hangen natiirlich von der Eingabe und dessen Kodierung ab. Bisher wurde als Eingabe einfach ein
Polygon angegeben. Da das iiberabzéhlbar viele Punkte sind, muss das Polygon so eingegeben werden,
dass es nur endlich viele Punkte sind. Da jedes Polygon eindeutig tiber seine Eckpunkte definiert ist,
wird dies wie folgt gemacht. Sei P ein Polgon und

V(P) := {p € Q*: p ist Eckpunkt von P}

die Eckpunkte des Polygons. Die Eckpunkte diirfen natiirlich auch nur eine endliche Lange haben.
Es diirfen also keine irrationalen Zahlen sein, da diese schlief3lich als Eingabeparameter eingegeben
werden miissen und die Eingabe endlich sein muss. Das heif3t, die Eckpunkte miissen rationale Zahlen
sein. Da die Menge V(P) endlich ist, konnen diese nummeriert werden. Diese sollen mit p, ..., p, gegen
den Uhrzeigersinn nummeriert werden. Ein Polygon darf auch Locher haben und muss nicht einmal
zusammenhéngend sein. All diese Punkte sind in V(P).
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4.2 Codierung der Eingabe

(1,1) (10, 1)

Abbildung 4.1: Diese Grafik zeigt, wie sich die Anderung einer Koordinate auf den Flicheninhalt des
umschlieflenden Rechtecks auswirken kann. In hellgriin sieht man das urspriingliche Polygon und
in dunkelgriin das veranderte Polygon. Dabei wurde die Koordinate (1, 1) zu der Koordinate (1, 10)
verandert. In rot sieht man umschlieffende Rechteck des urspriinglichen Polygons und in dunkelrot
sieht man das umschlieBende Rechteck des verdnderten Polygons.

Nun koénnte man alle Punkte von V(P) als Eingabeparameter wahlen und hétte so das Polygon kodiert.
Das bringt allerdings ein Problem mit sich, welches auf den ersten Blick nicht ersichtlich ist. Um dieses
Problem zu zeigen seien 0.B.d.A fiir p = (px, py) € V(P) alle p, und p, grofier oder gleich 0. Betrachte
nun ein Rechteck, mit Eckpunkten (0, 0), (Bx,0), (0,B,) und (B, By), welches das Polygon P ganz
einschliefit. Man kann sich nun klar machen, dass folgendes B = (By, By) ein solches Rechteck darstellt:

B, =
* (pxpy>eV(P>{px}

0= i P

Der 2-Tupel B hat also gerade die maximale x-Koordinate aller Eckpunkte und die maximale y-
Koordinate aller Eckpunkte. Dieses Rechteck hat nun allerdings eine Eigenschaft, die nicht erwiinscht
ist: Wird die Eingabe des Eckpunktes mit maximalem x-Wert um eine Stelle langer, so wird B, um
einen Faktor 10 grofler. Das heifit, wahrend die Eingabe linear erhoht wird, wéchst dieses Rechteck
exponentiell. Siehe dazu Abbildung 4.1. In dieser Abbildung sieht man das urspriingliche Polygon in
hellgriin und das modifizierte Polygon in dunkelgriin. Wihrend die Eingabegrofie nur um 1 grofler
wurde, da lediglich die Zahl 1 zur Zahl 10 wurde, wurde der Flicheninhalt um die Gréflenordnung 10
grofler. Das zugrundeliegende Phanomen, welches diese Eigenschaft hervorbringt, ist dass die Eckpunkte
in Basis 10 kodiert sind. Erhoht man diese um eine Stelle, so dndert sich der Wert um das 10 Fache (es
ist nur das 10-Fache, wenn man eine 0 hinten dran hangt).

Diese Eigenschafft ist sehr hinderlich und kann wie folgt vermieden werden: Zusétzlich zu den
Eckpunkten V(P), wird der 2-Tupel B mit eingegeben. Dieser ist allerdings unar codiert. Wird dann die
Koordinate mit der maximalen x-Koordinate um eine Stelle erhoht, so passiert folgendes: Es wachst
sowohl B um einen Faktor 10 und der Flicheninhalt des Rechtecks mit den Koordinaten (0, 0), (By, 0),
(0, By) und (By, By) wachst um den Faktor 10.

Dieses Problem kann auflerdem mit der Langenbeschrankung bzw. der Knickbeschriankung auftreten.
Deshalb wird auch diese unir kodiert.

Zussammenfassend sind also die beiden Probleme wie folgt deniert:

Das Lawn Mowing Problem beziiglich der Anzahl an Knicken:

LMPKp

Eingabe: Die Eckpunkte V(P), welche in Basis 10 kodiert sind, die Konstante B, sowie welche unir
kodiert ist und k € N, welches die Beschrankung an Knicken angibt. Diese Beschrankung ist
ebenfalls unér kodiert.

Frage: Existiert ein Streckenzug, der maximal k Knickpunkte hat, sodass gilt: T ® F 2 P
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4 Das Lawn Mowing Problem

Das klassische Lawn Mowing Problem beziiglich der Lange:

LMPr

Eingabe: Die Eckpunkte V(P), welche in Basis 10 kodiert sind, die Konstante B, welche unér kodiert ist
und [ € Q, welches die Beschriankung an Knicken angibt. Diese Beschrankung ist ebenfalls
unar kodiert.

Frage: Existiert eine Tour T in R? der Lange kleiner oder gleich [, fiir die gilt: T® F 2 P

In den folgenden Kapiteln wird diese Kodierung der Ubersicht halber weggelassen.

16



5 Das Lawn Mowing Problem gehort zu 3VR

In diesem Kapitel wird gezeigt, dass das LMPK zur Komplexitatsklasse VR gehort. Um dies zu erreichen,
wird eine beliebige Instanz des LMPK betrachtet. Es werden dann abhingig von dieser Instanz Pradikate
gebildet, die nur aus Gleichungen und Ungleichungen mit Variablen mit Koeffizienten aus Q bestehen,
die tiber logische Operatoren miteinander Verbunden sind. Die Konstruktion jedes Pradikats wird so
gemacht, dass es lediglich polynomiell lang beziiglich der Eingabe ist. Diese Pradikate ,iiberprifen®
Eigenschaften der Eingabe. Durch Zusammenhiangen dieser Pradikate entsteht dann am Ende eine ETR
Instanz, welche genau dann wahr ist, falls die LMPK Instanz wahr ist.

5.1 Zerlegung des Polygons
Es seien a, b, ¢ € R? nicht kollineare Punkte. Da diese nicht kollinear sind, spannen sie ein Dreieck auf.
Fiir Punkte in diesem Dreieck gilt das folgende Lemma:

Lemma 5.1: Sei p € R? und a, b, c € R? nicht kollineare Punkte. Dann befindet sich der Punkt p in dem
Dreieck aus a, b und c oder auf dem Rand des Dreiecks genau dann, wenn folgendes gilt:

ds,t e [0,1] : (p=a+s-(b—a)+t-(c—a)) A(s+t<1) (5.1)

Beweis. Da nach Voraussetzung a, b und c ein Dreieck bilden, sind die Punkte a, b und c nicht kollinear.
Daraus folgt direkt, dass die Vektoren b — a und ¢ — a linear unabhéngig sind und somit eine Basis des
R? bilden. Das heif3t, dass das lineare Gleichungssystem

p=a+s-(b-a)+t-(c—a)

genau eine Losung besitzt. Die Linearfaktoren s und ¢ geben dann gerade die Koordinaten des Punktes p
in den Basisvektoren (b — a) und (¢ — @) mit dem Ursprung am Punkt a an. In der Darstellung der neuen
Basisvektoren und mit dem neuen Ursprung an der Stelle a, befindet sich das Dreieck an den neuen
Punkten (0, 0), (1,0) und (0, 1). Um dann zu Priifen, ob der Punkt p in dem Dreieck ist, muss tiberpriift
werden, ob s,t € [0,1] und (s + ¢ < 1). In Abbildung 5.1 ist dieser Basiswechsel dargestellt. a

Das heif3t, ein Dreieck kann wie folgt definiert werden:

Definition 5.2: Es seien a, b, ¢ € R? nicht kollineare Punkte. Dann ist das Dreieck A(a, b, c) aus diesen
Punkten definiert als:

A(a,b,c) ={peR?p=a+s-(b—a)+t-(c—a)As,t €[0,1] As+t <1}

Nun soll ein Priadikat definiert werden, welches wahr ist, falls ein Punkt p in dem Dreieck A(a, b, ¢)
liegt. Dieses sieht wie folgt aus:
IMDREIECK (a, b, ¢, p) (5.2)

Das Lemma 5.1 gibt eine gute Idee, wie das Pradikat definiert werden kann. Um also zu iiberpriifen,
ob ein Punkt p in einem Dreieck A(a, b, c) liegt, muss tiberpriift werden, ob s und ¢ in [0, 1] existieren,
sodass das lineare Gleichungssystem

p=a+s-(b-a)+t-(c—a)
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5 Das Lawn Mowing Problem gehort zu 3VR

(0,1)q

\/
g\

(0,0) (1,0)

Abbildung 5.1: Diese Grafik zeigt anschaulich den Beweis von Lemma 5.1. Links sieht man das Dreieck
im Koordunatensystem mit Basisvektoren x und y und rechts sieht man das Dreieck in der darstellung
der Basisvektoren x” und y’.

wahr ist und zudem s + ¢ kleiner oder gleich 1 ist. Im Beweis fiir Lemma 5.1 wurde bereits gezeigt, dass
das lineare Gleichungssystem genau eine Losung hat. Diese kann explizit angegeben werden.

p=a+s-(b—a)+t-(c—a)
Sp-a=s-(b—a)+t-(c—a)

cp-0=(t-a (c-a)()
(-0 =a) -0 =]

Das heif3t es muss nun die inverse der Matrix, mit den neuen Basisvektoren bestimmt werden und diese
mit dem Vektor p — a multipliziert werden. Mit a = (ay, ay), b = (bx, by), ¢ = (cx, ¢y) und p = (px, py)
ist das dann:

x1-(py—y3)+X3'(y1—py)+px~(ya—yl)
s =

x1- (Y2 —y3) +x2- (y3 —y1) +x3 - (Y1 — y2)
_ x1'(Py—yz)"'xz'(yl—Py)+Px'(X3—y1)

x1- (Y3 —y2) +x2- (Y1 —y3) +x3 - (Y2 — y1)

Um dann zu entscheiden, ob der Punkt in dem Dreieck liegt, muss nur noch gepriift werden, ob
s,t € [0,1],alsoob 0 < s <1 A0 <t < 1. Also kann IMDREIECK(a, , ¢, p) so definiert werden

(5.3)

t

(5.4)

IMDREIECK(a, b, ¢, p) =0 < s <1A0<t<1As+t <1, (5.5)

wobei s und t wie in (5.3) und (5.4) definiert sind. IMDREIECK besteht dann nur aus arithmetischen
Operationen und deren logischen Operationen. Aufierdem ist die Linge von IMDREIECK konstant.
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5.2 Der Abstand zwischen einem Punkt und einer Strecke

Nun kann damit begonnen werden ein Pradikat zu konstruieren, welches tiberpriift, ob sich ein Punkt
in dem Polygon befindet. Dazu wird das Polygon zunéchst in Dreiecke unterteilt und dann fiir jedes
Dreieck tiberpriift, ob sich der Punkt in dem Dreieck befindet.

Sei dafiir eine Triangulierung wie folgt gegeben: Es seien ay, by, 1, az, by, co, - . ., am, b, ¢y die Eck-
punkte der einzelnen Dreiecke der Triangulierung, so dass Aa;, b;, ¢; ein Dreieck der Triangulierung ist.
Es gilt dann also:

m
U Ai(aj, bi,c;) =P
i=1

Sei auflerdem D(P) = {A(aj, bi,¢;) : i = 1,...,n} die Menge aller Dreiecke. Eine Triangulierung eines
Polygons existiert immer und kann sogar in polynomieller Laufzeit berechnet werden[BCKO08]. Dann
beschreibt folgendes Pradikat, ob sich ein Punkt p innerhalb des Polygons P befindet:

IMPoLYGON(P, p) = \/ IMDREIECK(a, b, ¢, p)
A(a,b,c)eD(P)

Nun wurde also ein Pradikat konstruiert, welches priift, ob sich ein Punkt in einem Polygon befindet
(Also welches wahr ist, falls sich ein Punkt in dem Polygon befindet). Wiirde man in diesem Pradikat
alle hoherwertigen Funktionen ersetzen, bis man auf der tiefsten Ebene ist, so stiinden nur noch
Ungleichungen und Gleichungen von Polynomen, welche tiber aussagenlogischen Formeln verkniipft
sind.

5.2 Der Abstand zwischen einem Punkt und einer Strecke

Nun kann damit begonnen werden ein Pradikat zu konstruieren, welches iiberpriift, ob sich ein Punkt
in der ,ndhe“ des Streckenzugs befindet oder genauer gesagt, ob der Punkt den euklidischen Abstand
kleiner oder gleich 1 vom Streckenzug hat. Um das zu priifen, wird zunichst ein Priadikat konstruiert,
welches wahr ist, falls ein Punkt den euklidischen Abstand kleiner oder gleich 1 von einer Strecke hat.

Es seien a, b, p € R? Punkte. Dabei reprisentieren a und b eine Strecke ab mit den Endpunkten a und
b. Ziel ist es nun ein Pradikat

STRECKEPUNKTKLEINERGLEICHEINS (g, b, p)

zu definieren, welches angibt ob ein Punkt auf der Strecke ab existiert, dessen euklidischer Abstand
zum Punkt p kleiner oder gleich 1 ist.
Fithre dazu ein Hilfspradikat

PUNKTPUNKTKLEINERGLEICHEINS(q, b)

ein, welches angibt, ob ein Punkt a den Abstand kleiner oder gleich 1 von einem anderen Punkt b hat.
Der euklidische Abstand zweier Punkte a, b € R? ist definiert als:

la=bll = (@ = bo)? + (ay — by)?

Um nun zu priifen, ob der Abstand zwischen a und b kleiner oder gleich 1 ist, geniigt folgende Unglei-

chung:

\/(ax — b2+ (ay—by? <1

S(ay —by) +(ay—by)? <12 =1
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5 Das Lawn Mowing Problem gehort zu 3VR

Die Ungleichung muss quadriert werden, da eine ETR Instanz keine Wurzel als Bestandteil haben darf.
Nun kann das Pradikat, welches den Abstand zweier Punkte tiberpriift wie folgt definiert werden:

PUNKTPUNKTKLEINERGLEICHEINS (g, b) = (ay — by ) + (ay - by)2 <1*=1

Um nun das Pradikat STRECKEPUNKTKLEINERGLEICHEINS(a, b, p) einzufithren, wird versucht den
Punkt auf ab zu bestimmen, der am néchsten an p liegt. Betrachte dazu die Gerade ab. Diese kann wie
folgt beschrieben werden:

ab=a+p-(b-a),peR (5.6)

Betrachte nun die orthogonale Projektion von p auf die Gerade ab. Nenne diesen Punkt o. Die
Projektion o liegt offensichtlich auf ab. Liegt o sogar auf ab, so ist o der néchste Punkt von p. Liegt o
nicht auf ab, so ist entweder a oder b der nachste Punkt von p. Um nun o zu bestimmen, betrachte die
Vektoren p — a und b — a. Sei auBBerdem

_ (-9 (b-a)

A
16— all

das beztiglich des Vektors b — a normierte Skalarprodukt dieser beiden Vektoren. Dieses Skalarprodukt
hat nun die Eigenschaft, dass es eingesetzt in 5.6 den Punkt o bestimmt. Auflerdem gibt A an, wo sich o
befindet. Es gibt dafiir folgende drei Fille, siehe dafiir Abbildung 5.2 :

Fall 1 Fall 2 Fall 3
,p
’P
b
b N
N \
a a

Abbildung 5.2: In dieser Grafik sieht man die drei moglichen Fille von p. Es entspricht A’ dem nicht
skalierten A. Alsoist A - ||b —a]| = A'.

@ Fall 1: A < 0 In diesem Fall liegt o nicht auf ab und a ist der nachste Punkt zu p und der kiirzeste
Abstand ist gerade die euklidische Distanz zwischen p und a.

@ Fall 2: 1 > 1 In diesem Fall liegt o nicht auf ab und b ist der nachste Punkt zu p und der kiirzeste
Abstand ist gerade die euklidische Distanz zwischen p und b.

@ Fall 3: 0 < A < 11In diesem Fall liegt der Punkt o auf der Strecke ab und der kiirzeste Abstand ist
gerade die euklidische Distanz zwischen o und p.

In Fall 1 und in Fall 2 ist also klar, wie der Abstand iiberpriift wird. Daftir wurde bereits das Pradikat

PunkTPUNKTKLEINERGLEICHEINS definiert. Es kann dann einfach der Abstand zwischen a bzw. b und p
tiberprift werden. In Fall 3 muss nun noch der Punkt o bestimmt werden. Dieser ist gegeben durch

o=a+A-(b-a)
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5.3 Lawn Mowing Problem ist in VR

Um also nun zu tiberpriifen, ob ein Punkt p den Abstand kleiner oder gleich 1 von einer Strecke ab
hat, geht man wie folgt vor: Man bestimmt A = % und o = a+ A - (b — a). Dann uberprift
man, welcher Punkt auf der Strecke ab am néichsten an p liegt und tiberpriift fiir diesen Punkt mittels
dem Pradikat PUNKTPUNKTKLEINERGLEICHEINS, ob der Abstand kleiner oder gleich 1 ist. Mit dieser
Vorgehensweise kann nun das Priadikat STRECKEPUNKTKLEINERGLEICHEINS(a, b, p) definiert werden.

Dieses ist:

STRECKEPUNKTKLEINERGLEICHEINS(q, b, p) =
¢ < 0 A PUNKTPUNKTKLEINERGLEICHEINS(p, a)
Ve > 1 A PUNKTPUNKTKLEINERGLEICHEINS(p, a)

VPUNKTPUNKTKLEINERGLEICHEINS(p, a + A(b — a))

Nun fehlt noch der letzte Schritt. Es wird ein Pradikat konstruiert, welches genau dann wahr ist, falls
ein Punkt p von einem Strckenzug s;s;ss . .. s, den maximalen Abstand 1 hat.

Seien nun pq, p1, ..., pr> px € R? Punkte und pop; ... px der daraus entstehende Streckenzug. Um
zu prifen, ob ein Punkt den Abstand kleiner oder gleich 1 hat, geniigt es fiir jede Teilstrecke des
Streckenzugs das Pradikat STRECKEPUNKTKLEINERGLEICHEINS (4, b, p) anzuwenden. Diese Pridikat sei
also wie folgt definiert:

STRECKENZUGPUNKTKLEINERGLEICHEINS (Do, P1, ---s Pks Pk+1, P)
k
= \/ STRECKEPUNKTKLEINERGLEICHEINS(p;, piv1, P)
i=0
Dieses gibt an, ob ein Punkt p den Abstand kleiner oder gleich 1 von einem Streckenzug hat. Dieses be-
steht auf der untersten Ebene wieder nur aus Gleichungen und Ungleichungen, die iiber aussagenlogische
Formeln verkniipft sind.

5.3 Lawn Mowing Problem ist in VR

Theorem 5.3: Das LMPK liegt in AYR

Beweis. Sei dafiir eine Instanz des LMPK gegeben. Also sei P ein Polygon mit den Eckpunkten V(P) = n
und k € N. Konstruiere nun folgende ETR Instanz:

3py, ..., px € R2Vp € R? : IMPOLYGON(P, p) = STRECKENZUGPUNKTKLEINERGLEICHEINS(p1, ..., Pk P)

In dieser Formel kommt noch ,,=“ vor und das ist in einer ETR Instanz nicht erlaubt ist. Es kann
allerdings durch A = B = A V —B ersetzt werden. Auflerdem befinden sich in dieser Formel noch
2-Tupel. Diese sind auch nicht erlaubt. Allerdings kann man die 2-Tupel durch ihre X- und Y-Koordinaten
ersetzen und die entsprechenden Pradikate erweitern. Dadurch wird die Formel maximal um den Faktor
2 langer.

Nun muss noch gezeigt werden, dass diese Konstruktion JA-Instanzen des auf JA Instanzen von ETR
abbildet und NEIN-Instanzen des auf NEIN-Instanzen von ETR. Das folgt direkt aus der Konstruktion
der Pradikate: Fiir eine JA-Instanz des existieren p, ..., p,, so dass der entsprechende Streckenzug
P1 - .. pn das ganze Polygon méht. Diese Punkte erfilllen dann aber auch die Formel IMPoryGoN(P, p) =
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5 Das Lawn Mowing Problem gehort zu 3VR

STRECKENZUGPUNKTKLEINERGLEICHEINS(py, ..., Pp, p), da jeder Punkt, der sich im Polygon befindet den
Abstand kleiner oder gleich vom Streckenzug hat. Analaog werden NEIN-Instanzen auf NEIN-Instanzen
abgebildet.

Als letzter Schritt muss noch gezeigt werden, dass die Konstruierte Instanz nur polynomiell grof3
beziiglich der Eingabe ist. Dafiir werden hier nochmal alle Definitionen aufgelistet und kurz die Lange
der Pradikate angegeben:

IMDREIECK(a, b, c,p) =0 <s<1A0<t<1As+t<1,

Dieses Pradikat hat eine konstante Lange, da t und s konstant sind.

IMPoLYGON(P, p) = \/ IMDREIECK (4, b, ¢, p)
A(a,b,c)eD(P)

Dieses Pradikat hat die Lange O(n), wobei n die Anzahl an Eckpunkten des Polygons ist. Denn jedes
Polygon mit n Ecken kann in O(n) Schritten in O(n) Dreiecke trianguliert werden.

PuNKTPUNKTKLEINERGLEICHEINS (@, b) = (ay — by)? + (ay - by)2 <1*=1

Dieses Pradikat hat eine konstante Linge.

STRECKEPUNKTKLEINERGLEICHEINS (4, b, p) =
¢ < 0 A PUNKTPUNKTKLEINERGLEICHEINS (P, @)
Ve > 1 A PUNKTPUNKTKLEINERGLEICHEINS(p, a)

VPUNKTPUNKTKLEINERGLEICHEINS(p, a + A(b — a))

Dieses Pradikat hat auch eine konstante Lange, da A konstant ist.

STRECKENZUGPUNKTKLEINERGLEICHEINS(pg, P1, -+ Pks P+1 P)
k

= \/ STRECKEPUNKTKLEINERGLEICHEINS(p;, pit1, )
i=0

Dieses Pradikat hat eine Lange von O(k)
Insgesamt hat die ETR Instanz also eine Lange von O(n + k). Somit ist die Konstruktion also nur
polynomiell gréfier als die LMPK Instanz und somit folgt das Theorem. a

Theorem 5.4: Das LMP liegt in VR

Beweis. Sei eine LMP Instanz gegeben. Also ein Polygon P und ein ! € Q. Dann gibt es einen optimalen
Weg, der die Form eines Streckenzuges hat und mit ||V(P)|| = n maximal O(n?) Knickpunkte hat
[Fek+22]. Insbesondere existiert also ein polynomiell grofies n(n), welches eine obere Schranke der
Knickpunkte angibt.

Konstruiere fiir diesen Beweis zunéchst ein weiteres Pradikat, welches wahr ist, falls die Lange eines
Streckenzugs kleiner oder gleich [ ist. Die Lange eines Streckenzugs p1ps . . . px ist
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5.3 Lawn Mowing Problem ist in VR

k-1
D(pipz-..pk) = Z \/(pi,x — Pisix)? + (Piy — pi—l,y)z

i=1

k-1 2
& D(pip2 - -Pk)2 = (Z \/(Pi,x — pirix)? + (Piy —pi1,y)2) .

i=1

Diese Formel enthalt Wurzeln, welche sich nicht einfach durch quadrieren entfernen lassen. Eine
Méglichkeit, diese Uberpriifung durchzufiihren ist die folgende:

k-1
L. ki €R: /\(li = (Pix — Pi+1,x)2 + (piy _pi—l,y)z)
i=1
k-1
AZhsl
i=1
Das heifit, sind I3, ...,lx_1; € R, so ist folgendes Pradikat wahr, genau dann wenn die Lange des

Streckenzugs p;1ps . . . px kleiner oder gleich [ ist:

LANGESTRECKENZUGKLEINER(p1, P2, - -+ P> s bay - - - =1, 1) =
k-1
/\(li = (Pix — pirix)’ + (Piy — Pi—l,y)z

i=1
k-1

A Z I <1
i=1

Dann kann die folgende ETR Instanz konstruiert werden:

3p1, p2s- sy €R?L, .l ERVYp €R?
ImPoLYGON(P, p) =
STRECKENZUGPUNKTKLEINERGLEICHEINS(p1, . . ., Py, P)

A LANGESTRECKENZUGKLEINER(p1, P2, . . ., Py I, o, - . . [y 1, 1)

Analog zum Beweis von Theorem (5.3), ist diese Konstruktion nur polynomiell gréler, als die WRP
Instanz. Es kommt namlich nur das Pradikat LANGESTRECKENZUGKLEINER hinzu. Auflerdem werden
wieder JA-Instanzen auf JA-Instanzen abgebildet und NEIN-Instanzen auf NEIN-Instanzen. a
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6 Anderung der Ausschneidefigur

Bisher wurde das Lawn Mowing Problem mit dem Kreis als Ausschneidefigur betrachtet. Dafiir wurde
gezeigt, dass ein optimaler Weg ein Streckenzug ist [Fek+22]. In diesem Kapitel wird untersucht, ob das
auch fir andere Figuren gilt.

6.1 Voriiberlegungen

Im néchsten Abschnitt, soll das Quadrat als Ausschneidefigur betrachtet werden. Dafiir sind die folgenden
Definitionen hilfreich:

Definition 6.1: Sei w ein Weg und F eine Figur. Die Abdeckung Sp(w) sei definiert mit
Sp(w) =w®F

Definition 6.2: Eine Funktion, also insbesondere auch ein Weg, heifSt konvex, wenn ihr Graph unterhalb
jeder Strecke zweier seiner Punkte liegt.
Eine Funktion heif$t konkav, wenn ihr Graph oberhalb jeder Strecke zweier seiner Punkte liegt.

6.2 Beobachtungen

In diesem Abschnitt wird das Quadrat als Ausschneidefigur betrachtet. Es wird gezeigt, dass ein optimaler
Weg ein Streckenzug ist. Der Beweis orientiert sich an ,A Closer Cut: Computing Near-Optimal Lawn
Mowing Tours“ [Fek+22].

6.2.1 Grundlegende Definitionen

Zunichst kann man beobachten, dass jede Tour T : [ — R? in Teilwege 1, t1, . . ., tx—1 zerlegt werden
kann, so dass folgendes gilt:

@ Der Endpunkt von ¢; ist der Startpunkt von f;41 mod x fir i € {0,...,k — 1}

@ Jeder Teilweg hat eine der folgenden Eigenschaften:
@ Konvex und streng monoton wachsend.
@ Konvex und streng monoton fallend.
@ Konkav und streng monoton wachsend.
@ Konkav und streng monoton fallend.

@ Ist eine Strecke.

Definition 6.3: Diese Teilwege werden Komponenten genannt.
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6 Anderung der Ausschneidefigur

8S(t:

Abbildung 6.1: In dieser Grafik sieht man in schwarz eine streng monoton fallende und konkave
Komponente t;. In hellblau sieht man dessen Abdeckung S(t;) und in dunkelbraun sieht man den Rand
der Abdeckung §5(t;).

In Abbildung ist eine streng monoton fallende und konkave Komponente ¢; und dessen Abdeckung
S(t;) zu sehen.

Sei nun t eine konkave, streng monoton fallende Komponente, S(t) dessen Abdeckung und es bezeich-
ne 8S(t) den Rand von S(t). Dieser Rand kann in vier Wege zerlegt werden: Wy, W, W3 und W. Siehe
dazu Abbildung 6.1. Anschaulich sind W, und W, die gekriimmten Wege, die ,iiber” beziehungsweise
yunter® ¢ liegen. W; und W3 sind jeweils die Konkatenation aus zwei Strecken, die vom Start- beziehungs-
weise Endpunkt entstehen. Diese anschauliche Unterteilung soll nun prazise definiert werden. Beim LMP
s wird diese Unterteilung durchgefiihrt, indem jedem Punkt von 85(¢) ein Punkt von ¢ zugeordnet wird.
Diese Zuordnung ist der geringste Abstand. Es werden dann alle Punkte auf §5(t) betrachtet, denen der
Start- oder Endpunkt zugeordnet wird und diese bilden dann W; oder Ws. Die Punkte, die weder Start-
noch Endpunkt zugeordnet werden, bilden W, und W, [Fek+22]. Beim LMP ¢ leistet diese Methode
nicht das gewiinschte. Das kann man sich leicht iiberlegen, indem man Abbildung 6.2 betrachtet. Wiirde
man die Unterteilung wie beim LMP s durchfithren, so wiirde ein Teil von W, zu W; gehoéren und W;
wire keine Konkatenation aus Strecken. Es sei ¢ eine konkave, streng monoton steigende Komponente
mit s als Startpunkt und e als Endpunkt.

Die Wege seien dann wie folgt definiert:

Wo

W s

Abbildung 6.2: In dieser Grafik sieht man die Unterteilung des Randes von t;.
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6.3 Die optimale Losung ist ein Streckenzug

@ Wi: Startpunkt bei s + (%, —%) und Endpunkt bei s + (—%, %)

@ W,: Startpunkt bei s + (—%, %) und Endpunkt bei e + (—%, 1

@ W;: Startpunkt bei e + (—%, %) und Endpunkt bei e + (%, —%

@ W;: Startpunkt bei e + (%, —%) und Endpunkt bei s + (%, —%
Definition 6.4: Sei t eine konkave, streng monoton steigende Komponente. W, heifst S*(t) und Wy heifst
S7(t).

Lauft man 8S(¢) im Uhrzeigersinn ab, so hat S*(¢) positive Krimmung und S~ (¢) negative Krimmung.

6.3 Die optimale Losung ist ein Streckenzug

Mit diesen Definitionen kann nun der Beweis gefithrt werden. Da dieser sehr technisch ist wird dieser
kurz skizziert.

In Lemma 6.5 wird gezeigt, dass es in der optimalen Lésung Punkte in der Abdeckung von S(t) gibt,
die nur einmal abgedeckt werden diirfen. In Lemma 6.6 wird dann weiter gezeigt, dass es zu jeder streng
monoton wachsenden, konkaven Komponente eine weitere Komponente gibt, so dass die Abdeckungen
,Rand an Rand” anliegen. Durch Hintereinanderausfithrung dieses Lemmas kann in Lemma 6.7 gezeigt
werden, dass die optimale Losung keine konkave, streng monoton wachsende Komponente beinhaltet.
Danach wird in Lemma 6.8 gezeigt, dass daraus folgt, dass eine optimale Losung allgemein keine kurvige
Komponente hat und abschliefend wird in Theorem 6.9 gezeigt, dass der optimale Weg ein Streckenzug
ist.

Lemma 6.5: Sei T eine valide Tour, t eine konkave, streng monoton steigende Komponente von T und a, b
Punkte auf S*(t). Es bezeichne ab die Strecke zwischen a und b. Wird ein Punkt zwischen S*(t) und ab von
einer weiteren Komponente abgedeckt, so ist T nicht optimal.

Beweis. Sei T eine valide Tour, t eine konkave, streng monoton wachsende Komponente von T und
a, b Punkte auf S*(¢). Es sei auflerdem p ein Punkt zwischen ab und S*(t), der noch von einer anderen
Komponente t* abgedeckt wird. Damit p von t* abgedeckt werden kann, muss t* den Punkt p + (i, j) mit
—% <ij< % durchlaufen haben. Es gibt nun verschieden Falle, wie dies passieren kann. Es bezeichnet

8Q den Rand von Q.

Fall 1: Siehe hierfur Abbildung 6.3. An dem Zeitpunkt, an dem p von t* abgedeckt wird, schneidet §Q
mit Mittelpunkt p + (i, j) den Weg S*(¢) in zwei Punkten. Bezeichne diese mit p; und p,. Definiere nun
die Punkte ¢; und gq. Dabei ist g; = p1 + (%, —%) und q; = py + (%, —%). Diese beiden Punkte liegen auf ¢,
denn sie sind gerade die Punkte, von denen aus p; und p, von t abgedeckt werden. Definiere jetzt den
Weg triirzer Wie folgt: tryrzer beginnt mit dem Startpunkt von t. tgjrzer ist zwischen dem Startpunkt von
t und dem Punkt g; identisch mit t. Von dort aus wird die Strecke von g; und g, gebildet. Ab g5, bis zum
Endpunkt von t ist tyyzer Wieder identisch mit t. Also ist tgyzer, bis auf die Strecke zwischen ¢; und g
identisch mit ¢. Offensichtlich ist ;.- kiirzer als t, da sich die beiden Wege nur zwischen ¢g; und ¢,
unterscheiden und in diesem Bereich ty, .., den kiirzesten Weg, namlich die Strecke, geht. Nun muss
noch gezeigt werden, dass S(¢*) U S(#) € S(t*) U S(fxirzer), also dass durch die Abkiirzung zwischen
¢1 und g; nicht weniger Fldche abgedeckt wird. Untersuche dafiir S(¢) \ S(tkirzer). Das ist die Menge,
die durch die Abkiirzung nicht mehr abgedeckt wird. Die Wege ty;y,er und t unterscheiden sich nur
zwischen ¢; und g. Dort befindet sich ¢ oberhalb von ty;;,,e,. Das heifst S(t) \ S(tkirzer) ist gerade der
Einschluss von S*(t) und p;p,, wobei p;p, die Strecke zwischen p; und p, beschreibt. Da t* auflerdem
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6 Anderung der Ausschneidefigur

Abbildung 6.3: In dieser Grafik sieht man Fall 1 des Beweises fiir Lemma (6.5)

den Punkt p + (i, j) passiert, als er p abdeckt und nach Definition in diesem Punkt p; und p, geschnitten
werden, deckt t* diese eingeschlossene Menge ab. Es ist also S(t) \ S(tkiirzer) € S(t*) und somit auch
S(t) € S(t*) U S(tkizrzer)- Nun gilt S(+*) U S(t) € S(t¥) U S(t*) U S(trirzer) = S(*) U S(trirzer)- Die
valide Tour T kann also durch eine Tour T* ersetzt werden, welche bis auf ¢ die gleichen Komponenten
hat und t durch ti;,,, ersetzt. Die Tour T* ist dann valide und kiirzer als T. Das heif3t T war nicht
optimal.

Fall 2: An dem Zeitpunkt, an dem p von t* abgedeckt wird, schneidet §Q mit Mittelpunkt p + (i, j) den
Weg S*(¢) in keinem Punkt. In diesem Fall muss §Q mit Mittelpunkt p + (i, j) den Weg S™(¢) in zwei
Punkten schneiden. Dieser Fall ist nun Analog zu Fall 1. Ersetze hierfir S*(¢) mit S~ (¢) und es kann
eine kiirzere valide Tour T* konstruiert werden.

Fall 3: An dem Zeitpunkt, an dem p von t* abgedeckt wird, schneidet §Q mit Mittelpunkt p + (i, j) den
Weg S*(t) in einem Punkt. In diesem Fall muss der Mittelpunkt von §Q auf t liegen. Lauft man nun die
Komponente t* ab, so gibt es nur eine von zwei Moglichkeiten. Entweder die Komponente t* verlasst ¢
und es kann Fall 1 oder Fall 2 betrachtet werden, oder sie ist identisch mit t. Ist sie identisch mit ¢, so
kann t* mit der Strecke aus Start- und Endpunkt von ¢ ersetzt werden und die daraus entstehende Tour
T* ist offensichtlich kiirzer und immer noch valide. Da §Q den Weg S*(¢) nur kein, ein oder zwei mal
schneide kann, sind alle Falle abgedeckt und in jedem Fall ist die Tour T nicht optimal. a

Lemma 6.6: Sei T eine Tour und t eine konkave, streng monoton wachsende Komponente von T.
Ist T optimal, so existiert eine konkave, streng monoton wachsende Komponente t* von T, so dass S*(t) =
S™(¢) gilt.

Beweis. Sei T eine optimale Tour und ¢ eine konvexe, streng monoton wachsende Komponente von T.
Betrachte einen Punkt p auf S*(t). Es bezeichne K (p) den e-Umkreis um p. Im folgenden sei € hinrei-
chend klein. Da T eine optimale Tour und damit insbesondere eine valide Tour ist, gibt es fiir jeden
Punkt in K. (p) eine Komponente, die diesen Punkt abdeckt. Der Kreis K¢ (p) kann nun in folgende zwei
Teile zerlegt werden: In K¢ (p) N S(t) und in Kc(p) \ S(¢). Da T optimal ist, wird nach Lemma (6.5) die
Menge K. (p) N S(¢) nur von t abgedeckt. Betrachte nun K. (p) \ S(t). Sei g = (x1,y1) € Ke(p) \ S(¢) und
t* eine Komponente, die g abdeckt. Damit t* den Punkt g abdeckt, muss diese den Punkt r = (x2, y2) mit
X1 — X2 < % und y; —y; < % durchlaufen. Nach Lemma ?? darf S(t*) den Weg S*(¢) nicht schneiden.
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6.3 Die optimale Losung ist ein Streckenzug

M| =
N[ =

p+ (=

o
o=

Abbildung 6.4: In dieser Grafik sieht man anschaulich den Beweis fiir Lemma (6.6). In violett sieht man
die Menge K¢(p) \ S(¢) und in griin sieht man die Menge K¢ (p) N S(¢). Die vieolette Menge wird von
den Quadraten mit Mittelpunkten p + (—%, %) und q + (-1, %) abgedeckt. Man sieht, dass das Quadrat
um p + (—%, %) einen roten Punkt hat, der in S(¢) ragt.

Wird nun € beliebig klein, so nahert sich r dem Punkt p + (—%, %) an. Da p beliebig gew&hlt wurde,
muss dies fiir alle Punkte auf S*(t) gelten. Somit gibt es eine konkave, streng monoton wachsende
Komponente t*, fur die S*(¢) = S~ (") gilt. a

Lemma 6.7: Sei T eine optimale Tour. Dann besitzt T keine konkave, streng monoton wachsende Kompo-
nente.

Beweis. Sei T eine optimale Tour und fo, t1, . . ., tx—1 ist die Zerlegung in ihre Komponenten. Sei nun ¢
eine konkave, streng monoton wachsende Komponente. Nach Lemma 6.6 gibt es nun eine Komponente
t2, fiir die S™(¢?) identisch ist mit S*(¢). AuSerdem ist t? wieder konkav und streng monoton wachsend.
Nun kann dieses Lemma so oft angewendet werden, bis zu einer Komponente "1, fiir die gilt: S*(¢t"™!)
ist ganz im Polygon und S*(#") geht iiber das Polygon hinaus. Betrachte nun die Schnittpunkte von
S*(t") mit dem Polygon. Bezeichne diese mit p; und p,. Werden diese orthogonal auf t* projiziert, so
bekommt man die Punkte O(p;) und O(p,). Nun kann bei der Komponente t" iiber die Punkte O(p;)
und O(p,) abgekiirzt werden. Das ist ein Widerspruch zur Annahme, dass T optimal ist. Also gibt es
keine konkaven, streng monoton wachsenden Komponenten. a

Lemma 6.8: Sei T eine optimale Tour. Hat T keine konkave, streng monoton wachsende Komponente, so
hat T keine konvexe und keine konkave Komponente.

Beweis. Sei T eine optimale Tour. Seien e; = (1,0) und e, = (0, 1) die zugrundeliegenden Basisvektoren.
Definiere nun neue Basisvektoren e} und e; wie folgt:

@ Falls T eine streng monoton fallende, konkave Komponente hat: Definiere ef = (—1,0) und
e; =(0,1)

@ Falls T eine streng monoton fallende, konvexe Komponente hat: Definiere e; = (1,0) und e; =
(0’ _1)

@ Falls T eine streng monoton wachsende, konvexe Komponente hat: Definiere e; = (-1,0) und
e, = (0,-1)
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6 Anderung der Ausschneidefigur

Durch diese Basiswechsel konnen alle verschiedenen Komponententypen, bis auf die Strecke, in eine
streng monoton wachsende, konkave Komponente umgewandelt werden. Beachte, dass dieser Ba-
siswechsel die optimale Losung, bis auf Spiegelung, nicht verdndert. Gabe es also eine dieser drei
Komponententypen, so wire nach Lemma 6.7 die Spiegelung T* nicht optimal und somit ware auch
T nicht optimal. Also kann es diese Komponententypen bei einer optimalen Losung nicht geben. Da
auflerdem eine konvexe, beziehungsweise konkave Komponente aus einer streng monoton steigenden
und streng monoton fallenden konvexen, beziehungsweise konkaven Komponente besteht, kann es
keine konvexe, beziehungsweise konkave Komponente geben. a

Theorem 6.9: Sei T eine optimale Tour. T besteht aus der Konkatenation von Strecken.

Beweis. Sei T eine optimale Tour. Nach Lemma 6.8 hat T keine konkaven und keine konvexen Kompo-
nenten. Da Komponenten nur konkav, konvex oder eine Strecke sein kénnen, miissen alle Komponenten

Strecken sein und somit ist T ein Streckenzug.
a
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7 Das Watchman Route Problem ist in dR

In diesem Kapitel wird die Komplexitat des Watchman Route Problems untersucht.

7.1 Das Watchman Problem

In der Einleitung wurde das Watchman Route Problem abstrakt eingefiihrt. Dieses soll hier noch einmal
praziser definiert werden. Dafiir wird zunichst definiert, was ,sehen® heif3t:

Definition 7.1: Sei P C R? ein Polygon mit polygonalen Lochern und a, b € R, Es gilt: a sieht b, genau
dann wenn ab C P. Ist C C R?, dann gilt: a sieht C, genau dann wenn jedes ¢ € C a sieht.

Wie beim Lawn Mowing Problem werden auch hier wieder zwei Versionen des Problems definiert.
Einmal wird die Anzahl an Knicken betrachtet und einmal die Lange der Tour.
Das Watchman Route Problem beziiglich der Anzahl an Knicken ist dann wie folgt definiert:

Das WATcHMAN RoUTE PrROBLEM MIT KNICKEN (WRPK)

Eingabe: Ein Polygon P mit polygonalen Lochern und ein k € N
Frage: Gibt es einen Streckenzug S mit maximal k Knickenin P, so dass gilt: Vp € P.3s € S. : ps C P

Das Watchman Route Problem beziiglich der Lange ist wie folgt definiert:

WATCHMAN ROUTE PrOBLEM (WRP)

Eingabe: Ein Polygon P mit polygonalen Lochern und einl € Q
Frage: Gibt es eine Tour T mit maximaler Lange [ in P, so dass gilt: Vp e P.3t € T. : pt C P

In diesem Kapitel ist P immer ein Polygon, welches polygonale Locher haben kann.

7.2 Uberblick

Zunichst soll kurz ein Uberblick tiber dieses Kapitel gegeben werden. Das Ziel soll es sein eine Instanz
des WRPK in eine Instanz von ETR zu transformieren. Die Instanz von ETR sieht am Ende so aus:

3p1, par- - pe ERZ:F(py, ..., pr)

Die entsprechende Konstruktion muss natiirlich JA-Instanzen auf JA-Instanzen und NEIN-Instanzen
auf NEIN-Instanzen iibertragen. Die Idee ist also folgende: Die Variablen py, ..., px entsprechen den
Knickpunkten des Streckenzugs und die Formel F iiberpriift dann, ob der Streckenzug p; ... pi alle
Punkte des Polygons sieht. Um dies zu iiberpriifen, miisste allerdings jeder Punkt des Polygons tiberpriift
werden, also iiberabzéhlbar viele Punkte. Dann wére die ETR Instanz natiirlich nicht mehr polynomiell
grofl. Um das zu umgehen, wird eine Zeugenmenge konstruiert. Diese Menge hat nur polynomiell viele
Punkte und die Eigenschaft, dass genau dann wenn alle Punkte aus der Zeugenmenge gesehen werden,
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7 Das Watchman Route Problem ist in AR

wird auch das ganze Polygon gesehen. Es wird eine polynomiell grofle Zeugenmenge konstruiert. Die
Formel F tberpriift dann, ob der entstehende Streckenzug p; . .. pr jeden Punkt der polynomiell grof3en
Zeugenmenge sieht. Das kann in polynomieller Linge Uiberpriift werden. Es werden dann immer noch
JA-Instanzen auf JA-Instanzen und NEIN-Instanzen auf NEIN-Instanzen iibertragen.

Die Konstruktion und der Beweis einer solchen Zeugenmenge ist allerdings sehr technisch und sehr
aufwandig.

7.3 Einteilung des Streckenzugs in Teilstrecken

Abbildung 7.1: In dieser Grafik sieht man die Einteilung in Teilstrecken. In hellblau ist das Polygon
gegeben und die gepunkteten Striche sind die Geraden in L(P, S). Der Ubersicht halber, wurden nicht
alle Geraden eingezeichnet. Die schwarzen Punkte sind die Schnittpunkte dieser Geraden mit dem
Streckenzug (rot).

Sei P ein Polygon und V(P) die Menge aller Ecken des Polygons und der Locher des Polygons.
Auflerdem sei S ein Streckenzug in P mit S = s;5; . .. s¢. Definiere nun folgende Menge aus Geraden:

L(P,S):={ab:abe (V(P)U{sy,...,sx}) Aa#b}
Diese Menge an Geraden wird gebildet, indem von jedem Eckpunkt zu jedem anderen Eckpunkt eine

Gerade gezogen wird. Der Eckpunkt kann dabei von einer Tour, vom Polygon oder einem Loch im
Polygon sein. Siehe dazu Abbildung 7.1. Diese Geraden liegen alle im R?. Betrachte nun die Geraden
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7.3 Einteilung des Streckenzugs in Teilstrecken

L(P,S) zusammen mit dem Streckenzug S. Die Geraden aus L(P, S) schneiden diesen Streckenzug und
unterteilen somit alle Strecken s;sy, 5253, . . ., Sg—15¢ des Streckenzugs in kleinere Teilstrecken. Dabei gibt
es drei Moglichkeiten. Sei dazu g eine Gerade aus L(P, S)

@ Die Gerade g schneidet die Strecke s;s;41 in genau einem Punkt s*. Dann wird die Strecke aufgeteilt
in den Streckenzug s;s*s;11.

@ Die Gerade g schneidet die Strecke s;s;+1 nicht. Dann wird diese nicht weiter aufgeteilt.

@ Die Gerade g liegt parallel zur Strecke s;s;41. In diesem Fall wird die Strecke auch nicht weiter
aufgeteilt.

Ist also s;s;4+1 eine Strecke, so wurde dies nach Ausfithrung dieser Unterteilung in mehrere Teilstrecken
unterteilt. Es wurden also Zwischenpunkte auf der Strecke s;s;,1 eingefiigt. Diese werden nun benannt. Ist
sisi+1 eine Strecke, so seien s!,s?, ..., s# diese Zwischenpunkte. Die Strecke s;s;; kann also geschrieben
werden als s;s's? ... s#s; 1, wobei syst, sis?, ... s#71 sH sts;,q Teilstrecken sind. Da diese Unterteilung
sehr technisch ist, wird sie nochmal kurz zusmmengefasst. Der Streckenzug S besteht aus Strecken mit
den Eckpunkten sy, sp, . . ., sk. Diese Eckpunkte bilden zusammen mit den Eckpunkten des Polygons die
Geraden L(P, S). Diese Geraden schneiden die Strecken des Streckenzuges und unterteilen somit jede
Strecke in Teilstrecken. Die Start- und Endpunkte dieser Teilstrecken werden mit sl ..., s" bezeichnet.
Dabei ist das p abhingig von der Strecke, denn nicht jede Strecke wird in gleich viele Teilstrecken
eingeteilt. Auflerdem sind die sL,...,s#vons; abhéngig. Da das aber sehr uniibersichtlich ist, wird das
hier weg gelassen. Zur Vollstandigkeit wird hier einmal die komplette Unterteilung aufgezeigt:

_. 123 =1
S =s18187S7...8; 8] S2
123 p2—1

$2525555 ... Sh sh’s3

-1
53535585 ... 4> sh7sy

1 2 3 Hic-1—1 _Hi-1
Sk=15k—1%k-15k-1"""Sk—1  Sk—1 5k

Weiter sei U(P, S) die Menge aller Start- und Endpunke der Teilstrecken. Also gerade alle Zwischen-
punkte, die hier aufgelistet wurden. Diese werden nun neu durchnummeriert und im folgenden mit
der Variable t bezeichnet. Es ist also U(P,S) = {t1,ts,...,t3}, so dass S = tit5...t) und t;ti + 1 ist ein
Teilstrecke von S fir alle i € {1,2,...,4 — 1}.

7.3.1 Komplexitat der Einteilung in Teilstrecken

Es gibt n Eckpunkte des Polygons und k Knickpunkte des Streckenzugs. Diese n + k Punkte miissen fiir
die Konstruktion von L(P, S) paarweise zu einer Gerade erweitert werden. Das heif3t die Machtigkeit
von L(P,S) ist O((k +n)?). Um nun die Unterteilung der Strecken in Teilstrecken durchzufiihren, muss
zwischen jeder Gerade aus L(P, S) und jeder Strecke s;s;41 ein Schnittpunkt berechnet werden. Das heifit,
es gibt insgesamt O((k + n)? - k) Teilstrecken und somit ist A nur polynomiell grof.
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7 Das Watchman Route Problem ist in AR

7.4 Unterteilung des Polygons

Gerade wurde der Streckenzug S in Teilstrecken mit den Start- bzw. Endpunkten U (S) unterteilt. Nun
soll das Polygon unterteilt werden. Dies geschieht in zwei Schritten. Zunéchst wird das Polygon in
Gebiete unterteilt. Das geschieht mit der Menge L(P,S) an Geraden. Dann wird jedes Gebiete ein
weiteres mal unterteilt. Diese weitere Unterteilung geschieht mit einer weiteren Menge an Geraden, die
noch definiert wird. Diese teilt dann jedes Gebiet in mehrere Regionen ein.

7.4.1 Unterteilung des Polygons in Gebiete

Abbildung 7.2: In dieser Grafik sieht man die Unterteilung des R? in Gebiete. Es wurden nicht alle
Gebiete eingezeichnet.

Betrachte die Menge L(P, S). Diese Menge an Geraden liegt im R? und unterteilt diesen in verschiedene
Gebiete. Siehe dazu Abbildung TODO. Ein Gebiet ist eine zusammenhingende Menge an Punkten, die
von Geraden aus L(P, S) eingeschlossen ist. Zu einem Gebiet soll auch sein Rand gehéren. Die Anzahl
an Gebieten ist endlich, da die Anzahl an erzeugenden Geraden L||(P,S)|| = O((k + n)?) endlich ist. Es
bezeichne nun G*(P,S) = {Gy, Gy, ... G¢} diese Menge Gebieten.

7.4.2 Eigenschaften von Gebieten
Sei E(P) die Menge aller Kanten von P. Nun kann man folgendes feststellen:
{k: ke K(P)} c L(P,T)

Das heif3t, die Verlangerung aller Kanten ist eine Teilmenge von L(P, T). Das ist klar, da eine Kante
gerade die Verbindung zweier Ecken ist.
Es gilt auBBerdem:

Das heif3t, die Vereinigung aller Gebiete bildet den R?.
Dadurch kann folgende Menge definiert werden:
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7.5 Unterteilung von Gebieten in Regionen

Definition 7.2: Sei P ¢ R? ein Polygon mit Lochern und G*(P,T) = Gy, ..., G¢ dessen Unterteilung in
Gebiete. Dann ist
G(P,S):={G € G*(P,T) : G C P}.

Das ist also gerade die Menge an Gebieten, welche sich innerhalb des Polygons befinden. Es ist klar,
dass gilt:
G=P
GeG(P.S)

Da ein Gebiet auflerdem aus dem Schnitt von Geraden entsteht, ist jedes Gebiet konvex.

7.4.3 Komplexitat der Einteilung in Gebiete

Diese Konstruktion von Gebieten wird spiter fiir die Reduktion einer Watchman Route Instanz zu
einer ETR Instanz genutzt. Dafiir muss die Konstruktion in polynomieller Zeit durchfiihrbar sein. Es ist
|V(P)| = n die Anzahl an Ecken des Polygons und dessen Locher und k die Anzahl an Knickpunkten
des Streckenzugs. Die Menge L(P, S) hat O((n + j)?) Geraden.

Nun muss noch die Anzahl an Gebieten bestimmt werden, die durch L(P, T) erzeugt werden. Es ist
nicht offensichtlich, dass die Anzahl an Gebieten nicht exponentiell mit der Anzahl an Geraden wachst.
In ,,Computational Geometry”“ wurde diese Unterteilung untersucht [BCKOO08]. Es wird gezeigt, dass
die Anzahl an Gebieten quadratisch mit der Anzahl an Geraden wéchst. Das heifit, es gibt insgesamt
O((n+ j)*) Gebiete.

7.5 Unterteilung von Gebieten in Regionen

Da diese Gebiete noch nicht alle Eigenschaften besitzen, die fiir die Konstruktion einer ETR Instanz
bendtigt werden, miissen diese ein weiteres mal unterteilt werden.

7.5.1 Unterteilung von Gebieten in Regionen

Sei P ein Polygon mit Lochern und S ein Streckenzug in P mit den Eckpunkten p, ..., pg. Auflerdem
sei G(P, T) die Unterteilung von P in Gebiete und U (P, S) die Unterteilung von S in Teilstrecken. Die
Gebiete werden nun ein weiteres mal unterteilt. Betrachte dazu folgende Menge an Geraden:

L*(P,S):={te:t e U(P,S),e € V(P)}

Diese Menge an Geraden entsteht, indem von jedem Start- bzw. Endpunkt einer Teilstrecke zu jedem
Eckpunkt des Polygons eine Gerade gezogen wird. Die Geraden dieser Menge schneiden nun die Gebiete
G(P,T) und unterteilen diese somit ein weiteres mal in Regionen. Bezeichne diese mit R(P, S). Wie bei
den Gebieten, gehort auch hier der Rand zu der Region. Diese Unterteilung ist sehr technisch und wird
selbst bei kleinen Beispielen sehr grof3. Deshalb ist es schwierig dafiir ein Beispiel zu finden. Es wird
hier nochmal zusammengefasst, wie eine Region entsteht. Dafiir ist ein Polygon P und ein Streckenzug
S gegeben:

@ Zunichst wird die Menge L(P, S) an Geraden gebildet. Diese wird gebildet, indem von jedem Eck-
und Knickpunkt zu jedem weiteren Eck- und Knickpunkt eine Gerade gebildet wird.

@ Die Geraden dieser Menge schneiden nun den Streckenzug S. Die Punkte, in denen dieser Strecken-
zug geschnitten wird, sowie die Knickpunkte des Streckenzugs werden mit U (P, S) bezeichnet.

35



7 Das Watchman Route Problem ist in AR

Abbildung 7.3: Diese Abbildung zeigt die Konstruktion von Regionen. Es gibt leider zu viele Regionen,
um diese anschaulich darzustellen. Verbindet man alle schwarzen Punkte in dieser Grafik paarweise
miteinander, so bekommt man L?(P, S) und somit auch alle Regionen R(P, S).

@ Nun wird auflerdem das Polygon zerteilt. Dieses wird zunichst in Gebiete unterteilt. Diese
Entstehen, indem man nochmals die Menge L(P, S) betrachtet. Diese Menge unterteilt den R? in
Gebiete. Diejenigen Gebiete, die im Polygon liegen werden mit G(P, S) bezeichnet.

@ Als néchstes wird jedes Gebiet in Regionen Zerteilt. Dies geschieht wie folgt: Es wird zunachst die
Menge L?(P, S) konstruiert. Diese entsteht, indem von jedem Zwischenpunkt des Streckenzugs
U(P,S) zu jedem Eckpunkt V(P) des Polygons eine Gerade gebildet wird. Die Geraden dieser
Menge schneiden nun die Gebiete und Unterteilen diese in Regionen. Diese Werden mit R(P, S)
bezeichnet.

Diese Konstruktion ist sehr technisch, allerdings kann auf keine dieser Unterteilungen verzichtet
werden, da jede Unterteilung eine Eigenschaft mit sich bringt die spater im wichtigsten Lemma dieses
Kapitels benétigt wird.

Lemma 7.3: Sei P ein Polygon und S ein Streckenzug. Dann gilt:

R=P
ReR(P.S)

Beweis. Fiir die Menge aller Gebiete gilt | Jgeg(p,s) G = P. Da jedes Gebiet weiter in Regionen unterteilt
wurde, existiert auflerdem zu jedem Gebiet G € G(P, S) eine Menge an Regionen {Ry, Rs, Rs, . . ., R, } fur
die gilt: i, R; = G. Da das fiir jedes G in P gilt und die Vereinigung aller G das Polygon P bilden, folgt
die Behauptung.

a
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7.6 Konstruktion einer endlichen Zeugenmenge

7.5.2 Komplexitat der Einteilung in Regionen

Um ein Gebiet in eine Region einzuteilen muss zunichst die Kardinalitidt von L?(P, S) bestimmt werden.
Fiir L%(P,S) wurden alle Zwischenpunkte aus U(S) mit allen Eckpunkten V(P) zu einer Geraden
erweitert. Die Anzahl an Zwischenpunkten [|U(S)]| ist O((k +n)? - k). Die Anzahl an Eckpunkten V (P)
ist n. Das heift die Kardinalitit von ||[L2(P, S)|| ist O((k+n)% -k -n) = O(nk®+2 - n?k? + n3k). Die Gerade
dieser Menge schneiden nun alle Gebiete und bilden so Regionen. Das kann man auch interpretieren,
als die entstehenden Regionen aus den Geraden L(P, S) U L?(P, S). Diese Menge hat die Kardinalitit
L(P,S) UL%(P,S) = O((k +n)? - k - n) und somit kann wieder mit [BCKO08] die Anzahl an Regionen
bestimmt werden. Denn diese wachst dann nur quadratisch mit der Anzahl an Geraden. Also ist die
Anzahl an Regionen ||R(P, S)|| gleich O(((k + n)? - k - n)?). Insbesondere also polynomiell beziiglich n
und k.

7.6 Konstruktion einer endlichen Zeugenmenge

In diesem Abschnitt wird ein Lemma bewiesen, welches hilft eine Zeugenmenge zu konstruieren. Die

Zeugenmenge, die konstruiert wird, besteht aus den Mittelpunkten aller Regionen. Da die Anzahl an

Regionen polynomiell mit der Eingabegrofie wichst, ist die Zeugenmenge polynomiell grofi.
Zunachst wird der Begriff ,sehen erweitert.

Definition 7.4: Sei P ein Polygon. Eine Strecke t in P sieht einen Punkt p in P, genau dann wenn ein t*
auf't existiert, sodass t* den Punkt p sieht. Sei weiter R eine Region. Die Strecke t sieht R genau dann wenn
t aller € R sieht.

7.6.1 Es geniigt einen Punkt einer Region zu iiberpriifen

Lemma 7.5: Sei P ein Polygon mit Lichern, S ein Streckenzug mit der Unterteilung in die Zwischenpunkte
U (P, S) und die Unterteilung in die Regionen R(P, S). Dann gilt fiir R € R(P, S) und einer Teilstrecke t = t1t,
mit t1, t; € U(P, S)

Vr €R:(tsiehtr = t sieht R)

Dieser Satz besagt, dass wenn eine Teilstrecke einen Punkt einer Region sieht, dann wird die ganze
Region gesehen. Der Satz besagt weiterhin, dass es nicht nur einen Punkt gibt, der diese Eigenschaft hat,
sondern dass das fiir jeden beliebigen Punkt der Region gilt. Das heif3t, um spéter zu iiberpriifen, ob
eine Teilstrecke eine Region sieht, geniigt es zu tiberpriifen, ob eine Teilstrecke einen Punkt, etwa den
Mittelpunkt der Region, sieht. Denn aus diesem Lemma folgt aulerdem, dass eine Region ganz oder gar
nicht gesehen wird. Der Beweis fiir diesen Satz ist sehr technisch und sehr lang und beinhaltet viele
Fallunterscheidungen. Deshalb wird er in verschiedene Abschnitte unterteilt.

Beweis. Das Bild malen:

Fiir diesen Beweis werden mehrere n-Ecke konstruiert. Es bezeichnet A, das Dreieck mit den
Eckpunkten a, b und ¢ und Ogpc4... bezeichnet das n-Eck mit den Eckpunkten a, b, ¢, d, . ... Es seien t;
und ¢, der Anfangs bzw. Endpunkt von t. Es wird nun die Region R und die Teilstrecke ¢ betrachtet. Man
kann direkt feststellen: Die Region R kann nicht so liegen, dass die Gerade ¢ die Region R schneidet.
Siehe dazu Abbildung 7.4. Denn lidge die Region R so, dass die Gerade ¢ diese schneidet, so fiihrt das
direkt zum Widerspruch:
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Abbildung 7.4: In dieser Abbildung sieht man, wie eine Region und eine Teilstrecke nicht liegen kénnen.

s Zur Teilstrecke ¢ gehort eine Uberliegende Strecke s = s;s,, fiir die gilt: ¢ C s. Die Gerade s ist
identisch mit der Geraden ¢. Diese gerade liegt in L(P, S) und kann somit die Region R nicht schneiden.
Das heifit die Region R kann in diesem Sinne nicht ,iiber” der Teilstrecke ¢ liegen. Sie kann also links oder
rechts der Teilstrecke liegen. O.B.d.A wird angenommen, dass R rechts von t liegt. Das Koordinatensystem
kann immer so gedreht werden, dass die Teilstrecke ¢ parallel zur Y-Achse liegt. Siehe dazu Abbildung 7.4.

0,

Sy

U,

Uy

Abbildung 7.5: In dieser Abbildung sieht man, wie die geraden O, O,, U; und U, konstruiert sind.
Auflerdem sieht man die Schnittpunkte a, b und c.

Im folgenden werden die Geraden Oy, O, und U;, U; konstruiert. In Abbildung 7.5 sind diese abgebildet.
Anschaulich sind U; und U, gerade diejenigen Geraden, die vom Punkt ¢; aus die Region R ,gerade so*
einschlieen und O; und O, sind gerade diejenigen Geraden, die vom Punkt 2; aus die Region R ,gerade
so” einschlieflen. Diese werden nun formal definiert. Betrachte nun den Punkt t,. Betrachte nun alle
Geraden mit den folgenden Eigenschaften:

Die Gerade geht durch den Punkt ¢,
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Die Gerade geht durch genau einen Punkt in R oder die Gerade verldngert eine Kante von R.

Man kann sich klar machen, dass es genau zwei Geraden gibt, die diese Eigenschaften erfiillen. Bezeichne
diejenige mit der gréferen Steigung mit O, und diejenige mit der geringeren Steigung als O;. Mache
diese Konstruktion analog mit dem Punkt #; und bezeichne die Gerade mit der geringeren Steigung als
U; und die Gerade mit der héheren Steigung als U,.

Bezeichnung der Schnittpunkte Bezeichne nun die Schnittpunkte der sich schneidenden Geraden. Es
bezeichne X @ Y den Schnittpunkt zweier Geraden. Es sei Uy ® O = a, U, @ O; =bund O; & O; = c.
Diese Zerlegung ist in Abbildung 7.5 dargestellt.

ta

Abbildung 7.6: Diese Abbildung veranschaulicht, dass sich kein Eckpunkt in dem hellblauen Dreieck
befinden kann, da ansonsten die Region R geschnitten wiirde.

Eckpunkte kénnen sich nur in einem Dreieck aufhalten

Betrachte die Dreiecke Ay, gp, At,pc Und Agp. In diesen Dreiecken kann sich kein Eckpunkt aus V (P)
befinden. Denn befinde sich ein Eckpunkt e € V(P) in A 4, so wiirde die Gerade te die Region R
schneiden. Siehe Abbildung 7.6. Die Gerade f;e befindet sich in L?(P, T). Da Regionen allerdings so
konstruiert wurden, dass die Gerade aus L?(P, T) nur Teil vom Rand einer Region sein konnen, fiihrt
dies zu einem Widerspruch. Analog gilt dieses Argument fiir das Dreieck A;,;, mit Punkt t, und der
Gerade tye. In dem Dreieck Ay kann sich auch kein Eckpunkt e € V(P) befinden, denn dann wiirde
sowohl die Gerade te, als auch die Gerade t;e die Region R schneiden.

Mogliche Anordnung von Lochern Betrachte nun das verbleibende Dreieck Ag,s,p. In diesem kénnen
sich Eckpunkte von mehreren Lochern befinden. Es konnen sich auch ganze Locher in diesem Dreieck
befinden. Allerdings ist nicht jede Anordnung von Lochern méglich. Im folgenden wird bewiesen, dass
in jeder moglichen Anordnung von Lochern die Region R noch ganz von ¢ gesehen wird. Dafiir werden
Fallunterscheidungen beziiglich dem Viereck Oy, ,4c getroffen.

Fall 1: Kein Loch schneidet das Viereck Og,s,4c (Siehe Abbildung ??): In diesem Fall sieht jeder Punkt
von t jeden Punkt von R und das Lemma ist offensichtlich wahr. In den folgenden Fallen werden also
nur Locher betrachtet, die 0;, 4,4, auch schneiden.

Fall 2: Die Kante K eines Loches L schneidet sowohl t;a, als auch #;c. Siehe Abbildung 7.7. In diesem
Fall existiert kein Punkt auf ¢, der einen Punkt in R sieht. Sei dazu t* € ¢t und r* € R. Betrachte nun die
allgemeine Strecke t*r*. Jede dieser Strecken schneidet die Kante K. Also gibt es keinen Punkt auf ¢, der
einen Punkt in r sieht. Somit ist die Voraussetzung des Lamms falsch und das Lemma somit korrekt.
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Abbildung 7.7: Diese Abbildung zeigt Fall 2. Dabei ist K eine Kante, die die ,Sicht” von ¢ auf R versperrt.

Abbildung 7.8: Diese Abbildung zeigt Fall 3. Dabei ist die dunkelgriine Strecke eine Sichtlinie und e
der Eckpunkt, der unter der Sichtlinie liegt.
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Fall 3: Es befindet sich mindestens ein Eckpunkt von V(P) in Oy, 4,4c. Es wurde bereits festgestellt,
dass sich kein Eckpunkt in den Dreiecken Ay, 45, Az,pe und Agpe befinden kann. Das heif3t alle Eckpunkte
befinden sich in dem Dreieck A ;,,. Nach Voraussetzung existiert ein r in R, dass von einem ¢* in ¢
gesehen wird. Betracht nun die Strecke rt*. Diese Strecke schneidet offensichtlich kein Loch. Betrachte
nun den Eckunkt, der dieser Strecke am néchsten ist und sich auflerdem im Dreieck A, ;,; befindet. ,Am
néichsten” ist dabei wie folgt definiert: Verschiebe die Strecke rt* entlang der Y-Achse, entweder hoch
oder runter, bis ein Eckpunkt gefunden wird. O.B.d.A ist der néchste Eckpunkt unter der Strecke rt*.
Befindet sich der Eckpunkt iiber der Strecke rt*, so kann man das ganze Koordinatensystem an der
X-Achse spiegeln und dann befindet sich der Eckpunkt unter der Strecke. Nenne diesen Eckpunkt e.
Siehe hierfiir Abbildung 7.8. Betrachte nun folgende Geraden t;e und t;e. Diese Geraden unterteilen das
Dreieck Ay, 1,5 in vier Teile. Siehe dazu Abbildung 7.9. Benenne dafiir folgende Schnittpunkte te®tic = f
und te @ fa = g. Diese Schnittpunkte existieren immer, da sich der Punkt e in dem Dreieck Ay,
befindet. Nun kénnen die vier Teile benannt werden. Diese sind die Dreiecke A z,e, Ate f> Dtyeqr SOWiE
das Viereck Oggp -

Abbildung 7.9: Diese Abbildung zeigt die weitere Unterteilung des Dreiecks Ay .

Nun kann man Beobachtungen feststellen. So kann zum Beispiel kein weiterer Eckpunkt e* in dem
Dreieck Ay, 1, liegen, denn dann wiirde die Gerade e*e die Teilstrecke ¢ schneiden. Die Teilstrecken
wurden aber so konstruiert, dass keine Gerade aus Eckpunkten von V(P) diese schneiden. Analog gilt
das fiir das Viereck O,gp¢. Befdnde sich in dort ein Eckpunkt e*, so wiirde die gerade e*e die Teilstrecke
t schneiden. Siehe dafiir Abbildung 7.10

Eine weitere Beobachtung ist die folgende, der Eckpunkt e hat zwei Kanten, die von ihm weg gehen.
Sei k eine solche Kante. Fiir k muss folgendes gelten. Die Kante k kann nicht das Dreieck Ay, ;,c schneiden.
Denn dann wiirde wieder die Gerade k die Teilstrecke ¢ schneiden. Die Kante k kann aufferdem nicht das
Viereck Oggp ¢ schneiden. Auch dann wiirde die Gerade k die Teilstrecke t schneiden. Die Teilstrecken
waren aber so konstruiert, dass sie nicht mehr von einer Geraden aus zwei Eckpunkten geschnitten
werden konnen. Betrachte weiter die Kante k. Befdnde sich diese im Dreieck Ay,ge, so fithrt das wie folgt
zum Widerspruch: Entweder die Kante k schneidet die Strecke rt*, was gerade die Sichtlinie von t* zu
r ist oder die Kante endet, bevor sie die Sichtlinie schneidet. Endet die Kante bevor sie die Sichtlinie
schneidet, so gibt es einen Eckpunkt, der zwischen der Strecke r¢* und e liegt. Nach Voraussetzung
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Abbildung 7.10: In dieser Abbildung sieht man, dass sich kein weiterer Eckpunkt e* in den tiirkisen
Dreiecken befinden kann.

war aber e der Eckpunkt, der am néchsten an der Strecke rt* liegt. Das hast beide diese Félle fithren zu
einem Widerspruch. Also miissen die beiden Kanten von e durch das Dreieck A;,; . verlaufen. Siehe
dazu Abbildung 7.11.

Abbildung 7.11: Diese Abbildung zeigt, wie sich die Kanten des Eckpunktes von e verhalten. In grau
sieht man das Loch.

Zusammenfassend ist also folgende Situation gegeben:

Nach Voraussetzung gibt es eine Sichtlinie zwischen t* € t und r € R. Dann wurde der Eckpunkten
betrachtet, der am nichsten an dieser Sichtline liegt. O.B.d.A liegt dieser Punkt unter der Sichtlinie.
Dann wurde festgestellt, dass sich kein weiterer Eckpunkt in dem Dreieck Ay ;,e, sowie dem Viereck
Oefgp befinden kann. Es wurden dann die Kanten k betrachtet, die von dem Eckpunkt e weg gehen.
Diese miissen durch das Dreieck A, 7, verlaufen. Das heifit, weitere Eckpunkte konnen sich nur in dem
Dreieck Az, und A4 ¢ authalten. Mit diesen Informationen kann man nun den letzten Fall beweisen.
Siehe dafiir Abbildung 7.12.
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7.6 Konstruktion einer endlichen Zeugenmenge

Abbildung 7.12: Diese Abbildung zeigt, wie ein weiteres Loch liegen kann.

Sei nun 7 ein Punkt der Region R. Dieser Punkt befindet sich also in dem von den beiden Geraden bc
und ba eingeschlossenen Bereich, der aulerdem die Region R beinhaltet.tm Betrachte nun die Strecke
re. Diese Strecke muss vollstindig in P liegen. Denn in Aabc, Atyab, Aty;be und O, ¢y konnen keine
Eckpunkte liegen, also kann es auch keine Kante geben, die 7e schneidet. Denn mégliche Kanten kénnen
nur die Dreiecke A; r und Ay, schneiden. Da zwischen diesen Dreiecken allerdings ein Bereich ist,
durch welchen gesehen werden kann, schneidet die Erweiterung der Strecke re die Teilstrecke ¢ in
einem Punkt £, sodass der Punkt  den Punkt 7 sieht. Damit ist Fall 3 abgeschlossen und somit folgt die
Behauptung.

a

7.6.1.1 Folgerung des Lemmas

Durch Kontraposition, folgt aus Lemma 7.5 folgendes: Wird ein Punkt einer Region von einer Teilstrecke
nicht gesehen, so wird die ganze Region nicht gesehen. Um also zu iiberpriifen, ob eine Teilstrecke eine
Region sieht, geniigt es fiir einen beliebigen Punkt aus dieser Region zu tiberpriifen, ob die Teilstrecke
diese sieht. M6chte man weiter iiberpriifen, ob die Region vom ganzen Streckenzug gesehen wird, so
muss die Tour in Teilstrecken zerlegt werden und dann von jeder Teilstrecke iiberpriift werden, ob ein
beliebiger Punkt dieser Region gesehen wird. Um weiter zu iiberpriifen, ob das ganze Polygon von dem
Streckenzug gesehen wird, so muss dieser Schritt fiir alle Regionen durchgefithrt werden.

7.6.2 Die Zeugenmenge

Um nun eine endliche Zeugenmenge zu konstruieren, wird ein Punkt aus jeder Region gew#hlt. Der
Einfachheit halber sei dies der Mittelpunkt jeder Region. Sei also P ein Polygon mit Lochern und S
ein Streckenzug im Polygon. Sei auflerdem U (P, S) die Unterteilung in Teilstrecken und R(P, S) die
Unterteilung von P in Regionen. Die Zeugenmenge Z (P, S) ist dann

4

+ ..
Z(P,S) = {% :R e R(T,S) Aey,...,ep sind alle Eckpunkte von R}
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7 Das Watchman Route Problem ist in AR

Die Méchtigkeit von Z (P, S) entspricht dann der Anzahl an Regionen. Diese ist mit n Eckpunkten des
Polygons und k Knickpunkten der Tour gerade O(((k +n)? - k - n)?).

7.6.3 Strecke sieht Punkt

Nun muss noch ein Weg gefunden werden, wie mit polynomiellem Zeitaufwand tiberpriift werden kann,
ob eine Strecke einen Punkt sieht. Das ist zunichst nicht klar, denn eine Strecke hat tiberabzahlbar viele
Punkte, die potentiell iiberpriift werden missen. Allerdings kann man diese tiberabzéhlbar vielen Punkt
reduzieren und es wird gezeigt, dass es geniigt polynomiell viele Punkte zu iiberpriifen. Im Beweis des
letzten Lemmas konnte man schon sehen, welcher Bereich der Strecke angibt, ob ein Punkt gesehen wird.
Dies soll nun konkret angegeben werden. Konstruiere dafiir ein Pradikat, welches iiberpritft, ob eine
Strecke s im Polygon P einen Punkt p sieht. Dieses soll nur aus dem Alphabet {A, V, <, =, (,) +, —, x1, X3...}
bestehen und polynomiell lang beziiglich P sein. Definiere dafiir folgende Hilfspradikate:

Das Hilfspradikat SCHNEIDET(q, b, ¢, d) ist wahr, wenn die Strecke ab die Strecke cd schneidet. Es sei
a = (ax,ay), b= (by,by), c = (cx,cy), d = (dy,dy). Definiere nun das Skalarprodukt

N = (by —ay) - (dy - Cy) - (by - ay) (dy —cx)
der Vektoren b —aund d —c. Und fir N # 0

(cx —ax) - (dy - Cy) - (Cy - ay) (dy —cx)
B N

und weiter
Ay —Cx + 5 (by — ay)

t:=
dy — Cy
Mit diesen Hilfsvariablen gilt folgendes: ab und cd sind parallel, genau dann wenn N = 0 und sie
schneiden sich genau dann, wenn 0 < ¢, s < 1. Das heifit das Pradikat kann so definiert werden:

SCHNEIDETSTRECKESTRECKE (4, b,c,d) = " (N=0)A0<t<1A0<s<1

Die Lange dieses Pradikates ist konstant.

Nun kann das Pridikat SIEETPUNKTPUNKT(P, p1, p2) konstruiert werden. Dieses tiberpriift, ob p; den
Punkt p, im Polygon P sieht. Seien kj, ... k, die Menge an Kanten in P und Start(k;) gibt den Startpunkt
und Ende(k;) den Endpunkt der Strecke an. Dann ist SIEHT(P, p1, p2) gerade:

n
SIEHTPUNKTPUNKT(P, py, p2) = /\ —~SCHNEIDETSTRECKESTRECKE(p1, po, Start(kr), Ende(ky))
f=1

Die Lange dieses Pradikates ist gerade die Lange des Pradikates SCHNEIDETSTRECKESTRECKE multi-
pliziert mit der Anzahl an Kanten n. Da die Lange des Pradikates SCHNEIDETSTRECKESTRECKE konstant
ist, ist die Lange von SIEHTPUNKTPUNKT gerade O(n)

Um das Pradikat SIEHTSTRECKEPUNKT zu definieren wird folgendes Lemma gezeigt:

Lemma 7.6: Sei P ein Polygon mit Lochern, s eine Strecke mit s; Startpunkt und s, Endpunkt in P und p
ein Punkt in P. Dann gilt:

s sieht p & sy sieht p V s, sieht p vV Je € E(P) : pe schneidet s in x A x sieht p
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7.6 Konstruktion einer endlichen Zeugenmenge

s1 sieht p so sieht p x sieht p

oD -“‘op e p

Abbildung 7.13: In dieser Abbildung sieht man die drei Falle, wie iiberpriift wird, ob ein Punkt von
einer Strecke gesehen wird.

Beweis. Gelte zunichst die rechte Seite, also s; sieht p oder s; sieht p oder es existiert eine Ecke e € V(P)
fur die gilt, dass die Gerade pe einen Punkte x auf s schneidet und dieser Punkt p sieht. Dann gibt es
zwei Falle:

Fall 1: s; oder s, sehen den Punkt p. Dann sieht per Definition s den Punkt p.

Fall 2: s; und s, sehen den Punkt p nicht. Damit dann die rechte Seite wahr ist, muss ein Punkt e in
V(P) existieren, sodass pe schneidet s in x A x sieht p. Dann sieht x € s den Punkt p.

Gelte nun die linke Seite, also s sieht p: Da s nach Voraussetzung den Punkt p sieht, existiert ein
p* € s, sodass p* den Punkt p sieht. Lauft man nun die Strecke s in Richtung s; stetig ab und der Punkt
p wird zu jedem Zeitpunkt gesehen, so sieht s; den Punkt p und die Aussage ist wahr. Ist dies nicht der
Fall, so muss es einen Punkt p geben, ab dem p den Punkt p gerade noch sieht und fiir jedes ¢ weiter in
Richtung s; der Punkt p den Punkt p nicht mehr sieht. Betrachte die Strecke pp. Damit p den Punkt p
gerade noch sieht, muss die Gerade ﬁ_p eine Ecke schneiden oder zumindest bertihren. Dann sieht p den
Punkt p nach Konstruktion. Da dieses Argument Analog fiir s, gefithrt werden kann, folgt die Aussage
in die rechte Richtung und somit stimmt die Aussage. a

Das heif’t um zu priifen, ob eine Strecke s;s; einen Punkt p sieht, geniigt es endlich viele Schnittpunkte
zu Uberpriifen. Genauer muss also gepriift werden, ob s; den Punkt p sieht oder ob s, den Punkt p sieht,
oder ob eine Gerade aus p und einem Eckpunkt die Strecke s schneidet und diesen Schnittpunkt auch
sieht. Sei SCHNITTPUNKTSTRECKEGERADE(4, b, ¢, d) wie folgt definiert:

SCHNEIDETSTRECKEGERADE(a, b,c,d) = - (N=0) A0 <t <1

Diese Pradikat ist wahr, falls ein Schnittpunkt zwischen der Strecke ab und der Geraden cd existieren.
Die Linge dieses Pridikates ist O(n). Sei @(a, b, ¢,d) eine Funktion, die den Schnittpunkt aus einer
Geraden ab und einer Gerade cd angibt. Diese kann man wie folgt definieren:

®(a,b,c,d)=A+s-(B-A)
Dabei ist s wie folgt definiert:
N = (by —ay) - (dy - Cy) - (by - ay) < (dy —cx)
der Vektoren b —aund d — c. Und fir N # 0

(cx - ax) : (dy - cy) - (Cy - ay) : (dx - cx)
N

S =
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7 Das Watchman Route Problem ist in AR

Jetzt kann also das Pradikat SIEHTSTRECKEPUNKT(P, s, sz, p) definiert werden. Seien ey, ..., e, alle
Eckpunkte des Polygons. Dann ist:

SIEHTSTRECKEPUNKT(P, 51, S, p) =

SIEHTPUNKTPUNKT(P, 51, p) V SIEHTPUNKTPUNKT(P, s3, p)
i=n
\Y; \/ SCHNEIDETSTRECKEGERADE(SY, S2, P, €;) = SIEHTPUNKTPUNKT(P, ®(s1, S2, P, €;), P)
i=1
Nun wird die Linge dieses Pradikats tiberpriift. Insgesamt gibt es n+2 mal das Pradikat SIEHTPUNKTPUNKT.
Zwei mal um den Start und Endpunkt zu tberpriifen und fir die n Eckpunkte jeweils noch ein
mal. Dieses hat eine Lange von O(n). Die Berechnung des Schnittpunktes erfolgt auflerdem in kon-
stanter Zeit. Das heifit die Linge aller StEHTPUNKTPUNKT Pridikate ist O(n?). Aulerdem gibt es n
mal das Pradikat SCHNEIDETSTRECKEGERADE(sy, Sy, D, €;). Dieses hat eine Konstante Linge, also ist
die Lange aller SCHNEIDETSTRECKEGERADE sy, S2, p, €;) gerade O(n). Somit ist die gesamte Lange von
SIEHTSTRECKEPUNKT(P, 51, 5, p) gerade O(n?).

Als nachstes wird ein Pradikat konstruiert, welches wahr ist, falls ein Streckenzug pip; ... px im
Polygon P eine Region R mit Mittelpunkt z sieht. Seien dafiir 1, t5, . . ., t) die Unterteilung von p1p; . .. px
in Teilstrecken. Dann ist folgendes Pradikat wahr, falls die Strecke S die Region R sieht:

A-1

SIEHTSTRECKENZUGREGION(P, py, ..., P, 2) = \/ SIEHTSTRECKEPUNKT(P, t;, t141, 2)

i=1
Streng genommen ist das keine erlaubte Form einer ETR Instanz, denn die Zerlegung des Streckenzuges
PPz - - - pr in die Teilstrecken ¢4, ty, . . ., t; musste in diesem Pridikat auch noch vorkommen. Das wurde
hier einfach als gegeben angenommen. Es wurde allerdings bereits gezeigt, dass die Anzahl an Teilstre-
cken nur polynomiell grof3 beziiglich n und p ist und aufBerdem wurde bereits die Funktion & definiert,
welche den Schnittpunkt von zwei Geraden bestimmen kann. Um dieses Pradikat also sauber und auf
unterster Ebene zu definieren, miisste man polynomiell viele Schnittpunkte ausrechnen. Es ist klar, dass
das mit einem Pradikat mit polynomieller Lange darstellbar ist.

Nun fehlt noch das letzte Pradikat, welches genau dann wahr ist, falls ein Streckenzug das ganze

Polygon sieht. Seien zy, zy, . . ., z,, alle Punkte der Zeugenmenge. Definiere nun das Pradikat:
7
SIEHTSTRECKENZUGPOLYGON(P, py, ..., pk) = /\ SIEHTSTRECKENZUGREGION(P, py, . . ., Z;)
j=1

7.7 Das Watchman Problem ist in 3R

Um nun zu zeigen, dass sowohl das WRP als auch das WRPK in JR liegen, wird ein letztes Pradikat
benotigt. Dieses soll tiberpriifen, ob sich ein Streckenzug in dem Polygon befindet. Das Pradikat
k
STRECKENZUGINPOLYGON(P, py, ..., pr) = /\IMPOLYGON(P, i) ASIEERTPUNKTPUNKT(P, pj, Pir1 mod k)
i=1
iiberpriift, ob sich alle Punkte des Streckenzugs im Polygon befinden und ob der Punkt p; den Punkt
pi+1 sieht. Es ist klar, dass wenn sich diese Punkte sehen, die Strecke p;p;,1 das Polygon nicht schneidet.
Somit uberpriift dieses Pradikat, ob sich ein Streckenzug im Polygon befindet. Dieses Pradikat hat
aulerdem polynomielle Gré3e beziiglich der Eingabe.
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Theorem 7.7: Das Watchman Route Problem mit Knicken ist in 3R.

Beweis. Sei eine WRPK Instanz gegeben, also ein Polygon P und ein k € N. Konstruiere die folgende
ETR Instanz:

3py, ..., pr € R? : STRECKENZUGINPOLYGON(P, py, . . ., px) = SIEHTSTRECKENZUGPOLYGON(P, py, ..., p)

Nun muss gezeigt werden, dass diese ETR Instanz wahr ist, genau dann wenn die WRPK Instanz wahr
ist. Ist die WRPK Instanz wabhr, so gibt es also einen Streckenzug, der maximal k Knicke hat und das
ganze Polygon sieht. Dann ist aber auch die ETR Instanz wahr, denn dann konnen die k Knickpunkte er-
fullen sowohl das Pradikat STRECKENZUGINPOLYGON, als auch das Pradikat SIEHTSTRECKENZUGPOLYGON
und somit ist die ETR Instanz wahr. Ist die WRPK Instanz falsch, so kann es keine Variblenbelegung
P1,- .., pk € R? geben, so dass die beiden Priadikate wahr sind. Denn dann wire die Variablenbelegung
eine Losung der WRPK Instanz. Auflerdem ist die ETR Instanz nur polynomiell langer, als die WRPK
Instanz. Somit wurde das WRPK auf ETR reduziert und somit ist das WRPK in 3R.

a

Theorem 7.8: Das Watchman Route Problem ist in AR

Beweis. Sei eine LMP Instanz gegeben. Also ein Polygon P und ein [ € Q. Dann gibt es einen optimalen
Weg, der die Form eines Streckenzuges hat und mit ||V (P)|| = n maximal n? Knickpunkte hat. Insbesonde-
re existiert also ein polynomiell grofles n(n), welches eine obere Schranke der Knickpunkte angibt. Dann
kann folgende ETR Instanz konstruiert werden. Es ist LANGESTERCKENZUGKLEINER(p1, . .., 7, [y, ..., [ -1, 1)
das in Kapitel 5 definierte Pradikat, welches wahr ist, falls der Streckenzug die Lange kleiner oder gleich

I hat. Definiere dann folgende ETR Instanz

le,...,pn GRz.ll,...,l,}_l eR:

STRECKENZUGINPOLYGON(P, p1, .. ., py)
A LAENGESTRECKENZUGKLEINER(p1, . . ., pp, L1, .., Iy—1, 1)
= SIEHTSTRECKENZUGPOLYGON(P, p1, ..., pp)

Diese ETR Instanz ist nur polynomiell ldnger, als die Eingabe der WRP Instanz. Aulerdem werden
analog zu dem Beweis von Theorem (7.7) JA-Instanzen auf JA-Instanzen und NEIN-Inszane auf NEIN-
Instanzen abgebildet. Somit folgt direkt die Behauptung.

a

47






8 Fazit und Ausblick

In dieser Arbeit wurden das Lawn Mowing Problem und das Watchman Route Problem auf ihre Komple-
xitit untersucht. Fiir das Lawn Mowing Problem wurden modifizierte Versionen betrachtet. Bei einer
dieser Versionen wurde die Ausschneidefigur von einem Kreis zu einem Quadrat gedndert. Dabei wurde
festgestellt, dass optimale Losungen immer noch die Form eines Streckenzugs besitzen. Dieser Beweis
lasst sich ohne grofie Einschriankungen auf regelméflige Polygone tibertragen. Es ist allerdings nicht klar,
ob diese Eigenschaft auch fiir Ausschneidefiguren gilt, die eventuell Locher haben oder nicht einmal
zusammenhingend sind. Eine offene Frage, die also untersucht werden kann ist die folgende:

@ Hat das Lawn Mowing Problem auch bei Polygonen mit Lochern als Ausschneidefigur einen
Streckenzug als Losung?

Es wurde aulerdem das Lawn Mowing Problem mit Knicken eingefiihrt. Es wurde gezeigt, dass sich
dieses in der Komplexitatsklasse IVR befindet. Das legt direkt die folgenden Fragen fiir zukinftige
Arbeit nahe:

@ Ist das LMPK in 3R?
@ Oder ist das LMPK 3VR-Schwer?

Mithilfe des Lawn Mowing Problems mit Knicken wurde dann gezeigt, dass das klassische Lawn
Mowing Problem in VR liegt. Zeigt man eine dieser beiden Fragen fiir das LMPK, so kann man es wie
in dieser Arbeit direkt auf das LMP tibertagen. Also bleibt auch fiir das LMP die Frage offen:

@ Ist das LMP in JR?
@ Oder ist das LMP 3VR-Schwer?

Zum Schluss wurde das Watchman Route Problem untersucht. Hier wurde das Watchman Route
Problem mit Knicken eingefiithrt, welches wie beim Lawn Mowing Problem mit Knicken die Anzahl
an Knicken betrachtet. Um zu zeigen, dass dieses in IR liegt, musste zunichst eine Zeugenmenge
konstruiert werden. Dafiir musste das Polygon in Gebiete und Regionen unterteilt werden und der
Streckenzug in Teilstrecken. Es konnte dann gezeigt werden, dass das WRPK in 3R liegt. Dadurch
konnte, mit dem selben Argument wie beim LMP, darauf geschlossen werden, dass auch das WRP in 3R
liegt. Damit stellen sich die folgenden Fragen:

@ Ist das WRPK 3R-Schwer?
@ Ist das WRP 3R-Schwer?

Fiir fir zwei Probleme, die sowohl in der Theorie als auch in der Praxis wichtig sind, wurden neue
Obergrenzen beziiglich ihrer Komplexitit bestimmt. Die neuen Obergrenzen stellen einen wichtigen
Beitrag zum Verstandnis und zur Losung dieser Probleme dar und kénnen méglicherweise dazu beitragen,
ihre Anwendung in der Praxis zu verbessern. Die Ergebnisse dieser Arbeit zeigen, dass die Komplexitét
dieser Probleme begrenzt ist und dass weitere Forschung auf diesem Gebiet vielversprechend sein kann.
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