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Zusammenfassung

Navigationsgerite stehen heute einer breiten Masse zur Verfiigung. Mittlerweile
besitzt nahezu jedes Smartphone die ntige Hardware zur Positionsbestimmung. Ein
Aspekt eines Navigationsgeriits ist es, eine Route zu visualisieren, die den Nutzer von
einem Start- zu einem Zielort fithrt. Dem Nutzer wird dabei ein Ausschnitt der Karte
mit der hervorgehobenen Route gezeigt. Zusétzlich werden meist nahe gelegene Orten,
die von Interesse sein konnten (z.B. Einkaufsméglichkeiten) durch Beschriftungen
markiert.

In dieser Arbeit betrachten wir algorithmische Fragestellungen beziiglich des Be-
schriftens solcher Kartenausschnitte. Wir nehmen an, dass die Karte aus der Vogel-
perspektive dargestellt und die Route durch eine glatte Trajektorie modelliert ist. Die
Position und Ausrichtung des fiir den Nutzer sichtbaren Ausschnitts folgt dabei der
Trajektorie. Die Beschriftungen werden dem Nutzer beziiglich des angezeigten Karten-
ausschnitts horizontal angezeigt, was jedoch dazu fiihrt, dass sich Beschriftungen im
Laufe der dynamischen Visualisierung iiberschneiden kénnen. Unter Beriicksichtigung
dieses Aspekts gilt es nun, zu bestimmten Zeitpunkten ausgewihlte Beschriftun-
gen anzuzeigen und andere auszublenden. Ziel ist es die Anzahl der angezeigten
Beschriftungen iiber die Zeit zu maximieren. Um die Ubersichtlichkeit fiir den Nutzer
zu wahren, fordern wir zusétzlich eine Beschrankung der Anzahl der gleichzeitig
sichtbaren Beschriftungen. Dieses Problem nennen wir k-RESTRICTEDMAXTOTAL.

In dieser Arbeit werden wir verschiedene Algorithmen vorstellen, welche das Pro-
blem k-RESTRICTEDMAXTOTAL approximativ und heuristisch 16sen. Wir présentieren
anfangs einen Algorithmus, der k-RESTRICTEDMAXTOTAL 16st und !/27-approximativ
ist. Das Problem k-RESTRICTEDMAXTOTAL kann auch in zwei Teilprobleme zerlegt
werden. Wir werden erst einen Algorithmus vorstellen, der die Uberschneidungen ap-
proximativ 16st. Fiir spezielle Instanzen présentieren wir dann ein lineares Programm,
welches dieses Teilproblem optimal 16st. Neben einem approximativen und einem heu-
ristischen Algorithmus zur Beschriankung der gleichzeitig sichtbaren Intervalle zeigen
wir, wie dieses Teilproblem mithilfe eines Flussnetzwerkes in Linearzeit optimal gelost
werden kann. Wir geben dann einen Approximationsfaktor fiir einen Algorithmus, bei
dem eine Ausfithrung der approximativen Teilalgorithmen nacheinander erfolgt, an.
Abschlielend werden wir die Giite und die Laufzeit der Algorithmen experimentell,
anhand von Straflendaten aus Karlsruhe untersuchen. Die Ergebnisse zeigen, dass
die von den Algorithmen berechneten Losungen einen annidhernd optimalen Wert
besitzen.
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1. Einleitung

Heutzutage erfordern viele Anwendungen eine Visualisierung geographischer Informationen.
So werden in einem wichtigen Anwendungsfall, ndmlich der zivilen Navigation, einem
Nutzer StraBlen und gegebenenfalls Gebdude auf einem Kartenausschnitt angezeigt, der
sich entsprechend der Position des Anwenders veréndert. Ein bedeutender Aspekt ist die
Wegfindung. In der Navigation ist ein Weg von einem Punkt der Karte zu einem anderen
durch eine, meist kiirzeste, Route festgelegt. Diese Route dient dem Nutzer, um sich im
Stralennetz von einem Startpunkt zu einem Ziel zu bewegen. Solche Routen verlaufen fiir
gewohnlich, bedingt durch Abzweigungen und Kurven, nicht geradlinig. Dabei ist es fiir
den Nutzer nur wichtig, welche Abzweigungen er nehmen muss, die sich nicht innerhalb
seines Aktionsraums befinden. So wird ihm nur ein Ausschnitt der Karte gezeigt, der
sich an seiner aktuellen Position befindet. Die Position des Ausschnitts wird mit der
Bewegung des Nutzers, entlang einer gegebenen Bahnkurve, einer sogenannten Trajektorie,
verdndert. Um eine leichte Navigation zu gewéhrleisten, wird der Ausschnitt nicht, wie sonst
bei Karten iiblich, in Richtung Norden, sondern beziiglich der Fahrt- bzw. Laufrichtung
ausgerichtet. Dies wird dadurch erreicht, dass der Ausschnitt um den gleichen Winkel
gedreht ist, wie eine Tangente, die an der aktuellen Position der Trajektorie angelegt ist.
In Abbildung ist dies anhand einer Karte und dem Ausschnitt, den der Nutzer sieht,
veranschaulicht. Damit der Ausschnitt besonders an Abzweigungen einen ruhigen Ubergang
besitzt, nehmen wir an, dass die Trajektorie glatt verlauft. Ein weiterer Aspekt von
Navigationslosungen ist die Kartenbeschriftung. Dem Nutzer sollen neben dem Strafiennetz
und dem zu folgenden Weg auch bestimmte Orte angezeigt werden. Dabei kann es sich
beispielsweise um Einkaufsmdoglichkeiten, Unternehmen oder 6ffentliche Einrichtungen
handeln. Meistens wird ein Ort durch seinen Namen auf der Karte kenntlich gemacht. Die
Beschriftung erfolgt dann durch den Namen des Ortes an dessen Position auf der Karte.
Wir gehen hier von der vereinfachenden Annahme aus, dass die Beschriftungen durch
achsen-parallele Rechtecke beschrieben werden, die den eigentlich darzustellenden Text
umranden. Die linke untere Ecke eines Rechteckes ist sein Ankerpunkt und befindet sich an
der entsprechenden Position auf der Karte. Die Beschriftungen sollen horizontal beziiglich
des Kartenausschnitts angezeigt werden. Da der Ausschnitt jedoch beziiglich der Position
auf der Trajektorie ausgerichtet ist, dndern die Beschriftungselemente ihre Ausrichtung
anhand einer fest vorgegebenen Richtung. Aufgrund dieser dynamischen Ausrichtung, die
von der aktuellen Position auf der Trajektorie und der eventuellen Fiille von Beschriftungen
abhingt, konnen sich Uberschneidungen zwischen Beschriftungen ergeben. Allerdings sind
solche Uberschneidungen nicht wiinschenswert, da sie dazu fithren, dass Beschriftungen
ganz oder teilweise nicht lesbar sind. Um dies zu verhindern, werden Beschriftungen zu
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Abbildung 1.1: Eine beschriftete Karte mit einem Ausschnitt, dessen Position und Ausrich-
tung einer Trajektorie folgt. Ein Nutzer sieht nur den Ausschnitt der Karte,
wie er rechts abgebildet ist

bestimmten Zeitpunkten ausgeblendet. Ein weiterer Aspekt ist die Anzahl der fiir den
Nutzer sichtbaren Beschriftungen. Im Straflenverkehr birgt ein Navigationsgerdt immer die
Gefahr den Nutzer abzulenken. Besonders wenn zusétzlich Beschriftungen gelesen werden
konnen, ist die Betrachtungszeit hoher. Auch leidet die Sichtbarkeit des Straflennetzes und
des Weges unter zu vielen Beschriftungen. Eine Begrenzung der maximalen Anzahl der
gleichzeitg sichtbaren Beschriftungen ist also wiinschenswert. In dieser Arbeit werden wir
sowohl den Aspekt der Begrenzung der Zahl gleichzeitig sichtbarer Beschriftungen, als auch
deren Uberschneidungen behandeln. Dazu miissen die Zeitpunkte bestimmt werden, zu
denen eine Beschriftung angezeigt werden darf. Beziiglich der Sichtbarkeit gibt es weitere
Qualitétskriterien, die fiir den Nutzer wichtig sein kénnen. Dazu zdhlt insbesondere das
Beschriftungen nicht wiederholt ein- und ausgeblendet werden. Andernfalls kann es passieren,
dass eine Beschriftung beispielsweise flackert (siehe ). Wir betrachten daher nur
den Fall, dass eine Beschriftung fiir den gesamten Zeitraum, in dem es sich innerhalb
des Ausschnitts befindet, entweder sichtbar oder unsichtbar ist. Sind die Zeitpunkte der
Sichtbarkeit fiir jede Beschriftung festgelegt, so bestimmt das Integral der Anzahl der
Beschriftungen iiber die Zeit wie gut diese Losung ist. Unter allen moglichen Losungen
finden sich dann eine oder mehrere optimale Losungen. Es existiert ein Algorithmus, der
so eine optimale Losung berechnet (siehe [GNN13]). Beachtet man jedoch die begrenzte
Hardware von Navigationsgeriten, ist die Laufzeit dieses Algorithmus fiir die Praxis eher
ungeeignet. Ziel ist es also, einen Algorithmus zu entwickeln, der moglichst gute Losungen
in kurzer Zeit berechnet.

Forschungsstand

Betrachtet man statische Karten, so gibt es dort auch die Herausforderung Beschriftun-
gen anzuzeigen. Fiir die Beschriftungen werden neben achsenparallelen Rechtecken auch
andere Formen betrachtet. Im Artikel wird hierzu beispielsweise ein approximativer
Algorithmus vorgestellt, der kreisférmige Beschriftungen nutzt. Zudem muss die Grofie
der Beschriftungen nicht fest sein. Das Problem besteht dann darin, die Grofle der Be-
schriftungen zu maximieren, so dass keine Uberschneidungen auftreten (siehe dazu auch
SWO01]). Beschrinkt man sich bei den Beschriftungen auf achsenparallele Rechtecke fester
Grofle, sollen dann moglichst viele Beschriftungen iiberlappungsfrei angezeigt und andere



ausgeblendet werden. Die Position der Beschriftungen muss dabei nicht fest sein. Dazu
wird in [vKSWO8] ein ,slider model“ vorgestellt. Bei diesem Modell muss eine Beschriftung
den jeweiligen Ankerpunkt mit einer Kante beriihren. Es stehen dann unendlich viele
Positionen fiir das Rechteck zur Verfiigung. Werden hingegen nur endlich viele Positionen
zugelassen, spricht man vom ,fixed model“. Hier wird zwischen den moglichen Positionen
unterschieden. So gibt es ein Modell, bei dem die linke untere Ecke des Rechtecks auf
dem Ankerpunkt liegen muss. Bei anderen Modellen sind zwei, vier oder acht Positionen
moglich, so dass entsprechende Punkte des Rechtecks auf dem Ankerpunkt liegen. Wir
betrachten hier jedoch nur das ,,fixed-position“ Modell, bei dem nur eine Position zugelassen
ist. Das Maximierungsproblem fiir dieses Modell ist N'P-vollstéindig (siehe ). Fiir
das Problem werden in approximative Algorithmen vorgestellt. Einer der dort
prisentierten Algorithmen betrachtet Rechtecke beliebiger Grofle. Der Algorithmus besitzt
eine Laufzeit in O(n logn) und einen Approximationsfaktor, der in O(logn) liegt. In [CC09
wird hingegen ein Algorithmus beschrieben, dessen Approximationsfaktor in O(loglogn)
liegt. Die beweisbaren Approximationsfaktoren fiir Beschriftungen beliebiger Grofle liegen
deutlich unter einer optimalen Losung. Fiir Beschriftungen mit einheitlicher Hohe gibt
es bessere Giitegarantien. Es existieren auch Verdffentlichungen, in denen heuristische
Algorithmen vorgestellt werden, die in der Praxis annéhernd optimale Ergebnisse erzielen
(sieche [WWEKSO01]). In [WW97] wird zudem eine Heuristik beschrieben, die zusétzlich einen
Approximationsfaktor aufweist und in der Praxis ebenfalls annédhernd optimale Lésungen
berechnet.

Eine Erweiterung des Problems auf dynamische Karten erscheint unter heutigen Gesichts-
punkten sinnvoll. Fiir den Fall, dass die Karte vergréfierbar und der Ausschnitt verschiebbar
ist, werden approximative Algorithmen in beschrieben. Ein weiterer Aspekt ist
das kontinuierliche Drehen einer Karte, bei der die Beschriftungen ihre waagrechte Aus-
richtung beibehalten und sich nicht iiberschneiden diirfen. In wird ein Modell fiir
dieses dynamische Drehen einer Karte entwickelt und ein Maximierungsproblem definiert.
Dieses Maximierungsproblem ist A/P-vollstindig. In der Arbeit werden auch approximative
Algorithmen mit polynomieller Laufzeit fiir das Problem vorgestellt. Neben diesem Maxi-
mierungsproblem gibt es auch das Problem der Gré8enmaximierung der Beschriftung (siehe
[YI13]). Wir werden in dieser Arbeit jedoch nicht néher darauf eingehen. Ein formales
Modell fiir dynamische Karten und ihre Beschriftung wurde erstmals in eingefiihrt.
Ein vollstandiges Modell fiir die dynamische Kartenbeschriftung basierend auf Trajektorien,
das dieser Arbeit zu Grunde liegt, wird in vorgestellt. Dort wird auch gezeigt,
dass das zu Beginn beschriebene Maximierungsproblem ohne Beschrinkung der Anzahl
gleichzeitig sichtbarer Beschriftungen N'P-vollstéindig und W[1]-schwer ist. Fiir den Fall,
dass die Anzahl der sichtbaren Beschriftungen auf k& begrenzt ist, wird ein optimaler
Algorithmus vorgestellt, dessen Laufzeit in 0(nk2+k*1) liegt. Dieses Problem werden wir
in dieser Arbeit aufgreifen und dafiir geeignete approximative Algorithmen mit besserer
Laufzeit vorstellen.

Ubersicht

Wir beginnen mit der Vorstellung der Grundlagen in Kapitel 2| Dort gehen wir auf
das verwendete Modell fiir die dynamische Kartenbeschriftung und die Notation ein, wel-
che in der gesamten Arbeit Anwendung findet. Ebenso nehmen wir dort eine formale
Problemdefinition vor. In Kapitel 3| prasentieren wir einen Algorithmus, der sowohl die
Uberschneidungen auflost, als auch die Anzahl der gleichzeitig sichtbaren Beschriftungen
begrenzt. Wir zeigen, dass der Algorithmus einen Approximationsfaktor von !/27 besitzt.
Zudem stellen wir verschiedene Varianten des Algorithmus vor, welche unterschiedliche
Laufzeiten besitzen. Dabei besitzen die schnellsten Varianten eine Laufzeit in O(n?). Im
Anschluss gehen wir auf Algorithmen fiir die Teilprobleme ein (siehe Kapitel . Dazu stellen
wir zuerst einen approximativen Algorithmus vor, der nur die Uberschneidungen auflost.
Die Laufzeit dieses Algorithmus liegt in O(n logn). AuBerdem konnen die Uberschnei-
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dungen fiir spezielle Instanzen mit diesem Algorithmus optimal aufgelost werden. Danach
stellen wir ein lineares Programm vor, dass ebenfalls unter bestimmten Voraussetzungen
eine optimale Losung fiir das Teilproblem berechnet. Zur Begrenzung der Anzahl der
gleichzeitig sichtbaren Beschriftungen zeigen wir die Transformation des Teilproblems auf
Flussnetzwerke (siehe [CL95]). Durch effiziente Berechnung der kiirzesten Wege kénnen
wir das Teilproblem in linearer Laufzeit optimal 16sen. Es folgt, neben einem weiteren
approximativen Algorithmus, ein heuristischer Algorithmus, der beliebig schlecht werden
kann. Abschluss dieses Kapitels bildet eine Betrachtung der Ausfithrung der approximati-
ven Algorithmen fiir die Teilprobleme hintereinander. Wir zeigen, dass der resultierende
Algorithmus einen Approximationsfaktor von 1/72 besitzt. Danach, in Kapitel 5, werden
wir die vorgestellten Algorithmen anhand von realen Kartendaten experimentell evaluieren.
Dazu haben wir die Ergebnisse der Algorithmen mit einer optimalen Losung verglichen,
die mithilfe eines ganzzahligen Programms berechnet wurde. Die Ergebnisse zeigen einen
deutlichen Geschwindigkeitsvorteil der présentierten Algorithmen. Trotz der teils niedrigen
Approximationsfaktoren zeigte sich eine Giite, die nahe an der optimalen Losung liegt. Der
Ausblick (siehe Kapitel [6) rundet dann die Arbeit ab.
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In diesem Kapitel fithren wir grundlegende Begriffe und Notationen ein, die in der gesamten
Arbeit Anwendung finden. Die Problemstellung geht aus der dynamischen Kartenbeschrif-
tung hervor. Bei dem hier betrachteten Anwendungsfall sollen in einem dynamischen
Ausschnitt Beschriftungen einer statischen Karte dargestellt werden. Die Position und der
Winkel der Beschriftungen ist dabei durch eine Bahnkurve festgelegt. Die Aufgabe besteht
darin, Beschriftungen ein- bzw. auszublenden, um bestimmte Kriterien zu erfiillen. Solche
Kriterien kénnen zum Beispiel Lesbarkeit oder Ubersichtlichkeit sein. Diese Bachelorarbeit
betrachtet Fragestellungen, die auf dem Artikel aufbauen. Wir werden deshalb
die dort eingefiithrte Notation teilweise iibernehmen und gegebenenfalls verfeinern.

Wir betrachten zunéchst eine statische Karte M. Bei solch einer Karte kann es sich
beispielsweise um eine Straflenkarte handeln. Die Karte sei nach Norden ausgerichtet
und besitzt einen festen Mafistab. Es befinden sich Punkte P = {p1,...,pn}, zusammen
mit Beschriftungen L = {l1,...,Ix} auf der Karte. Jede Beschriftung /; wird durch ein
achsenparalleles Rechteck reprasentiert, dessen linke untere Ecke sich am Ankerpunkt p;
befindet. Dabei besitzt das Rechteck einer Beschriftungen individuelle Hohe und Breite.
Eine Beschriftung besteht meist aus einem Text, bspw. einem Ortsnamen. In dieser Arbeit
nehmen wir an, dass dieses Rechteck dem kleinsten achsenparallelen Rechteck entspricht,
welches den Text enthélt. Wir bezeichnen im Folgenden eine Beschriftung auch mit dem
englischen Begriff Label.

Im betrachteten Anwendungsfall wird dem Nutzer ausschliefllich ein Ausschnitt der Karte
gezeigt. Dieser Ausschnitt richtet sich nach der Position des Nutzers auf der Karte und einem
vordefinierten Weg. Der fiir den Anwender sichtbare Ausschnitt R wird auch Viewport
genannt und wird ebenfalls durch ein Rechteck dargestellt. Er folgt einer Trajektorie,
die durch eine kontinuierlich differenzierbare Funktion T': [0,1] — R? definiert ist. In
wird R durch die Funktion V': [0,1] — R? x [0, 27] beschrieben. Dabei bedeutet
V(t) = (¢, ), dass der Mittelpunkt von R sich an Position ¢ befindet und um den Winkel
« gedreht ist. Im Bezugssystem des Nutzers ist der Viewport in Ruhe und es sieht fiir ihn
so aus, als ob sich die Karte dreht. Da sich R entlang T bewegt, wird V(t) = (T'(¢), a(t))
definiert. Dabei ist a(t) die Richtung von T zum Zeitpunkt t. Dies bedeutet, dass der
Viewport immer in Richtung der Trajektorie gedreht ist. Zusétzlich sollen die Labels zu
jedem Zeitpunkt waagrecht zu R angezeigt werden, da so die Lesbarkeit gewihrleistet ist.
Somit werden die Labels zum Zeitpunkt ¢ um den gleichen Winkel «(t) wie der Viewport
gedreht. Eine Veranschaulichung findet sich in Abbildung Abbildung im Kapitel [1. Die
Labels werden dann durch ¢(t) charakterisiert. Wir sehen £(¢) als Menge von Punkten
(x,7) € R? in der Ebene an, welche durch das Rechteck des entsprechenden, gedrehten
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Labels zum Zeitpunkt ¢ definiert wird. Gleiches gilt fiir V(t) beziiglich des Rechtecks des
Viewports.

Die Algorithmen, die wir in dieser Arbeit vorstellen wollen, arbeiten auf Zeitintervallen,
welche angeben, wann sich ein Label im Viewport befindet. Dabei ist ein Zeitintervall [a, b]
durch einen Startzeitpunkt a und einen Endzeitpunkt b charakterisiert. In dieser Arbeit
werden wir die Zeitintervalle zudem auch Zeitbereiche nennen.

Von Interesse fiir das Ein- und Ausblenden der Labels sind nur die Labels, welche sich
innerhalb des Viewports befinden. Wir bezeichnen ein Label £ in diesem Fall auch als prdsent
zum Zeitpunkt ¢, wenn V(t) N ¢t # (). Es besteht dabei ein Unterschied zur Sichtbarkeit
eines Labels. Nicht alle Labels, die sich innerhalb des Viewports befinden, werden dem
Nutzer spéiter angezeigt. Es konnen also Labels existieren, die zwar préasent, aber nicht
sichtbar sind. Bei V() und #(¢) handelt es sich um geschlossene Mengen. Somit kénnen
wir geschlossene Zeitintervalle definieren, welche angeben, wann ein Label présent ist. In
ist die Menge, welche alle Intervalle enthilt, in denen ein Label présent ist, wie
folgt definiert.

Definition 2.1. Die Menge ¥, = {[a,b] | [a,b] C [0, 1] und [a,b] ist mazimal, so dass ¢ zu
jedem Zeitpunkt t € [a,b] prasent ist} beinhaltet alle Zeitintervalle, in denen das Label ¢
prisent ist. Die Menge ¥ = {([a,b],?) | [a,b] € ¥y und ¢ € L} fasst diese Intervalle aller
Labels zusammen.

Das Element ([a,b],¢) € ¥ nennen wir Prdsenzintervall des Labels ¢ und kiirzen es
mit [a, bl ab. Die Algorithmen werden dann auf diesen Présenzintervallen arbeiten. Die
Operationen, wie bei den iiblichen Zeitintervallen, wie Schnitt, Vereinigung,. .., finden auch
bei Priasenzintervallen Anwendung. Insbesondere die Linge wird in dieser Arbeit auch auf
sie angewandt. Wir werden zudem ein Présenzintervall auch als Intervall bezeichnen, wenn
klar ist was gemeint ist. Ein Label kann zudem mehrere Présenzintervalle besitzen. Dies ist
beispielsweise dann der Fall, wenn der Viewport mehrmals iiber den selben Kartenausschnitt
wandert.

Die beiden Rechtecke zweier Labels £ und ¢ iiberschneiden sich zum Zeitpunkt ¢, wenn
L) N(t) # O gilt. In diesem Fall befinden sich ¢ und ¢ zum Zeitpunkt ¢ in Konflikt
miteinander. Aus Nutzersicht sind solche Konflikte nicht wiinschenswert, wenn sie innerhalb
des sichtbaren Bereichs liegen. Die Lesbarkeit der Labels ist dann meist eingeschrinkt.
Ein Konflikt zwischen zwei Labels ¢ und ¢ zum Zeitpunkt ¢ ist dann prisent, wenn
Lt)yn ()N V(t) # 0 ist. Ebenso wie die Priisenzintervalle eines Labels, kénnen wir
die Zeitintervalle, in denen zwei Labels in Konflikt miteinander stehen, in einer Menge
zusammenfassen.

Definition 2.2. Die Menge Cyp = {[a,b] | [a,b] C [0,1] und [a,b] ist mazimal, so dass ¢
zu jedem Zeitpunkt t mit €' in Konflikt steht} beinhaltet alle Zeitintervalle, wihrend denen
die zwei Labels £ und ¢’ in Konflikt miteinander stehen. Alle solche Konflikte sind in der
Menge C = {([a,b],£,0') | [a,b] € Cpp und £,0" € L} zusammengefasst.

Es bietet sich hier ebenfalls eine Abkiirzung fiir ([a,b],?,¢') € C der Form [a, b]; ¢ an.
Das Intervall [a, b]; ¢ heiBit dann Konfliktintervall der Labels £ und ¢'. Die Eingabe fiir die
Algorithmen, besteht meist aus den Mengen ¥ und C'. Hierzu definieren wir einen Konflikt
auch zwischen zwei Présenzintervallen.

Definition 2.3. Gegeben eine Menge ¥ wvon Prdsenzintervallen und die Menge C der
Konflikte, dann stehen zwei Prdsenzintervalle [a,bly, [c,d]p € ¥ miteinander in Konflikt,
wenn ein Konflikt [x,ylee € C existiert, so dass gilt [z,y] N [a,b] N [c,d] # 0.

Weiterhin ist es fiir die Algorithmen wichtig, die Présenzintervalle zu kennen, die mit
einem bestimmten Prisenzintervall in Konflikt stehen. Dazu werden wir die folgende Menge
definieren. Die Algorithmen, welche die Konflikte auflésen, nutzen dafiir dann diese Menge.



Definition 2.4. Die Menge Ct ., = {[c,d]y | [c,d]¢r € ¥ und [c,d]y steht in Konflikt mit
[a,b]

a
[a, b} ist die Menge aller Prdisenzintervalle, welche mit [a, b, in Konflikt stehen.

Die Elemente dieser Menge bezeichnen wir als Konfliktpartner oder Konfliktintervalle
von [a, bly.

Wie vorhin beschrieben, besteht ein Unterschied zwischen der Prisenz und der Sichtbar-
keit eines Labels. Ein Prisenzintervall [a, b]; ist zum Zeitpunkt t prasent, wenn £(¢) NV (t) #
() ist. Es werden spéter aber nicht unbedingt alle Labels dem Nutzer angezeigt. Der Algo-
rithmus entscheidet welche priasente Labels dem Nutzer angezeigt werden und welche nicht.
Sofern ein Label dem Nutzer angezeigt wird, gilt es als aktiv. Wann ein Label aktiv gesetzt
werden darf, wird in durch Aktivitdtsmodelle geregelt.

Aktivitatsmodelle

Die Karte soll nach bestimmten Regeln beschriftet werden. Ein Label darf also nur dann
sichtbar sein, wenn bestimmte Einschréinkungen erfiillt sind. Die Sichtbarkeit wird {iber die
Aktivitdtsmodelle geregelt. Dazu definieren drei Aktivitdtsmodelle AM1, AM2
und AM3. Allen Modellen liegen die folgenden drei Konsistenzkriterien zu Grunde, die
abgewandelt aus stammen.

1. Ein Label darf zum Zeitpunkt ¢ nur dann aktiv sein, wenn es zu diesem Zeitpunkt
préasent ist.

2. Es darf in einem Prisenzintervall nur maximal ein aktiver Zeitbereich existieren. Dies
verhindert, dass Labels flackern.

3. Um sich tiberschneidende Labels zu verhindern, darf zu einem Zeitpunkt ¢ € [a, b ¢
wihrend eines Konfliktes nur maximal eines der beiden Labels ¢ und ¢ aktiv sein.

Alle drei Aktivitdtsmodelle unterscheiden sich durch verschiedene Vorschriften fiir die
Start- und Endzeitpunkte der aktiven Intervalle, um die drei obigen Konsistenzkriterien zu
beachten. Das Aktivitdtsmodell AM1 schreibt vor, dass ein Présenzintervall [a,b], € ¥
entweder fiir den gesamten Zeitraum [a, b] aktiv oder komplett inaktiv sein muss. Im zweiten
Aktivitdtsmodell AM2 darf ein aktives Intervall eines Prisenzintervalls [a, b], auch einen
fritheren Endzeitpunkt c als b besitzen. Ist dies der Fall, muss ein weiteres Label ¢ existieren,
so dass es einen Konflikt [c, d]; s gibt. Des Weiteren muss ¢’ zum Zeitpunkt c aktiv sein. Das
Label ¢’ ist dann der Zeuge dafiir, dass ¢ aktiv wird. In AM2 muss der Startzeitpunkt des
aktiven Intervalls aber a entsprechen. Die Erweiterung auf das dritte Aktivitdtsmodell AM3
besteht darin, zusédtzlich zum Endzeitpunkt, auch den Startzeitpunkt zu variieren. Der
Startzeitpunkt ¢ des aktiven Intervalls eines Présenzintervalls [a, b], darf von a abweichen,
wenn ein Zeuge ¢’ und ein Konflikt [a, ¢]g ¢ existiert. Das Label ¢ muss wieder zum Zeitpunkt
c aktiv sein. Fiir den Endzeitpunkt des aktiven Intervalls gilt die gleiche Bedingung wie
in AM2. Das Erscheinen und Verschwinden von Labels muss also durch andere Labels
begriindet sein.

Charakterisierung einer Lésung

Eine Menge ¥’ von Prisenzintervallen gilt als giiltige Lisung, um die Karte dynamisch
zu beschriften, wenn die drei, oben genannten Konsistenzkriterien beachtet sind. Dies
geschieht unter Beachtung eines der drei Aktivitdtsmodelle. Um die Qualitéit einer Lésung zu
definieren, ibernehmen wir den, hier vereinfachten, gewichtsbasierten Ansatz aus [GNN13].
Demnach ist das Gewicht w([a,b]s) eines Présenzintervalls [a, by seine Linge b — a. Anhand
des Werts einer Losung kénnen wir dann verschiedene Lésungen miteinander vergleichen.
Mit dem Gewicht der einzelnen Préasenzintervalle kénnen wir diesen Wert nun definieren.

Definition 2.5. Der Wert einer Losung ' sei die Summe 3, 4, o w([a, b]e) der Gewichte
der aktiven Prisenzintervalle.



2. Grundlagen

Wir kénnen eine weitere Eigenschaft definieren, die zusétzlich zur Lesbarkeit erfiillt werden
soll. Besonders in der Fahrzeugnavigation sind zu viele sichtbare Labels unvorteilhaft, da sie
den Nutzer iiberfordern. Um Ubersichtlichkeit zu gewshrleisten, wollen wir also Losungen
betrachten, deren Anzahl an gleichzeitig aktiven Labels begrenzt ist. Dazu definieren wir
die k-Figenschaft.

Definition 2.6. Die k-FEigenschaft einer giltigen Losung ist erfillt, wenn zu jedem Zeit-
punkt die Anzahl der Intervalle hochstens k betrdgt.

Wir betrachten in dieser Arbeit hauptséchlich Algorithmen, welche neben den Regeln
eines Aktivitdtsmodells auch die k-Eigenschaft beachten. Da die Aktivitdtsmodelle die
Konflikte auflésen, werden wir dies in den Kapiteln auch so benennen.

Problemdefinitionen

In wird die Aufgabe, die Sichtbarkeit der Labels anhand obiger Kriterien zu
bestimmen, in zwei Optimierungsproblemen definiert. Die Losung eines der beiden Probleme
nennen wir auch die optimale Ldsung. Das Problem GENERALMAXTOTAL besteht darin,
eine giiltige Losung fiir eine Instanz in einer der drei Aktivitdtsmodelle zu finden, deren
Wert unter allen giiltigen Losungen am gréfiten ist. Das Problem ist, nach [GNN13], N'P-
vollsténdig und W[1]-schwer. Zur Losung dieses Problems wird dort ein ganzzahliges lineares
Programm vorgestellt. Fordern wir zusétzlich zur giiltigen Losung in einem Aktivitdtsmodell,
die k-Eigenschaft, sprechen wir vom Problem k-RESTRICTEDMAXTOTAL. In wird
auch hierfiir eine Losung, mittels eines dynamischen Programms, vorgestellt. Jedoch besitzen
die Ansétze zur Losung der beiden Probleme eine Laufzeit die in O(nkQﬂLk*l). Deshalb
wollen wir in dieser Arbeit nun verschiedene approximative und heuristische Verfahren zur
Berechnung einer giiltigen, nicht zwingend optimalen Lésung vorstellen.



3. Kombinierter Algorithmus

Wir werden in diesem Kapitel einen approximativen Algorithmus vorstellen, der eine
giiltige Losung im Aktivitdtsmodell AM1 berechnet, so dass die k-Eigenschaft beachtet
wird. Wir wollen also das Problem k-RESTRICTEDMAXTOTAL approximativ 16sen. Durch
die Beschrankung auf AM1 wird ein Prasenzintervall, das an einem Konflikt beteiligt ist,
entweder komplett aktiv oder nicht aktiv gesetzt. Das korrespondierende Label wird damit
wahrend des gesamten Prisenzintervalls angezeigt oder ist wihrenddessen nicht sichtbar.
Im Folgenden werden wir zuerst das Verhalten des Algorithmus erlédutern, anschliefend
folgt eine Betrachtung des Approximationsfaktors und der Laufzeit. Durch verschiedene
Implementationen werden unterschiedliche Laufzeiten erreicht. Die Vorstellung dieser
Varianten bildet dann den Abschluss dieses Kapitels.

3.1. Algorithmus

Der Algorithmus arbeitet auf der Menge der Préisenzintervalle. Diese Menge enthilt die
Intervalle, deren Labels im sichtbaren Bereich liegen, wihrend sich der Viewport entlang
der Trajektorie bewegt. Die Eingabemengen werden wir in diesem Kapitel mit ¥ fiir die
Menge der Prisenzintervalle und C' fiir die Menge der Konflikte bezeichnen. Als Lésung
wird eine Teilmenge ¥’ C ¥ erzeugt, die keine Konflikte aufweist und der k-Eigenschaft
genigt.

Der Algorithmus folgt dem ,,Greedy-Prinzip*“ und betrachtet immer das grofite Intervall,
um eine giiltige Losung zu berechnen. Die Eingabe fiir den Algorithmus besteht aus der
Eingabemenge ¥ und der Konfliktmenge C'. Prinzipiell wird die Eingabemenge ¥ durch
Betrachtung der einzelnen Elemente in die Losungsmenge ¥’ iiberfiihrt. Dazu wird ein
Element [a,b]; € ¥ der Intervallmenge entnommen und der Loésungsmenge ¥, unter
Beachtung der k-Eigenschaft, hinzugefiigt. Zusétzlich werden die Konfliktintervalle von
[a, b]; geloscht. Dieser Schritt wird solange wiederholt bis alle Intervalle aus ¥ betrachtet
bzw. geldscht wurden.

Vorgehen

Zu Beginn werden die Intervalle der Eingabemenge ¥ absteigend nach ihrem Gewicht
sortiert. Dies erlaubt es dem Algorithmus spéter, effizient auf das jeweils grofite Intervall
zugreifen zu konnen. Anschliefend werden die Intervalle nacheinander in absteigender
Reihenfolge in einer Schleife betrachtet. In jedem Schleifendurchlauf wird ¥ durch Entfernen
des betrachteten Elements und gegebenenfalls seiner Konfliktintervalle veréindert. Wahrend
der Schleifendurchléufe werden dann die Intervalle unter Beachtung der k-Eigenschaft der
Losungsmenge ¥’ hinzugefiigt.



3. Kombinierter Algorithmus

Wir betrachten nun einen einzelnen Schritt der Schleife. In diesem Schritt wird das erste
und somit grofite Element [a,b]; € ¥ aus der Intervallmenge entnommen. Anschlieflend wird
bestimmt, ob durch das Einfiigen des Elements [a, b]; in ¥ zu einem Zeitpunkt mehr als k
Intervalle gleichzeitig aktiv sind. Im Algorithmus geschieht diese Uberpriifung mithilfe
der Funktion PRUFE-k-EIGENSCHAFT(). Als Parameter erhiilt die Funktion eine Menge ¥’
von Prisenzintervallen, das einzelne Intervall [a, b]; und eine natiirliche Zahl k € N. Die
Funktion priift dann, ob [a,b]; eine Verletzung der k-Eigenschaft in ¥’ hervorruft. Ist dies
der Fall, wird TRUE, andernfalls FALSE zuriick gegeben.

Fiir den Fall, dass ein Einfiigen von [a, b]; in ¥’ nicht zu einer Verletzung der k-Eigenschaft
fithrt, wird [a,b]; in ¥’ eingefiigt. Um eine konfliktfreie Menge zu erzeugen, diirfen nun
aber alle Intervalle, welche mit [a, b]; in Konflikt stehen, nicht mehr in ¥’ eingefiigt werden.
Diese werden also aus ¥ entfernt.

Sowohl fiir den Fall, dass [a,b]; in ¥’ eingefiigt wird, als auch fiir den gegensétzlichen
Fall, muss [a, b]; aus ¥ entfernt werden. Denn in beiden Féllen darf [a, b]; nicht noch einmal
betrachtet werden. Einerseits muss ein mehrmaliges Einfiigen unterbunden werden und
andererseits wiirde ein Widerspruch zur k-Eigenschaft weiterhin auftreten.

Die verdnderte Menge ¥ wird dann wieder im néchsten Schritt benutzt. Die Iteration
wird solange wiederholt bis ¥ = () ist. Die Ausgabe des Algorithmus ist dann ¥’, wobei
deren Intervalle alle als aktiv markiert werden.

Algorithmus 3.1 : GREEDY-k-RESTRICTEDMAXTOTAL( ¥, C, K)

Eingabe :Menge ¥ von Intervallen, Menge C aller Konflikte, Parameter k
Ausgabe : Konfliktfreie Menge ¥’ von Intervallen, die AM1 geniigt

1 begin

2 ¥« sort (¥); /* Sortiere ¥ in absteigender Reihenfolge */
3 v ()

4 | while ¥ # () do

5 [a, b]; « groftes Element aus ¥;

6 if !priifeKEigenschaft (¥, [a,b];, k) then

7 V' v U{]a,b)i};

8 L U W\ Gy

9 ¥ ¥\ {[a,b};

10 return ¥’;

3.2. Approximationsfaktor

Der Algorithmus 16st das Problem k-RESTRICTEDMAXTOTAL nicht optimal. Das in einem
beliebigen Schritt betrachtete Intervall kann seinen Konfliktpartnern vorgezogen werden.
Ebenso wird bei einem Widerspruch zur k-Eigenschaft (Funktion PRUFE-k-EIGENSCHAFT())
das Intervall verworfen. Beides kann dazu fiihren, dass der Algorithmus Fehlentscheidungen
trifft. In Abbildung ist ein Beispiel zu sehen, fiir das der Algorithmus nicht die optimale
Losung findet. Fiir Einheitsquadrate als Labels zeigen wir am Ende dieses Abschnitts, dass
der Algorithmus keine beliebig schlechte Losung erzeugen kann, sondern eine beweisbare
Approximationsgiite aufweist.

Vorbereitungen

Im Folgenden werden wir Lemmas und Definitionen beschreiben, die im Beweis des
Approximationsfaktors Anwendung finden. Zur einfacheren Beschreibung bezeichnen wir
die Menge ¥ im i-ten Schritt mit ¥;.

Wird ein Intervall vom Algorithmus fiir die Losung ausgewéhlt, konnen eventuell andere
Intervalle in einem spéteren Schritt nicht mehr gew#hlt werden. Dies liegt in der Auflésung

10



3.2. Approximationsfaktor
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(a) Eingabemenge (b) Berechnete Losung (c) Optimale Lésung

Abbildung 3.1: Eine beispielhafte Eingabemenge von Intervallen und zwei verschiedene giil-
tige Losungen fiir £ = 2. Die Beschriftungen der Intervalle entsprechen ihrer
Lange und gestrichelte Linien reprisentieren Konflikte. Das Gesamtgewicht
der Losung (b) ist 23, wohingegen das der optimalen Losung (c¢) 29 betrigt

der Konflikte und der Herstellung der k-Eigenschaft begriindet. Wir kénnen zeigen, dass
die so beeinflussten Intervalle in einem besonderen Zeitbereich liegen. Zur Festlegung dieses
Bereichs definieren wir nun allgemein den Einflussbereich eines Intervalls [a, b];, in dem die
Intervalle einer Menge liegen, die sich mit [a, b]; zeitlich {iberschneiden.

Definition 3.1. Gegeben sei ein Intervall [a,b];. Der Einflussbereich von [a, b, auf ¥
ist definiert als das kleinste Zeitintervall [z, y], so dass fiir alle [¢,d]y € W mit [c,d]N]a,b] # 0
gllt [C) d]l’ C [I‘7y]

Der Einflussbereich des Intervalls [a, b]; ist somit der zeitliche Bereich, in dem die Intervalle
einer Menge liegen, die sich mit [a, b]; zeitlich iiberschneiden. Spéter werden wir jedoch
noch genauer zwischen dem Einflussbereich von [a, b]; beziiglich seiner Konfliktepartner
und beziiglich der k-Figenschaft differenzieren. Das folgende Lemma schréinkt die Grofie
des Einflussbereichs eines im i-ten Schritt gewédhlten Intervalls ein.

Lemma 3.2. Sei [a,b]; das im i-ten Schritt betrachtete Intervall und ¥; die Menge der
in diesem Schritt verbleibenden Intervalle. Der Einflussbereich von [a,b]; auf ¥; ist dann
[2a — b,2b — a.

Beweis. Aus dem Algorithmus folgt, dass alle Intervalle in ¥; kiirzer als oder gleich lang wie
das betrachtete Intervall [a, b]; sind. Sei [¢, d]y € ¥; das Intervall, fiir das gilt [c, d|N[a, b] # 0.
Dann gelten fiir den Startzeitpunkt ¢ von [c, d]; folgende Ungleichungen.

c<b
c>a—(b—a)=2a-10

Falls ¢ < 2a—b gilt, ist mindestens eine der Voraussetzungen falsch. Das heift, [c, d]N[a, b] =
(0 oder [¢,d]y &€ W;. Ebenso, falls ¢ > b ist, muss [¢, d]N[a, b] = () gelten. Fiir den Endzeitpunkt
d gelten, nach gleicher Begriindung wie fiir ¢ folgende Ungleichungen.

d>a
d<b+(b—a)=2b—a

Damit ist [2a — b,2b — a] der Einflussbereich von [a, b]; auf ¥;. O

Spéter miissen wir zeigen konnen, dass die Konfliktpartner des betrachteten Intervalls
in diesem Einflussbereich liegen. Fin Konflikt zwischen zwei Intervallen kann nur dann
bestehen, wenn die beiden beteiligten Labels der Intervalle prisent sind. Auflerdem existieren
Intervalle nur fiir prasente Labels. Aus der Definition der Konflikte geht hervor, dass sich
die Konftpartner eines Intervalls [a, b]; mit diesem zeitlich iiberschneiden miissen.

Es konnen nicht nur beim Auflésen der Konflikte, sondern auch beim Einfiigen in die
Losung Fehler gemacht werden. Die Betrachtung einer Losung ist daher fiir den Beweis des
Approximationsfaktors ebenfalls hilfreich. Das nachfolgende Lemma enthélt eine intuitive
Moglichkeit fiir die Darstellung einer giiltigen, insbesondere der optimalen Losung.
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Abbildung 3.2: Beispiel der moglichen Fille, wihrend dem, nach Startzeiten aufsteigenden,
Einfiigevorgang eines Intervalls (grau) in eine von k& Mengen. In (c) ist ein
Widerspruch zur k-Eigenschaft fiir k = 3 zu sehen

Lemma 3.3. Die Intervalle einer giiltigen Lisung konnen disjunkt in k Mengen eingefiigt
werden.

Beweis. Wir zeigen das Lemma mithilfe eines konstruktiven Beweises. Dazu betrachten wir
k, zu Beginn leere Mengen (21 bis (2 und die Intervalle einer Losung ¥. Die Menge ¥ muss
die k-Eigenschaft erfiillen. Wir sortieren die Intervalle aufsteigend nach ihrem Startzeitpunkt
und fiigen sie in dieser Reihenfolge in die k Mengen ein. Dass ein iiberlappungsfreies Einfiigen
in die £ Mengen moglich ist, zeigen wir durch vollstdndige Induktion tiber die Anzahl der
bereits eingefiigten Intervalle.

Ein Intervall [a, b]; aus ¥ darf nur dann in eine Menge §2; eingefiigt werden, wenn [a, b] N
[z,y] = 0 Y[z, y]y € £ ist. Da zu Beginn die k& Mengen leer sind und der Induktionsschluss
2; # () erwartet, fiigen wir das Intervall [—2, —1] in jede der Mengen (2; bis {2 ein. Diese
Intervalle liegen aufierhalb des Zeitbereichs [0, 1] und beeinflussen somit die einzufiigenden
Intervalle nicht.

Der Induktionsanfang besteht aus dem Einfiigen des ersten Intervalls aus ¥ in eine
der £ Mengen. Das Einfiigen dieses Intervalls ist immer méglich.

Als Induktionsvoraussetzung muss, nach dem Einfiigen der ersten j Intervalle, fiir
jedes (2; gelten, dass die darin enthaltenen Intervalle sich nicht iiberschneiden.

Fiir den Induktionsschluss beweisen wir, dass in Schritt j das Einfiigen des entspre-
chenden Intervalls [a, b]; in eine der Mengen (2; bis 2, moglich ist. Das Intervall [s, t] sei
der Schnitt der jeweils letzten Intervalle aus 21 bis (2. Aufgrund des sortierten Einfiigens
gilt immer a > s. Ist [s,t] = 0, gilt zusétzlich a > ¢ (siche Abbildung [3.2a)). Betrachtet
man [a, b]; beziiglich des Zeitbereichs [s,t] kann man zwei mogliche Fiille unterscheiden.
Demnach sind nur die beiden Fille, a ¢ [s,t] (1. Fall) und a € [s,t] (2. Fall) zu betrachten.

1. Fall a ¢ [s, t]: Es gibt in einer der Mengen (2; bis {2 ein Intervall [c, ¢];, welches den
Endzeitpunkt ¢ besitzt. Sei §2; die Menge, die [c,t]y enthilt. Offensichtlich endet [c, ]y
bevor [a, b]; beginnt. Es existieren keine spéteren Intervalle. Damit ist in mindestens einer
der k Mengen Platz fiir [a,b];. Wir kénnen [a, b]; also in 2; einfiigen. In den Abbildungen
und sind diese Fille an einem Beispiel verdeutlicht.

2. Fall a € [s,t]: Wiirde a in [s,t] liegen, befdnden sich mit dem Intervall [a,b]; im
Bereich [s, t] mehr als k gleichzeitig prisente Intervalle (siehe dazu Abbildung|3.2c). Dies
ist nach der Induktionsvoraussetzung nicht moglich.

Der Startzeitpunkt a von [a, b]; liegt also immer aufierhalb von [s,¢]. Damit haben wir
bewiesen, dass ein Einfiigen in eine der Mengen (2; bis {2, immer moglich ist. Mithilfe der In-
duktion iiber die Einfiigevorgénge ist dann gezeigt, dass alle Intervalle einer giiltigen Losung
iiberlappungsfrei in k& Mengen eingefiigt werden kénnen.

O]
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3.2. Approximationsfaktor

Giitegarantie

Fiir Einheitsquadrate als Labels liefert der Algorithmus keine beliebig schlechten Ergeb-
nisse, sondern weist eine Approximationsgiite auf. Mit den vorangegangenen Vorbereitungen
konnen wir diese nun zeigen.

Theorem 3.4. Werden FEinheitsquadrate als Labels und die Linge eines Intervalls als sein
Gewicht verwendet, besitzt der Algorithmus GREEDY-k-RESTRICTEDMAXTOTAL() eine
Approzimationsgite von 1/,,.

Beweis. Um den Approximationsfaktor zu zeigen, betrachten wir einen beliebigen Schritt
1 des Algorithmus. Fiir jedes betrachtete Intervall werden wir Kosten berechnen, welche
angeben, um welches Gewicht Schritt ¢ schlechter ist als der entsprechende Schritt, der zur
optimalen Losung fithrt. Die Kosten erlauben es uns anschlieend die Approximationsgiite
zu bestimmen.

Sei [a, b]; das in Schritt i betrachtete Intervall. Nach Definition des Algorithmus ist dies
das grofite Intervall in ¥;. Falls ein Widerspruch zur k-Eigenschaft in der Lésungsmenge
¥’ zusammen mit [a, b]; vorliegt, wird [a, b]; verworfen (1. Fall). Andernfalls wird [a, b]; in
die Losungsmenge verschoben und die verbleibenden Intervalle aus C[la’b], die mit [a, b]; in
Konflikt stehen, geloscht (2. Fall).

1. Fall

Liegt ein Widerspruch zur k-Eigenschaft in ¥’ U {[a, b];} vor, wird [a, b]; verworfen. Falls
[a,b]; aber ein Teil der optimalen Losung ist, geht damit das Gewicht w([a,b];) dieses
Intervalls fiir die Losung verloren. Die Losung weicht also in diesem Schritt um w([a, b];)
von der optimalen Losung ab und es entstehen Kosten von w([a, b];). Ist [a, b]; hingegen
nicht in der optimalen Losung vertreten, so kann dieses Vorgehen als optimal bezeichnet
werden. Es entstehen also keine Kosten. Spéter werden wir sehen, dass die Kosten dieses
Falls im nédchsten Fall bereits erfasst sind.

2. Fall

Sofern kein Widerspruch zur k-Eigenschaft in %' U {[a,b];} vorliegt, wird [a,b]; der
Losungsmenge hinzugefiigt. Zugleich werden die verbleibenden Intervalle aus C’[lmb] aus ¥
entfernt. Liegt [a,b]; in der optimalen Losung, wird in diesem Schritt kein Fehler gemacht
und es entstehen ebenfalls keine Kosten. Wenn [a, b]; hingegen nicht in der optimalen
Losung vorhanden ist, werden Fehler gemacht. Diese Fehler entstehen einerseits durch das
Loschen der verbleibenden Intervalle aus C[la,b] und andererseits durch das Einfiigen von
[a, b]; in die Losung. Wird [a, b]; in die Losungsmenge eingefiigt, konnen in einem spéteren
Schritt bestimmte Intervalle, welche in der optimalen Ldsung vorkommen, nicht mehr
eingefiigt werden, da sie sonst die k-Eigenschaft verletzen wiirden. In den néchsten zwei
Paragraphen betrachten wir den Fehler der beiden Schritte dieses Falls genauer.

Konflikte Zurerst betrachten wir den Fehler, der durch die Konflikte entsteht. Nach
Lemma ist der Einflussbereich von [a,b]; auf ¥; auf [2a — b,2b — a] beschrinkt. Da
Konfliktpartner von [a, b]; gleiche Zeitpunkte mit ihm aufweisen miissen, liegen diese auch
in dem Bereich [2a — b,2b — a]. In Abbildung ist beispielhaft dieser Einflussbereich
zu sehen. Somit konnen alle Intervalle, welche sowohl mit [a, b]; in Konflikt stehen, als
auch untereinander keine zeitliche Uberschneidung aufweisen, ein maximales Gewicht von
3-(b—a)=3-w(a,b];) besitzen.

Natiirlich konnen sich die Konfliktintervalle auch untereinander zeitlich {iberschneiden.
Um in der optimalen Losung zu liegen, diirfen die Intervalle aber keine Konflikte unterein-
ander aufweisen. Die Anzahl der gleichzeitig aktiven, nicht in einem Konflikt stehenden
Intervalle ist aber nach dem PACKING-Lemma (siehe Lemma 2]) beschrinkt.
Das PACKING-Lemma besagt, dass maximal acht Labels, welche durch Einheitsquadrate
dargestellt sind, gleichzeitig aktiv sein kénnen, ohne miteinander in Konflikt zu stehen.
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Abbildung 3.3: Der maximale Bereich, in dem die verbleibenden Konfliktpartner eines
Intervalls [a,b]; in Schritt ¢ des Algorithmus liegen kénnen. Beispielhaft
sind die verbleibenden Konfliktpartner von [a, b]; eingezeichnet

Im schlimmsten Fall liegen alle Konfliktpartner von [a,b];, die untereinander keine
Konflikte besitzen und den gesamten Einflussbereich ausfiillen, in der optimalen Losung.
Diese Intervalle besitzen ein maximales Gesamtgewicht von 8 -3 - w([a, b];). Da das Intervall
[a, b]; in die Losung eingefiigt wird, ist die optimale Losung fiir diesen Teilschritt um den
Fehler 8 - 3 = 24 besser.

Einfiigen in die Ldsung Sobald ein Intervall, welches nicht in der optimalen Lésung
vorhanden ist, in die Losung eingefiigt wird, entstehen ebenfalls Fehler. Der spétere Versuch
ein Intervall einzufiigen, welches in der optimalen Losung liegt, kann dann aufgrund der
k-Figenschaft scheitern.

Das Intervall [a, b]; liegt in dieser Betrachtung des 2. Falls nicht in der optimalen Losung.
Zudem kénnen wir nach Lemma die Intervalle der optimalen Losung iiberlappungsfrei
in k& Mengen einfiigen. Durch Einfiigen von [a,b]; in die Losung werden Intervalle einer
Menge der optimalen Losung verdréingt. Dies bedeutet, dass Intervalle, die in der optimalen
Losung liegen, nicht in die Menge eingefiigt werden koénnen, da sie sich sonst mit [a, b];
iiberschneiden wiirden. Um nun die Kosten fiir [a, b]; berechnen zu kénnen, miissen wir die
Lénge der verdrangten Intervalle betrachten.

Damit ein Intervall dieser Menge verdringt wird, muss es sich mit [a, b]; zeitlich iiber-
schneiden. Somit kénnen wir den Einflussbereich von [a, b]; auf der Menge der Intervalle
einer optimalen Losung verwenden (siehe Definition 3.1). Dabei sei ¥* die Menge der
Intervalle einer optimalen Losung. Uber den Einflussbereich auf ¥* kénnen wir jedoch
keine Aussagen iiber eine beschrinkte Grofie machen, da die Intervalle in ¥’ auch linger
als [a, b]; sein kénnen.

Die Kosten fiir das einzufiigende Intervall werden aber in jedem Schritt und somit
auch in den vorherigen Schritten berechnet. Damit ist lediglich eine Betrachtung der
Intervalle, die kiirzer als [a, b]; sind, notig. Fiir die groferen Intervalle wurden Kosten schon
in einem vorherigen Schritt berechnet oder diese wurden vorher in die Losung eingefiigt.
Die kiirzeren Intervalle liegen in der Menge ¥;. Der Einflussbereich von [a, b]; ist also nur
auf ¥; zu betrachten. Die Grofie dieses Einflussbereichs ist 3 - w([a, b;) (siehe Lemma [3.2)).
Im schlimmsten Fall fiillen die verdréangten Intervalle den kompletten Einflussbereich. Diese
Intervalle besitzen dann ein Gesamtgewicht von 3 - w([a, b];). Da aber auch hier [a,b];
eingefiigt wird, ist die optimale Losung fiir diesen Teilschritt drei mal besser.

Gesamtkosten fiir den 2. Fall Somit nehmen wir insgesamt, fiir den Fall, dass [a, b];
in die Losung aufgenommen wird, aber nicht in der optimalen Losung liegt, Kosten von
24 - w([a, b];) + 3 - w([a,b];) =27 - w([a, b];) an. Diese Kosten werden durch das Loschen der
Konflikte und das Einfiigen von [a, b]; in die Losung verursacht.

Betrachtung aller Schritte

Ein Intervall wird nur dann nicht in die Lésung aufgenommen und verworfen, wenn es zu
einem Widerspruch der k-Eigenschaft in der Losung kommen wiirde. Dies bedeutet, dass
wir die Kosten fiir den ersten Fall schon vorher berechnet haben. Wir miissen also nur die
Kosten der Schritte berechnen, fiir die das gewéhlte Intervall zur Losung hinzugefiigt wird.
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3.3. Laufzeit

Fiir die Betrachtung des Approximationsfaktors werden wir daher ausschliefflich die Schritte
annehmen, bei denen ein Intervall in die Losung eingefiigt wird, das nicht in der optimalen
Losung liegt. Fiir solch einen Schritt, mit betrachtetem Intervall [a, b];, belaufen sich die
Kosten auf 27 - w([a, b];). Es wird aber nur das Intervall [a, b]; mit dem Gewicht w([a, b];)
in die Losung aufgenommen. Fiir den gesamten Approximationsfaktor des Algorithmus gilt
somit im schlimmsten Fall folgende Gleichung.

w(la, b)) 1

27 - w(la,b];) 27

3.3. Laufzeit

Der Algorithmus GREEDY-k-RESTRICTEDMAXTOTAL() besteht aus dem Sortieren der
Eingabedaten und dem anschlieBenden Behandeln jedes Intervalls. Das Uberpriifen geschieht
mithilfe der Methode PRUFE-k-EIGENSCHAFT() und kann auf verschiedene Weise umgesetzt
werden (siche Abschnitt[3.4)). Die Laufzeit kénnen wir also in Abhéngigkeit der Funktion
PRUFE-k-EIGENSCHAFT() angeben.

Theorem 3.5. Die worst-case Laufzeit des Algorithmus GREEDY-k-RESTRICTEDMAX-
ToTAL() liegt in O(|¥|-log|¥| + |¥|-T(PRUFE—k—EIGENSCHAFT()) + I). Hierbei sei
T(PRUFE—k—EIGENSCHAFT()) die Laufzeit der Funktion PRUFE-k-EIGENSCHAFT() und
I die Anzahl der Konflikte.

Beweis. Das Sortieren der Eingabe erfolgt einmalig zu Beginn und besitzt bekanntlich
eine Laufzeit in (] ¥| - log|¥|) (siehe [CLRS09]). Dies bildet den ersten Summanden der
Laufzeit. Der zweite Summand entsteht durch die Uberpriifung der Elemente der Menge ¥,
ob sie der Losung hinzugefiigt werden konnen. Im ungiinstigen Fall miissen alle Intervalle
der Eingabemenge betrachtet werden. Dieser Fall tritt ein, wenn keine Konflikte vorliegen.
Die Uberpriifung fiir ein einzelnes Intervall erfolgt schlieBlich mithilfe der Funktion PRUFE-
k-E1GENSCHAFT(), weshalb deren Laufzeit fiir jeden Schritt in die Gesamtlaufzeit mit
einflieit. Eventuell miissen die Konfliktpartner des betrachteten Intervalls [a, b]; geloscht
werden. Dazu werden alle Konflikte von [a, b]; betrachtet. Insgesamt miissen alle Konflikte
einmal betrachtet werden, wodurch deren Anzahl additiv in die Laufzeit mit einflieft. [

3.4. Varianten mit unterschiedlicher Laufzeit

Die Gesamtlaufzeit des Algorithmus hingt maflgeblich von der Laufzeit ab, die benotigt
wird, um in einem Schritt die k-FEigenschaft zu iiberpriifen. Die Anzahl der Konflikte I flieft
ebenfalls mit in die Laufzeit ein. Jedoch gilt I € | ¥|?, weshalb I in den hier besprochenen
Laufzeiten, nicht mehr explizit vorkommt. Der Algorithmus fiigt ein Présenzintervall
der Losungsmenge nur dann hinzu, wenn dieses Intervall dort keinen Widerspruch zur
k-Eigenschaft auslost. Diese Uberpriifung geschieht mithilfe der Funktion PRUFE-k-EIGEN-
SCHAFT(). Die Funktion erwartet eine Menge ¥’ von Intervallen, ein einzelnes Intervall
[a, b]; sowie den ganzzahligen Parameter k. Gepriift wird dann, ob das Prisenzintervall
in der Menge der aktiven Intervalle einen Widerspruch zur k-Eigenschaft erzeugt. Die
Ausgabe der Funktion sei TRUE, wenn ¥’ U [a, b]; zu einem Zeitpunkt mehr als &k Intervalle
besitzt. Falls die k-Eigenschaft verletzt ist, soll FALSE zuriick gegeben werden. Im Folgenden
werden wir verschiedene Varianten des Algorithmus vorstellen. Dabei unterscheiden sich
diese Varianten hauptsichlich in der Funktion zur Uberpriifung der k-Eigenschaft. Allen
Varianten liegt ein Sweepline-Vorgehen zu Grunde. Dazu werden alle Zeitpunkte aufsteigend
durchlaufen. Dieses Vorgehen ermdoglicht die Bestimmung der Anzahl der aktiven Intervalle.

15



3. Kombinierter Algorithmus

— | f | | —
L ] — | - |
| | i o |

2 3 2 0 2 1 2 3 2 3 0 1 2 1

Abbildung 3.4: Anzahl der aktiven Intervalle fiir eine Intervallmenge

Sweepline-Vorgehen

Das Vorgehen mithilfe einer sogenannten Sweepline erlaubt es, die Anzahl der aktiven
Intervalle fiir alle Zeitpunkte zu bestimmen. Unter allen Zeitpunkten kénnen wir zusam-
menhéngende Bereiche identifizieren, in denen sich die Anzahl der aktiven Intervalle nicht
verdndert (siehe Abbildung . Nach folgendem Lemma werden diese Bereiche von einer
Start- bzw. Endzeit zweier Intervalle begrenzt.

Lemma 3.6. Sei T die sortierte Menge aller Start- und Endzeitpunkte einer Intervallmenge,
x € T ein beliebiger Zeitpunkte aus T und y € T der direkt darauffolgende Zeitpunkt.
Dann ist die Anzahl der Intervalle fiir jeden Zeitpunkt t € [x,y| konstant.

Beweis. Angenommen die Anzahl der Intervalle zu einem Zeitpunkt wére im Bereich [z, y]
nicht konstant, dann muss mindestens ein Start- oder Endzeitpunkt zwischen x und y
liegen. Dies ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung, dass y der direkt auf x folgende
Zeitpunkt sei. O

Es miissen also nicht alle moglichen Zeiten betrachtet werden. Es reicht aus, nur die
Start- und Endzeitpunkte aller Intervalle zu behandeln. Um dies umzusetzen, werden alle
Zeitpunkte in zeitlich aufsteigender Reihenfolge betrachtet. Zusétzlich wird ein globaler
Zahler gefiihrt, welcher zu Beginn mit 0 initialisiert wird. Nun wird bei jeder Startzeit
der Zahler um 1 erhoht und bei jeder Endzeit um 1 verringert. Damit ergibt sich, anhand
des Zahlerstandes, die Anzahl der aktiven Intervalle fiir den Bereich zwischen dem soeben
betrachteten und den darauf folgenden Start- oder Endzeitpunkt.

Naive Methode

Dieses Vorgehen kénnen wir nun ausnutzten, um die Methode PRUFE-k-EIGENSCHAFT()
zu entwerfen. Fiir das Sweepline-Vorgehen wird zu Beginn das einzelne Intervall in die
Intervallmenge eingefiigt. Von der so entstandenen Intervallmenge ¥* wird dann die Menge
T aller Start- und Endzeitpunkte bestimmt. Anschlielend miissen diese Zeitpunkte zeitlich
aufsteigend sortiert werden. Nach diesen Vorbereitungen wird, wie oben beschrieben, mittels
Sweepline und Zihler vorgegangen. Sobald der Zdhler die vorgegebene Grenze k {ibersteigt,
liegt ein Widerspruch zur k-Eigenschaft vor. Falls hingegen alle Zeiten betrachtet werden,
ohne dass ein Widerspruch auftritt, liegen zu jedem Zeitpunkt maximal k Intervalle vor.
Wir nennen die Funktion im Folgenden PRUFE-k-EIGENSCHAFTNAIV(). Algorithmus
skizziert das Verhalten dieser Funktion.

Nun werden wir die Laufzeit der Funktion PRUFE-k-EIGENSCHAFTNAIV() bestimmen.
Die Laufzeit ist abhéingig von der Anzahl der zu betrachtenden Zeitpunkte. Diese wiederum
ergibt sich durch die Zahl der Intervalle. Jedes Intervall besitzt genau eine Start- und eine
Endzeit. Damit wéchst die Anzahl aller moglichen Zeitpunkte linear mit der Anzahl der
Intervalle.

Beobachtung 3.7. Die Anzahl aller Start- und Endzeiten fiir eine Menge W' von Inter-
vallen liegt in O(|¥']).

Die Eingabemenge ¥’ der Funktion PRUFE-k-EIGENSCHAFTNAIV() besitzt im schlimms-
ten Fall so viele Intervalle wie die Eingabe fiir den gesamten Algorithmus. Damit kénnen
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3.4. Varianten mit unterschiedlicher Laufzeit

Algorithmus 3.2 : PRUFE-k-EIGENSCHAFTNAIV( ¥, [a,b];, K)

Eingabe : Menge von Intervallen ¥’ Einzufiigendes Interval [a, b];,
Parameter k
Ausgabe : true falls [a,b]; in ¥’ einen Widerspruch zur k-Eigenschaft

erzeugen wiirde, andernfalls false
Voraussetzung : ¥’ besitzt keinen Widerspruch zu k-Eigenschaft

1 begin

2 U* — v U{la, b };

3 T «+ {Start- und Endzeitpunkte der Intervalle aus ¥* in aufsteigender
Reihenfolge};

4 returnWert < false;

5 for zeit € T do

6 if IstStartzeit (zeit) then

7 ‘ counter +-;

8 else

9 L counter ——;

10 if counter > k then

11 returnWert < true;

12 L break;

13 return returnWert;

wir die Laufzeit fiir die Funktion angeben. Zu Beginn werden die Zeiten sortiert und
anschlieBend einzeln betrachtet. Im schlimmsten Fall miissen alle Zeiten betrachtet werden.
So ergibt sich, zusammen mit Beobachtung die Laufzeit der Funktion.

Korollar 3.8. Die worst-case Laufzeit der Funktion PRUFE-k-EIGENSCHAFTNAIV() liegt
in O(|¥] log | ¥|).

Da die Laufzeit fiir Algorithmus GREEDY-k-RESTRICTEDMAXTOTAL() von der Laufzeit
der Funktion zur Priifung der k-Eigenschaft abhéingt, kénnen wir diese nun, mit Theorem
und Korollar vollstédndig angeben.

Korollar 3.9. Algorithmus GREEDY-k-RESTRICTEDMAXTOTAL() besitzt, unter Verwen-
dung der Funktion PRUFE-k-EIGENSCHAFTNAIV(), eine Laufzeit in O(|¥|? log | ¥]).

Verbesserung der Laufzeit

Das Einfiigen eines Intervalls in die Losungsmenge ¥’ ist endgiiltig. Zur ¥’ kommen
also nur Intervalle hinzu. Genauso verhilt es sich dementsprechend mit der Menge der
Zeitpunkte T der Intervalle der Losungsmenge. Jedoch wird T in der Funktion PRUFE-k-
E1GENSCHAFTNAIV() nach jedem Durchlauf verworfen. Daher muss 7' zu Beginn immer
neu gebildet und sortiert werden. Ein besseres Vorgehen besteht darin, die Menge fiir jeden
Aufruf der Funktion weiter zu verwenden. Dazu miissen wir jedoch Verinderungen an
Algorithmus GREEDY-k-RESTRICTEDMAXTOTAL() vornehmen. Folglich muss die Funktion
zur Uberpriifung der k-Eigenschaft, die Menge der sortierten Zeitpunkte 7' der Elemente aus
¥’ erhalten. Die Menge T wird zu Beginn deklariert und mit der leeren Menge initialisiert.
Auch die Arbeitsweise der Funktion muss angepasst werden. Einerseits fillt das Sortieren
der Zeiten weg, andererseits miissen beim Sweepline-Vorgehen die Zeiten des einzufiigenden
Intervalls [a, b]; beachtet werden. Schlielich miissen die Zeiten von [a, b]; sortiert in T
eingefiigt werden, sofern kein Widerspruch zur k-Eigenschaft gefunden wurde. Es sei hier
angenommen, dass die Anderungen an T beim Verlassen der Funktion erhalten bleiben.
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3. Kombinierter Algorithmus

Algorithmus 3.3 : PRUFE-k-EIGENSCHAFTLINEAR( T, [a,b];, K)

Eingabe : Menge von sortierten Zeitpunkten 7', Einzufiigendes Intervall
[a, b];, Parameter k
Ausgabe s true falls [a, b]; in W', dessen Intervallzeitpunkte in T’ vorliegen,

einen Widerspruch zur k-Eigenschaft erzeugen wiirde,
andernfalls false
Voraussetzung : ¥’ besitzt keinen Widerspruch zu k-Eigenschaft

1 begin

2 ts < Startzeitpunkt von [a, b];;

3 te + Endzeitpunkt von [a, b];;

4 Fiige ts und t., sortiert, in die Menge T ein;
5 for zeit € T do

6 if IstStartzeit(zeit) then

7 | counter ++;

8 else

9 L counter ——;
10 if counter > k then
11 returnWert < true;
12 L break;
13 if returnWert = true then entferne ¢5 und t, aus T
14 return returnWert;

Wir bezeichnen diese Funktion als PRUFE-k-EIGENSCHAFTLINEAR( ). Algorithmus 3.3 zeigt
das Verhalten der Funktion.

Das stédndige Sortieren zu Beginn ist nun nicht mehr erforderlich. Dafiir miissen die
Zeitpunkte von x in die Menge sortiert eingefiigt und eventuell wieder geloscht werden.
Diese Schritte lassen sich mithilfe eines Arrays in linearer Zeit und mit balancierten bindren
Béumen in logarithmischer Zeit durchfiihren (siehe ). Insgesamt ergibt sich linearer
Zeitaufwand fiir die Funktion PRUFE-k-EIGENSCHAFTLINEAR().

Korollar 3.10. Die Laufzeit der Funktion PRUFE-k-EIGENSCHAFTLINEAR() liegt in
o(|T1)-

An der Laufzeit des angepassten Algorithmus GREEDY-k-RESTRICTEDMAXTOTAL()
hat sich nichts gedndert. Diese entspricht der Laufzeit des unangepassten Algorithmus
(siehe Theorem [3.5). Die Menge T besitzt im schlimmsten Fall so viele Elemente wie
die Eingabe fiir den gesamten Algorithmus. Es gilt also |T| € O(|¥|). Der Algorithmus
GREEDY-k-RESTRICTEDMAXTOTAL() lduft somit, wenn die Funktion PRUFE-k-EIGEN-
SCHAFTLINEAR() verwendet wird, in quadratischer Zeit.

Korollar 3.11. Algorithmus GREEDY-k-RESTRICTEDMAXTOTAL() besitzt, unter Ver-
wendung der Funktion PRUFE-k-EIGENSCHAFTLINEAR(), eine Laufzeit, die in O(|¥|?)
liegt.

Eine alternative Mo6glichkeit besteht darin, alle méglichen Zeitpunkte zu Beginn des
Algorithmus zu sortieren und mit einem zusétzlichen Attribut zu versehen. Dieses Attribut
gibt an, ob das entsprechende Intervall des Zeitpunktes in der Losung enthalten ist oder
nicht. Ist es enthalten, muss der Zeitpunkt in der Funktion PRUFE-k-EIGENSCHAFT-
LINEAR() betrachtet werden. Das Attribut jedes Zeitpunktes wird mit FALSE initialisiert
und bedeutet, dass diese Zeit nicht betrachtet werden muss. Die Funktion PRUFE-k-EIGEN-
SCHAFTLINEAR() setzt dann zu Beginn das Attribut der Start- und Endzeit von [a,b]; in
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3.4. Varianten mit unterschiedlicher Laufzeit

T auf TRUE. Dann wird das Sweepline-Verfahren auf alle Zeiten, deren Attribut TRUE ist,
angewandt. Abschliefend miissen die Attribute wieder zuriick gesetzt werden, wenn die
k-Eigenschaft verletzt wurde. Dieser Ansatz besitzt offensichtlich ebenfalls quadratische
Laufzeit.

Kleinen Bereich priifen

Die k-Eigenschaft wird durch die Funktion PRUFE-k-EIGENSCHAFTLINEAR() bei jedem
Einfiigen eines Intervalls {iberpriift. Fiir einen erneuten Durchlauf der Funktion werden
wieder alle moglichen Zeitpunkte in T' betrachtet. Somit werden die Anzahlen der aktiven
Intervalle komplett neu berechnet. Wie in Lemma beschrieben, existiert eine Menge
B von disjunkten Zeitbereichen, innerhalb derer die Anzahl der Intervalle konstant ist.
Das Hinzufiigen eines Intervalls [a, b]; &ndert die Anzahlen der aktiven Intervalle. Jedoch
geschieht dies ausschlieBlich in den Bereichen B’ = {[c,d]|[c,d] € B, [c,d] C [a,b]} C B. Da
die Intervalle der Grofle nach absteigend in die Lésung aufgenommen werden, ist davon
auszugehen, dass die Anzahl der Bereiche in B’ deutlich geringer ist als die der Menge B.
Damit liegt es nahe, die Anzahl der aktiven Intervalle fiir jeden Bereich zu speichern und
nur fiir die Bereiche in B’ zu aktualisieren.

Die Bereiche in B sind zeitlich konsekutiv. Da nur ein Intervall eingefiigt wird und dieses
Intervall zusammenhéngend ist, kénnen wir fiir B’ Folgendes beobachten.

Beobachtung 3.12. Die Bereiche in B’ sind zeitlich konsekutiv.

Aus Beobachtung folgt, dass nur der Startzeitpunkt x € T des ersten und der
Endzeitpunkt y € T des letzten Bereiches in B’ identifiziert werden muss. Das Sweepline-
Vorgehen von oben muss also nur auf dem Zeitbereich [z, y] durchgefithrt werden. Eine
Verkettung der Zeitpunkte in T durch Referenz auf den Nachfolger bietet sich fiir das
Sweepline-Vorgehen an. Sobald x bekannt ist, konnen die folgenden Zeitpunkte aus T
nacheinander, bis zum Erreichen von y abgearbeitet werden. Die Suche nach einem Element
in einer verketteten Liste benotigt linearen Zeitaufwand in der Eingabegrofie. Deshalb ist es
sinnvoll, die Elemente in T zusétzlich in einem balancierten bindren Baum zu organisieren.
Nun l&sst sich die Suche mit logarithmischem Zeitaufwand durchfiihren (siehe ).
Im Folgenden sei T eine Datenstruktur, deren Elemente sowohl in einem balancierten
bindren Baum gespeichert, als auch untereinander in zeitlicher Reihenfolge verkettet sind.
Zusitzlich wird die Anzahl der aktiven Intervalle fiir den zeitlich folgenden Bereich in jedem
Element in T als zusétzliches Attribut gespeichert.

Im Folgenden skizzieren wir das Vorgehen der Funktion PRUFE-k-EIGENSCHAFTLOKAL().
Die Funktion erhélt die Menge T der Zeitpunkte der Losungsintervalle, das zu priifende
Intervall [a,b]; und den Parameter k. Wir setzen voraus, dass die Intervalle der Zeitpunkte
in T die k-Figenschaft nicht verletzen. Zu Beginn wird der Startzeitpunkt x ermittelt. Dieser
Zeitpunkt liegt immer direkt vor a. Das zusétzliche Attribut von z, welches die Anzahl
der aktiven Intervalle, fiir den Bereich ab diesem Zeitpunkt angibt, wird als Wert fiir den
Zahler iibernommen. Nun wird das nachfolgenden Element von x, in der verketteten Liste,
betrachtet. Dabei muss stdndig iiberpriift werden, ob a oder b schon iiberschritten wurde
und ob das Ende y erreicht ist. Das Sweepline-Vorgehen wird analog angewandt. Wird
kein Widerspruch zur k-Eigenschaft gefunden, wird a und b eingefiigt und die zusétzlichen
Attribute aktualisiert.

Die worst-case Laufzeit verbessert sich nicht, da B = B’ auftreten kann. Dieser Fall tritt
beispielsweise fiir ein Intervall ein, welches die gesamte Zeitachse fiillt.

Korollar 3.13. Die worst-case Laufzeit der Funktion PRUFE-k-EIGENSCHAFTLOKAL()
liegt in O(|¥]).

Die worst-case Laufzeit des Algorithmus GREEDY-k-RESTRICTEDMAXTOTAL() mit der
Funktion PRUFE-k-EIGENSCHAFTLOKAL() unterscheidet sich damit nicht von Laufzeit des
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Algorithmus mit der Funktion PRUFE-k-EIGENSCHAFTLINEAR() (siehe Korollar [3.11). Der
worst-case Fall kommt jedoch in der Praxis selten vor, womit zu erwarten ist, dass die
tatséchliche Laufzeit des Algorithmus mit der Funktion PRUFE-k-EIGENSCHAFTLOKAL()
besser ist als die anderen Varianten. Eine experimentelle Analyse, welche in Kapitel
préasentiert wird, bestéitigt diese Annahme.

Wir haben in diesem Kapitel einen Algorithmus vorgestellt, der eine beweisbare Gii-
tegarantie aufweist. Verschiedene Varianten dieses Algorithmus besitzen unterschiedliche
Laufzeiten, die deutlich besser sind, als die Laufzeit des Algorithmus aus [GNN13]. Wie
gut sich der Algorithmus in der Praxis verhélt wird in Kapitel |5/ untersucht.
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4. Algorithmen fiir die Teilprobleme

Der Algorithmus aus Kapitel |3/16st gleichzeitig die Konflikte unter Beachtung von AM1 auf
und stellt die k-Eigenschaft her. Hier wollen wir Algorithmen vorstellen, welche die beiden
Teilprobleme separat behandeln. Die Konflikte werden hier ebenfalls unter Beachtung des
Aktivitdatsmodells AM1 aufgelost. Zu Beginn werden wir Algorithmen zur Konfliktauflo-
sung und anschliefend, in Abschnitt zur Herstellung der k-Eigenschaft behandeln.
Abschlieflend betrachten wir die Approximationsgiite fiir die Ausfithrung der Algorithmen
nacheinander.

4.1. Auflésung der Konflikte

In einer giiltigen Losung diirfen, neben der k-Eigenschaft, keine Konflikte mehr vorhanden
sein. Im Aktivitdtsmodell AM1 bedeutet dies, dass eines, der an einem Konflikt beteiligten
Intervalle nicht angezeigt werden darf. Werden nur die Konflikte, unter Beachtung von AM1
aufgelost, entspricht dies dem Problem GENERALMAXTOTAL. Wir werden nun Algorithmen
vorstellen, welche ausschliefilich die Konflikte auflésen. Dabei arbeitet der erste Algorithmus
nach gleichem Prinzip wie der Algorithmus aus Kapitel |3l Mit der Einschrinkung auf einen
Konflikte pro Intervall arbeitet dieser Algorithmus optimal. Anschlieflend présentieren wir
ein lineares Programm, welches die Konfliktauflésung optimal vornimmt, wenn maximal
zwei Konflikte pro Intervall vorliegen.

4.1.1. Approximativer Greedy-Algorithmus zur Konfliktauflésung

Zur approximativen Losung von GENERALMAXTOTAL wird in ein Algorithmus
vorgestellt. Dieser verfahrt dhnlich wie der Algorithmus aus Kapitel [3| erzeugt aber eine
ausschlieBlich konfliktfreie Intervallmenge als Losung. Eine Uberpriifung der k-Eigenschaft
ist fiir die reine Konfliktauflosung nicht nétig. Daher kann auf die Funktion PRUFE-k-
EIGENSCHAFT() verzichtet werden. Dementsprechend besitzt dieser Algorithmus einen
anderen Approximationsfaktor und eine andere Laufzeit. Wir werden das Vorgehen des
Algorithmus kurz wiederholen und anschlieend die Approximationsgiite und die Laufzeit
angeben.

Vorgehen

Der Algorithmus betrachtet die Intervalle der Eingabe ¥ der Grofie nach absteigend. In
einem Schritt des Algorithmus wird das betrachtete Intervall [a, b]; in die Losungsmenge
¥’ verschoben. Zugleich werden die Konfliktpartner C[laﬂ entfernt, damit diese in einem
spéteren Schritt nicht mehr betrachtet werden kénnen. Nach Betrachtung aller méglichen
Intervalle gibt der Algorithmus die Menge ¥’ als Losung zuriick. Algorithmus entspricht
diesem Verhalten.
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Algorithmus 4.1 : GREEDYGENERALMAXTOTAL( Y, C, K)

Eingabe :Menge von Intervallen ¥, Menge aller Konflikte C
Ausgabe : Konfliktfreie Intervallmenge ¥’

1 begin

2 ¥ + sort (¥);

3 v 0;

4 | while ¥ # () do

5 [a, b]; + groftes Element aus ¥;
6 V' — v U{la,b)};

7 V< J/\(C[la’b]u{[a,b]l});

8 return ¥';

Approximationsfaktor und Laufzeit

Der Beweis des Approximationsfaktors des Algorithmus GREEDY GENERALMAXTOTAL()
wird ebenfalls in prasentiert. Wir verzichten deshalb darauf den Beweis zu
wiederholen und geben nur die Laufzeit und den Approximationsfaktor aus
Theorem 4] an.

Korollar 4.1. Werden FEinheitsquadrate als Labels benutzt und fiir das Gewicht eines
Intervalls seine Linge verwendet, besitzt der Algorithmus GREEDY GENERALMAXTOTAL()
einen Approzimationsfaktor von 1/,, und seine Laufzeit liegt in O(|¥| log| ¥|).

Beschrinkung auf einen Konflikt pro Intervall

Wir betrachten nun die Einschrinkung der Eingabemenge auf maximal einen Konflikt
pro Intervall fiir den Algorithmus GREEDY GENERALMAXTOTAL(). In diesem Fall besitzt
jedes Intervall maximal einen Konfliktpartner. Eine solche Instanz kann mithilfe des Algo-
rithmus GREEDY GENERALMAXTOTAL() optimal gelost werden. Ein optimaler Algorithmus
entscheidet sich fiir jeden Konflikt fiir das Intervall mit dem gréfleren Gewicht. Da der
Algorithmus GREEDY GENERALMAXTOTAL() die Intervalle der Groéfe nach absteigend
in die Losung aufnimmt, ist gewéhrleistet, dass immer das groflere, an einem Konflikt
beteiligte Intervall gewéhlt wird.

4.1.2. Sonderfall: Zwei Konflikte pro Intervall

Im Folgenden beschreiben wir ein dynamisches Programm, welches eine optimalen Losung
liefert, wenn die Eingabemenge maximal zwei Konflikte pro Intervall aufweist. Fiir die
spatere Betrachtung ist es notig, den Konfliktgraph einer Intervallmenge zu definieren.

Definition 4.2. Sei ¥ eine Intervallmenge mit Konflikten. Dann erhdlt man den Kon-
fliktgraph von V¥, indem man fiir jedes Intervall einen Knoten erstellt und eine Kante
zwischen zwei Knoten, deren korrespondierende Intervalle in Konflikt miteinander ste-
hen, einfiigt. Zusdtzlich erhdlt jeder Knoten ein Gewicht, das gleich dem Gewicht des
entsprechenden Intervalls ist.

Der Konfliktgraph einer Intervallmenge besteht aus einzelnen Zusammenhangskompo-
nenten. Kommen nur maximal zwei Konflikte pro Intervall in der Intervallmenge vor, dann
besteht eine Komponente entweder aus einem Pfad oder einem Zyklus. Abbildung
veranschaulicht dies anhand eines einfachen Konfliktgraphen.

Da keine Konflikte zwischen zwei Zusammenhangskomponenten bestehen, kénnen diese
separat gelost werden. Die Losung der gesamten Intervallmenge setzt sich dann aus den
Losungen der Zusammenhangskomponenten zusammen.
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4.1. Auflssung der Konflikte

Abbildung 4.1: Beispiel eines Konfliktgraphen einer Intervallmenge, bei der jedes Inter-
vall maximal zwei Konflikte besitzt. Zu sehen sind die beiden moglichen
Zusammenhangskomponenten, Pfad und Zyklus

Lésung eines Pfades

Wir beschreiben nun das dynamische Programm LOSEPFAD() zur Losung eines Pfades
des Konfliktgraphen. Sei der Pfad als Sequenz [vp, ..., v;—1] der Knoten gegeben. Der Pfad
darf dabei keinen Zyklus bilden. Das dynamische Programm betrachtet jeden Knoten
des Pfades der Reihe nach von vy beginnend und bestimmt fiir jeden Knoten v; den
Distanz-Wert D1sT[i]. Der Distanz-Wert von v; gibt den Wert der optimalen Losung aller
bis v; betrachteten Knoten an. Bei der Betrachtung eines Knotens muss der Algorithmus
entscheiden, ob dieser zur optimalen Losung der, bis zu diesem Zeitpunkt betrachteten
Knoten hinzu z#hlt oder nicht. Diese Entscheidung stiitzt sich dabei auf das Gewicht
des Knotens und die Werte D1ST[i — 1] und Di1sT[i — 2] der beiden letzten Knoten. Wir
betrachten zuerst die Berechnung des Wertes DIST][i] eines beliebigen Knotens v;. Das
korrespondierende Intervall des Knoten v; bezeichnen wir dann mit [a, ];.

Der Algorithmus muss entscheiden, ob der Knoten v; hinzu genommen wird oder nicht.
Diese Entscheidung basiert darauf, ob der Wert der bisherigen Losung mit dem Knoten
besser ist als ohne ihn. Dazu werden die beiden moglichen Werte berechnet und miteinander
verglichen. Wird Knoten v; hinzugenommen, darf der direkt vorhergehende Knoten nicht
in der Losung vorkommen. Der Wert D1sT[i] wiirde sich also aus der Summe des Wertes
Dist[i — 2] und des Gewichts des Intervalls [a,b]; berechnen. Falls hingegen Knoten v;
nicht aufgenommen wird, wiirde der DisT[i]-Wert nur aus dem DisT[i — 1]-Wert bestehen.
Der Algorithmus berechnet also DiST[i] = max{DisT[i — 2] + w([a, b];), D1sT[i — 1]}. Es
wird ebenfalls eine Markierung gespeichert, welche angibt, ob Knoten v; fiir diesen Wert
DisT[i] in die Losung aufgenommen wird oder nicht. Fiir die ersten beiden Knoten stehen
die notigen Werte D1sT[—1] und D1ST[—2] noch nicht zur Verfiigung. Wir setzen deshalb
Dist[—1] = Dist[-2] = 0.

Nachdem fiir jeden Knoten der entsprechende Distanz-Wert berechnet wurde, gibt
der Wert DisT[t — 1] des letzten Knotens im Pfad den Wert der optimalen Losung fiir
den gesamten Pfad an. Durch eine weitere Betrachtung aller Knoten kann dann die
Intervallmenge bestimmt werden. Hierzu wird beim letzten Knoten begonnen. Der Index
bezeichnet wieder die Position des Knotens im Pfad. Wir betrachten einen beliebigen Knoten
v;. Die vorher erstellte Markierung gibt nun an, ob das korrespondierende Intervall [a, b];
des Knotens in der Losung enthalten ist. Das Intervall wird dementsprechend in die Losung
aufgenommen oder verworfen. Der néchste zu betrachtende Knoten ergibt sich anhand
der Markierung des Knotens. Gibt die Markierung an, dass der Knoten v; in der Lésung
enthalten ist, so ist der als néichstes zu betrachtende Knoten v;_1. Andernfalls wird Knoten
v;_o als nédchstes betrachtet. Der Algorithmus nimmt so sukzessive die entsprechenden
Intervalle, die zur optimalen Losung fithren, in die Losung auf. Beendet wird der Algorithmus
sobald der Knoten v_1 oder v_o betrachtet werden soll. In Algorithmus ist das Verhalten
der Funktion LOSEPFAD() veranschaulicht.

Im ersten Teil wird der DiST[i]-Wert fiir alle Knoten v; berechnet, dazu werden alle
Knoten des Pfades der Reihe nach betrachtet. AnschlieSfend werden die Intervalle der
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4. Algorithmen fiir die Teilprobleme

Algorithmus 4.2 : LOSEPFAD([vg, . .., vi—1])

Eingabe :Pfad [vg,...,vi—1]
Ausgabe : Entsprechende Intervallmenge ¥’ mit aufgelésten Konflikten

1 begin
2 dist[—2] < 0;
3 dist[—1] + 0;
4 v 0
5 fori< 0;i<t;i++ do
6 [a, b]; < entsprechendes Intervall des Knotens vy;
7 dist[i] = max{dist[i — 2] + w([a, b];),dist[i — 1]};
8 if dist[i — 2] + w([a, b];) > dist[i — 1] then
9 L Markiere Knoten v; als gewihlt;
10 i—t—1;
11 while i > 0 do
12 if Knoten v; ist als ,gewdhlt* markiert then
13 [a, b]; <— entsprechendes Intervall des Knotens vj;
14 V' v U{]a,b]i};
15 i—i—2;
16 else
17 L i — —;
18 return ¥’;

gewihlten Knoten in die Losung aufgenommen. Damit wird jeder Knoten héchstens zwei
mal betrachtet. Es ergibt sich demnach folgende Laufzeit fiir die Funktion LOSEPFAD().

Beobachtung 4.3. Die Laufzeit der Funktion LOSEPFAD() liegt in O(t). Hierbei ist t die
Anzahl der entsprechenden Intervalle des Konfliktgraphs.

Losung eines Zyklus

Die andere Zusammenhangskomponente des hier besprochenen Konfliktgraphen ist ein
Zyklus. Dabei bilden die Knoten dieses Teilgraphs einen Pfad, bei dem Start- und Endknoten
gleich sind. Wir kénnen einen Zyklus mithilfe der Funktion LOSEPFAD() losen. Aufgrund
der Konflikte kann ein Knoten niemals gleichzeitig mit seinen Nachbarn in der Losung
auftauchen. Deshalb entfernt der Algorithmus einen beliebigen Knoten x aus dem Teilgraph,
wodurch der Zyklus aufgetrennt wird. Es ist nun ein Pfad entstanden, der mit der Funktion
LOSEPFAD() gelost werden kann. Die zuriickgelieferte Losung bezeichnen wir mit ¥]. Da
aber x nicht mehr im Konfliktgraph vorhanden ist, kommt dessen Prisenzintervall in ¥}
nicht vor. Deshalb wird der urspriingliche Zyklus ein zweites Mal aufgetrennt, indem nun
einer der beiden Nachbarn von z geloscht wird. Die Funktion LOSEPFAD() liefert wieder
eine optimale Losung ¥} fiir den entstandenen Pfad. Nun vergleicht der Algorithmus den
Wert von ¥{ mit dem von ¥. Die Losung mit dem grofieren Wert wird dann gewiihlt.

Zum Losen eines Zyklus muss also die Funktion LOSEPFAD() zweimal aufgerufen werden.
Die Laufzeit fiir die Funktion LOSEPFAD() ist in Beobachtung angegeben. Unter
der Annahme, dass das Entfernen eines Knotens und der Vergleich der Losungen jeweils
konstante Laufzeiten besitzen, ldsst sich dann folgendes beobachten.

Beobachtung 4.4. Die Laufzeit zum Ldsen eines Zyklus mithilfe der Funktion LOSE-
PFAD() liegt in O(t). Hierbei ist t die Anzahl der Knoten des Zyklus.
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4.2. Begrenzung der Anzahl gleichzeitig sichtbarer Beschriftungen

Identifizierung der Zusammenhangskomponenten

Der Konfliktgraph kann aus mehreren Zusammenhangskomponenten bestehen. Um den
richtigen Losungsweg auf einen Teilgraphen anzuwenden, muss der Algorithmus die Art des
Teilgraphen bestimmen. Ein einfaches Vorgehen ist eine Tiefensuche, bei der jeder, schon
besuchte Knoten markiert wird.

Zu Beginn wird ein beliebiger nicht markierter Knoten aus dem Konfliktgraph betrachtet.
Nun werden mittels Tiefensuche, alle erreichbare Knoten identifiziert und ebenfalls markiert.
Trifft der Algorithmus auf einen schon markierten Knoten, kann es sich nur um einen Zyklus
handeln. Dieser wird dann mit obigem Vorgehen gelost. Werden hingegen nur Knoten
gefunden, die noch nicht markiert sind, handelt es sich um einen Pfad. Es wird dann die
Funktion LOSEPFAD() direkt darauf angewendet. AnschlieBend wird wieder von vorne
begonnen und ein Knoten betrachtet, der noch nicht markiert ist. Nach und nach werden
so alle Knoten des Konfliktgraphen markiert.

Damit ein Knoten als Ausgangsknoten fiir die Tiefensuche gew#hlt werden kann, darf
dieser nicht markiert sein. Um zu verhindern, dass ein markierter Knoten beliebig oft
betrachtet wird, werden alle Knoten der Reihe nach als Ausgangsknoten fiir die Tiefensuche
betrachtet. Ist ein Knoten schon markiert, wird der néchste betrachtet.

Lemma 4.5. Die Identifizierung der Zusammenhangskomponenten eines Graphen, dessen
Knoten tiber mazimal zwei Kanten verfiigen, besitzt lineare Laufzeit.

Beweis. Mit allen Tiefensuche-Vorgingen wird jeder Knoten des Graphen genau einmal
betrachtet und markiert. Zum Auswihlen der Knoten fiir die Tiefensuche miissen alle
Knoten der Reihe nach betrachtet und ihre Markierung tiberpriift werden. Damit besitzt
die Identifizierung lineare Laufzeit. O

Gesamtlaufzeit

Einerseits hingt die Gesamtlaufzeit von der Identifizierung der Teilgraphen und anderer-
seits von der Berechnung der Lésung ab. Zum Losen der Teilgraphen wird die Funktion
LOSEPFAD() verwendet. Mit der Laufzeit fiir die Identifizierung der Teilgraphen (Lem-
ma und der Laufzeit zur Losung eines Pfades und eines Zyklus (Beobachtung und
Beobachtung konnen wir nun die Laufzeit des gesamten linearen Programms angeben.

Korollar 4.6. Die Laufzeit des hier beschriebenen linearen Programms liegt in O(| ¥]).
Dabei ist |W| die Anzahl der zu betrachtenden Prisenzintervalle.

4.2. Begrenzung der Anzahl gleichzeitig sichtbarer Beschrif-

tungen

Damit eine Menge ¥ die k-Eigenschaft erfiillt, diirfen sich in ¥ zu jedem Zeitpunkt
nicht mehr als k Intervalle schneiden. In diesem Abschnitt stellen wir zuerst das Verfahren
aus [CL95] vor, welches die k-FEigenschaft mithilfe eines Flussnetzwerks herstellt. Um
mehrere Verfahren fiir die experimentelle Evaluation (siche Kapitel |5) zur Auswahl zu
haben, zeigen wir anschlieflend einen Algorithmus, der dem Vorgehen aus Kapitel 3| folgt.
Danach werden wir einen weiteren approximativen Algorithmus vorstellen, der mithilfe
eines Sweepline-Vorgehens arbeitet.

4.2.1. Flussalgorithmus fiir die k-Eigenschaft

Flussnetzwerke werden in der Informatik haufig zur Lésung von Problemen benutzt.
Dabei betrachtet man einen Graph, {iber dessen Kanten ein Fluss von einer Quelle zu
einer Senke flielen soll. In wird ein Flussnetzwerk durch einen gerichteten Graph
G = (V, E) mit zwei ausgezeichneten Knoten s,t € V und einer Kostenfunktion c: £ — Ry
beschrieben. Der Knoten s wird als Quelle, der Knoten ¢ als Senke bezeichnet. Ein Fluss auf
G ist definiert als die Funktion f: V' x V — R, welche die beiden folgenden Bedingungen
erfiillt.
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4. Algorithmen fiir die Teilprobleme

Kapazitidtsbedingung: 0 < f(u,v) < c¢(u,v), Yu,v € V

Flusserhaltung: Y . f(v,u) =3 oy f(u,v), Yu e V' \ {s,t}

Das bedeutet anschaulich, dass der Fluss iiber eine Kante nie grofler sein darf als dessen
Kapazitét und, dass der in einen Knoten flielende Fluss genauso grof sein muss wie der von
ihm weg flieBende Fluss. Der Wert eines Flusses f ist | f| = > ,cy f(s,0) = > ey f(v, 5).
H&ufig ist man an einem maximalen Fluss interessiert, das bedeutet, dass ein Fluss f
gefunden werden soll, dessen Wert unter allen moglichen Fliissen maximal ist. Des Weiteren
kann man eine Kostenfunktion a: E — R einfiihren, die jeder Kante Kosten zuweist. Die
Gesamtkosten fiir einen Fluss f betragen dann -, ,)cp a(u, v)f(u,v). Fiir gewhnlich soll
ein maximaler Fluss gefunden werden, dessen implizierte Gesamtkosten minimal sind.

In [CL95] wird ein Verfahren beschrieben, das eine Teilmenge einer Menge von Présenz-
intervallen berechnet, deren Gewicht unter allen Teilmengen am grofiten ist und welche
die k-Eigenschaft erfiillt. Diese Teilmenge nennen wir hier die optimale Ldsung, welche
die k-Eigenschaft erfiillt. Dieses Verfahren transformiert die Menge der Intervalle in ein
Flussnetzwerk und findet anschlieflend einen maximalen Fluss mit minimalen Kosten.
Die optimale Losung ergibt sich dann anhand des Flusses. Im Folgenden wollen wir die
Transformation und die Bestimmung der Lésung beschreiben, da wir in Kapitel |5/ den
Algorithmus experimentell auswerten.

Transformation

Um einen Flussalgorithmus anwenden zu kénnen, muss die Intervalmenge ¥ zuerst in
ein Flussnetzwerk transformiert werden. Wir werden nun die Transformation aus [CL95
beschreiben. Dazu werden, fiir jedes Intervall [a, b];, zwei Knoten a und b erstellt. Diese
Knoten représentieren den Start- und Endzeitpunkt von [a,b]; € W¥. Zusétzlich werden
Knoten fiir die Quelle s und die Senke ¢ hinzugefiigt. Insgesamt besitzt damit das Fluss-
netzwerk |¥| -2+ 2 Knoten. Anschliefend werden alle Knoten in zeitlicher Reihenfolge
mit gerichteten Kanten verbunden. Dabei bildet die Quelle den Anfang und die Senke das
Ende. Existieren fiir einen Zeitpunkt mehrere Knoten, werden diese so sortiert, dass sich die
Endknoten vor den Startknoten befinden. Andernfalls kénnten Startpunkte iibersprungen
und damit Intervalle ausgeschlossen werden. Jede dieser Kanten erhélt Kapazitat & und
erzeugt keine Kosten. Der Benennung aus folgend, bezeichnen wir diese Kanten
als Clique-Kanten. Nun erhélt jeder Knoten, der den Startzeitpunkt eines Intervalls re-
prasentiert, eine Kante zu dem entsprechenden Endknoten des Intervalls. Wir bezeichnen
diese Kanten als Intervall-Kanten. Die Kanten besitzen jeweils eine Kapazitéit von 1 und
erzeugen Kosten, die dem negativen Gewicht —w([a,b];) des korrespondierenden Intervalls
entsprechen. In Abbildung ist diese Transformation veranschaulicht.

Losung

Nun wird ein maximaler Fluss mit minimalen Kosten auf diesem Flussnetzwerk berechnet.
Die Clique-Kanten bilden einen Pfad von Knoten s nach Knoten ¢ mit Kapazitit k. Knoten
s hat zudem nur diese eine ausgehende Clique-Kante. Das fiihrt zur folgenden Beobachtung.

Beobachtung 4.7. Der mazrimale Fluss des so konstruierten Flussnetzwerks hat den
Wert k.

Die Kosten des Flusses der Grofie k sind, laut Lemma 4], gleich des negativen
Wertes der optimalen Losung. Es muss also der kostenminimale Fluss der Grofle k, welcher
nach Beobachtung der maximale Fluss ist, berechnet werden. Dann lésst sich anhand
des Flusses auf die Intervalle der Losung schlieBen. Nach [CL95, Theorem 3] bilden die
korrespondierenden Intervalle, der saturierten Intervallkanten eine optimale Losung, welche
die k-Eigenschaft erfiillt.

Die Berechnung des maximalen Flusses mit minimalen Kosten kann natiirlich mittels eines
Flussalgorithmus berechnet werden. Da aber das verwendete Flussnetzwerk ausschliefilich
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| [1?7]1 | | [10720]5 |
| [47 14] | | [17? 23] |
([1, 7)1 ([10,20);)
© M/M} 0
(14, 14])]1 ([17,23];)1

Abbildung 4.2: Veranschaulichung der Transformation einer Intervallmenge in das entspre-
chende Flussnetzwerk zur Bestimmung einer optimalen Teilmenge, auf der
die k-Eigenschaft erfiillt ist. Die Kantenbeschriftungen folgen dem Schema
Kosten | Kapazitéit

Vorwiértskanten besitzt, ist eine einfache Betrachtung der kiirzesten Wege moglich. Die
Laufzeit, um einen kostenminimalen Fluss der Grofle k£ zu finden, beschriankt sich damit
auf O(k - S(n)) ([CL95, Theorem 3]). Hierbei ist S(n) die Laufzeit eines Algorithmus zur

Berechnung eines kiirzesten Pfades.

Kiirzester Pfad

Mit dem Algorithmus von Bellman und Ford kann man einen kiirzesten Pfad in O(n
m) berechnen (siehe ). Der Algorithmus von Dijkstra besitzt eine Laufzeit in
O(n - logn 4+ m) (siche [CLRS09]), wobei die Kantengewichte nicht negativ sein diirfen.
Wir stellen nun ein Verfahren vor, mit dem der kiirzeste Pfad, auf einem solchen Fluss-
netzwerk in linearer Laufzeit berechnet werden kann. Wir benennen einen Knoten mit dem
entsprechenden Index in der aufsteigend sortierten Liste aller Start- und Endzeitpunkte,
beginnend bei 1. Dabei sei n die Anzahl aller Zeitpunkte. Der Knoten s bekommt den Index
0 und der Knoten t entsprechend den Index n + 1. Jeder Knoten ¢ bekommt zusétzlich
einen Distanz-Wert DIST[i], der die Linge bzw. das Gewicht des kiirzesten Pfades vom
Startknoten 0 bis zum diesem Knoten i enthélt. Der Wert D1sT[0] wird mit O initialisiert.

Nun werden alle Knoten aufsteigend betrachtet und die jeweilige Distanz berechnet.
Wir betrachten dies nun fiir einen beliebigen Knoten ¢ > 0. Der Knoten ¢ besitzt immer
eine eingehende Clique-Kante mit Kosten 0. Reprasentiert der Knoten einen Endzeitpunkt
eines Intervalls [a, b];, besitzt er zusétzlich noch eine eingehende Intervall-Kante mit Kosten
—w([a,b];). Falls eine solche Intervall-Kante existiert, benennen wir den entsprechenden
Startknoten des Intervalls mit h. Es gilt immer h < ¢. AnschlieBend wird DiST[i] =
min{D1st[i — 1], D1sT[h] — w([a,b];)} gesetzt. So wird fiir jeden Knoten nacheinander
vorgegangen. Der Wert D1sT[n+1] enthilt die Kosten des kiirzesten Pfades im Flussnetzwerk
von der Quelle zur Senke. Werden nun die Knoten von n + 1 entgegen der Kantenrichtung
durchlaufen, konnen die Intervall-Kanten bestimmt werden, welche den kiirzesten Pfad
bilden. Dabei muss fiir jeden Knoten die Kante gew#hlt werden, die zu dem entsprechenden
Distanz-Wert beigetragen hat.

Insgesamt werden mit diesem Verfahren alle Knoten maximal zweimal betrachtet. Wie
oben erwéhnt gilt n € O(]¥|). Die Laufzeit um einen kiirzesten Pfad auf dem oben
vorgestellten Flussnetzwerk zu finden, liegt somit in O(| ¥|). Insgesamt ergibt sich, nach
Lemma 4], fiir die Berechnung einer Teilmenge die folgende Laufzeit.

Korollar 4.8. Fine Teilmenge einer Menge von Prdsenzintervallen, welche die k-FEigen-
schaft erfillt, kann in O(k - n) berechnet werden.
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4. Algorithmen fiir die Teilprobleme

4.2.2. Approximativer Greedy-Algorithmus fiir die k-Eigenschaft

Der Algorithmus aus Kapitel [3| kann so abgewandelt werden, dass er eine Teilmenge
der Eingabe findet, die nur die k-Figenschaft erfiillt. Die Konflikte werden dabei nicht
berticksichtigt und kommen, sofern vorher vorhanden, auch in der Lésungsmenge vor.

Vorgehen

Ahnlich zum Algorithmus aus Kapitel |3, werden die Intervalle der Eingabemenge ¥ der
Grofe nach absteigend betrachtet. Sei nun [a, b]; das in Schritt 7 betrachtete Intervall des
Algorithmus. Dann wird gepriift, ob das Intervall [a, b]; der Losungsmenge ¥’ hinzugefiigt
werden kann. Die Uberpriifung geschieht wieder mit der Funktion PRUFE-k-EIGENSCHAFT()
(siehe Abschnitt [3.4). Die Funktion priift, ob das Einfiigen von [a, b]; in die Lésungsmenge ¥’
die k-Eigenschaft verletzt. Ist dies nicht der Fall, kann [a, b]; eingefiigt werden. Andernfalls
wird [a, b]; verworfen. Nachdem alle Intervalle bearbeitet wurden, wird die Menge ¥’ als
Losung zuriickgegeben. Dieses Verhalten ist in Algorithmus zu sehen. Dabei findet
die Funktion PRUFE-k-EIGENSCHAFTNAIV() (siche Algorithmus Anwendung. Eine
Verwendung der Varianten (siehe Abschnitt ist nach entsprechenden Anpassungen
ebenfalls moglich.

Algorithmus 4.3 : GREEDY-k-EIGENSCHAFT( ¥, K)
Eingabe :Menge von Intervallen ¥, Parameter k
Ausgabe : Intervallmenge ¥’ die keinen Widerspruch zur k-Eigenschaft besitzt

1 begin

2 ¥ <+ sort (¥);

3 v 0;

4 while ¥ # () do

5 [a, b]; + groBtes Element aus ¥;

6 if lpriifeKEigenschaft (¥, [a, b];, k) then
7 | V' @' U{[a,b]i};

8 U+ U\ {[a,b];}
9 | return ¥';
Approximation

Der Beweis fiir die Approximationsgiite dieses Algorithmus verlduft dhnlich, wie der
des Algorithmus GREEDY-k-RESTRICTEDMAXTOTAL() aus Kapitel |3l Da die Intervalle
der Grofle nach absteigend betrachtet werden, findet auch hier der Einflussbereich eines
Intervalls (siehe Definition Anwendung. Damit kénnen wir den Approximationsfaktor
beweisen.

Theorem 4.9. Der Algorithmus GREEDY-k-EIGENSCHAFT() besitzt eine Approximations-
giite von 1/,.

Beweis. Im Folgenden werden wir die Menge ¥ im i-ten Schritt wieder mit ¥; bezeichnen.
Sei [a,b]; das im i-ten Schritt betrachtete Intervall. Jedes Intervall aus ¥; ist kleiner oder
gleich grof} wie [a, b];. Wenn [a, b]; in die Losung eingefiigt wird, konnen andere Intervalle
nicht mehr hinzugefiigt werden. Liegt [a, b]; nicht in der optimalen Losung und die Intervalle,
die aufgrund von [a, b]; nicht mehr eingefiigt werden kénnen, hingegen schon, weicht der
Wert der Losung von dem einer optimalen Losung ab.

Nach Lemma kénnen die Intervalle der optimale Losung in k& Mengen angeordnet
werden, ohne dass sich zwei Intervalle einer Menge tiberschneiden. Wird [a, b]; in die Lsung
eingefiigt, konnen bestimmte Intervalle nicht mehr hinzugefiigt werden. Diese Intervalle
kénnen aber in einer optimalen Losung liegen. Eine Verdréngung geschieht nur dann, wenn
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Abbildung 4.3: Beispiel fiir eine Instanz, fiir welche der Algorithmus SWEEPLINE-k-EIGEN-
SCHAFT() eine sehr schlechte Losung fiir £ = 1 berechnen wiirde

sich ein Intervall mit [a, b]; iberschneidet. Dabei miissen wir nur die Intervalle beachten,
welche kiirzer als [a, b]; sind. Die Kosten fiir die lingeren Intervalle wurden entweder schon
vorher berechnet oder diese Intervalle wurden in die Losung eingefiigt. Wir kénnen also
wieder den Einflussbereich von [a, b]; auf ¥; verwenden (siche Lemma [3.2). Dessen Lénge
betrigt 3 - w([a, b];).

Im schlimmsten Fall konnen Intervalle nicht mehr eingefiigt werden, die den kompletten
Einflussbereich fiillen. Diese Intervalle besitzen dann ein Gesamtgewicht von 3 - w([a, b];),
welches der Liange des Einflussbereichs entspricht. Vom Algorithmus wird aber das Intervall
[a, b]; hinzugefiigt. Die optimale Losung besitzt im schlimmsten Fall jedoch die Intervalle,
die aufgrund von [a,b]; nicht mehr eingefiigt werden kénnen, da deren Gesamtgewicht
grofer ist als w([a, b];). Wird fiir jeden Schritt der schlimmste Fall angenommen, ist der
Approximationsfaktor fiir diesen Algorithmus 1/5. O

Laufzeit

Im Vergleich zu Algorithmus GREEDY-k-RESTRICTEDMAXTOTAL() (siehe Kapitel
werden in einem Schritt des Algorithmus GREEDY-k-EIGENSCHAFT() die Konfliktpart-
ner nicht geloscht. Damit besitzt dieser Algorithmus eine andere Laufzeit. Die Laufzeit
unterscheidet sich aber lediglich um den Teil der Konfliktauflosung.

Korollar 4.10. Die worst-case Laufzeit des Algorithmus GREEDY-k-EIGENSCHAFT() liegt
in O(|¥]-log | ¥| + |¥|-T(PRUFE—k—EIGENSCHAFT())). Hierbei sei T(PRUFE—k—EIGEN-
SCHAFT()) die Laufzeit der Funktion PRUFE-k-EIGENSCHAFT().

Unter Verwendung der verschiedenen Varianten der Funktion PRUFE-k-EIGENSCHAFT()
(siehe Abschnitt [3.4) konnen dann unterschiedliche Laufzeiten erzielt werden.

4.2.3. Heuristischer Greedy-Algorithmus fiir die k-Eigenschaft

Nun wollen wir einen weiteren Algorithmus zur Herstellung der k-Eigenschaft vorstellen.
Der Algorithmus arbeitet nach dem Sweepline-Prinzip und erkennt so die Bereiche, in
denen die k-Figenschaft verletzt ist. Gleichzeitig werden entsprechende Intervalle entfernt,
um die k-Eigenschaft wiederherzustellen. Der Algorithmus kann beliebig schlecht werden.

Vorgehen

Der Algorithmus SWEEPLINE-k-EIGENSCHAFT() betrachtet die Start- und Endzeitpunkte
jedes Intervalls der Eingabemenge ¥ in aufsteigender Reihenfolge. Hier sei wieder auf
das Lemma verwiesen, welches besagt, dass sich die Anzahl der Intervalle zwischen
aufeinanderfolgenden Zeitpunkten nicht dndert. Zusétzlich fiihrt der Algorithmus eine
Datenstruktur der Intervalle, welche von der Sweepline geschnitten werden. Trifft der
Algorithmus auf einen Bereich, der die k-Eigenschaft verletzt, wird das kleinste Intervall,
das diesen Bereich schneidet, aus ¥ entfernt. In Algorithmus ist der Algorithmus
SWEEPLINE-k-EIGENSCHAFT() skizziert.

Approximation
Wir zeigen, dass der Algorithmus SWEEPLINE-k-EIGENSCHAFT() eine beliebig schlechte
Losung produzieren kann. Zuerst konstruieren wir ein Gegenbeispiel fiir £ = 1. Wir

konstruieren eine Instanz, bei der sich alle Intervalle bis auf das linkeste und das rechteste
mit je zwei anderen Intervallen schneiden. Wir setzen die Startzeitpunkte der Intervalle
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4. Algorithmen fiir die Teilprobleme

Algorithmus 4.4 : SWEEPLINE-k-EIGENSCHAFT( ¥, K)

Eingabe :Menge von Intervallen ¥, Parameter k
Ausgabe :Intervallmenge ¥’ die keinen Widerspruch zur k-Eigenschaft besitzt

1 begin
2 T < Start- und Endzeitpunkte der Intervalle aus ¥;
3 T < sort(T);
4 D+ 0
5 for t € T do
6 II < {zu t entsprechende Intervalle} N¥;
7 if t ist Startzeitpunkt then
8 ¢+ QU I
9 if |®| > k then
10 [a,b]; < kleinstes Intervall aus &;
11 < ¥\ {[a,b]};
12 ¢ <+ o\ {[a,b];};
13 Entferne die zu [a, b]; entsprechenden Zeitpunkte aus T’
14 else
15 Q<+ O\ II;
16 U« WU II;
17 return ¥,

so, dass sich zwei aufeinanderfolgende Intervalle zeitlich iiberschneiden. Das Gewicht jedes
Intervalls wéhlen wir dann so, dass der Wert um ¢ gréfler ist als das, des davor beginnenden
Intervalls. In Abbildung ist dies veranschaulicht. Eine Losung fiir so eine Instanz, die
mit dem Algorithmus SWEEPLINE-k-EIGENSCHAFT() berechnet wurde, enthélt nur das
letzte Intervall. Der Algorithmus beginnt beim frithesten Startzeitpunkt und betrachtet
die folgenden Start- bzw Endzeitpunkte aufsteigend. Betrachtet der Algorithmus den
Startzeitpunkt des i-ten Intervalls, mit ¢ > 1, ist sofort die k-Eigenschaft verletzt, da mehr
als ein Intervall an diesem Zeitpunkt existiert. Zu diesem Zeitpunkt ist das Intervall ¢
und ¢ — 1 aktiv. Das Intervall ¢ besitzt ein grofleres Gewicht, weshalb das Intervall 7 — 1
geloscht wird. Dies geschieht nacheinander fiir alle Intervalle. Wird der Startzeitpunkt jedes
Intervalls zusétzlich so spdt wie moglich, innerhalb des vorhergehenden Intervalls gewihlt,
enthélt eine optimalen Losung jedes zweite Intervall. Dieses Gegenbeispiel kénnen wir fiir
einen allgemeinen Parameter k erweitern, indem wir das oben beschriebene Konstrukt
k-mal untereinander platzieren. In der Praxis kénnen Instanzen mit &hnlichen Eigenschaften
vorkommen, indem zum Beispiel durch Drehung des Viewports die Labels eine ldngere
Présenzzeit besitzen als die direkt vorhergehenden.

Laufzeit

Der Algorithmus betrachtet alle Start- und Endzeiten der Intervalle aus ¥. Die Anzahl
der Zeitpunkte ist linear zur Anzahl der Intervalle (siche Beobachtung . Es muss jedes
Intervall in die Datenstruktur der gerade prisenten Intervalle eingefiigt und spéter wieder
geloscht werden. Damit hidngt die Laufzeit von der verwendeten Datenstruktur ab. Wird
ein balancierter bindrer Baum (Laufzeiten siehe [CLRS09]) zum Verwalten der gerade
prasenten Intervalle benutzt, so konnen wir die Laufzeit wie folgt angeben.

Beobachtung 4.11. Werden fiir die Datenstruktur der aktuell prasenten Intervalle balan-
cierte bindre Baume verwendet, liegt die Laufzeit des Algorithmus SWEEPLINE-k-EIGEN-
SCHAFT() in O(|¥|-log|¥]).
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4.3. Approximationsfaktor zweier Teilalgorithmen

4.3. Approximationsfaktor zweier Teilalgorithmen

Um das Problem k-RESTRICTEDMAXTOTAL zu losen, miissen beide Teilalgorithmen
nacheinander angewandt werden. Die Reihenfolge spielt dabei fiir die Giiltigkeit einer
Losung keine Rolle. Wie wir jedoch in Kapitel |5/ sehen werden hingt die Giite deutlich von
der Reihenfolge ab. Zudem werden wir hier nur die beiden nicht-optimalen Algorithmen
GREEDY GENERALMAXTOTAL() (siehe Abschnitt und GREEDY-k-EIGENSCHAFT()
(siehe Abschnitt besprechen. Der Approximationsfaktor fiir einen zusammengesetzten
Algorithmus, bei dem einer oder beide Teilalgorithmen eine optimale Losung erzeugen, wird
in dieser Arbeit nicht besprochen. Im Allgemeinen gibt die Ausfithrung optimaler Teilal-
gorithmen keine Garantie fiir einen optimalen Gesamtalgorithmus. Auch hier betrachten
wir wieder Einheitsquadrate als Labels und setzen w([a,b];) = b — a. Zuerst untersuchen
wir den Approximationsfaktor fiir die Reihenfolge, bei der zu Beginn der Teilalgorithmus
GREEDYGENERALMAXTOTAL() und anschlieBend GREEDY-k-EIGENSCHAFT() verwendet
werden

Zur Berechnung des Approximationsfaktors werden wir, genauso wie oben, Kosten
fiir jedes Prisenzintervall berechnen. Die Kosten fiir ein Intervall [a, b]; setzen sich aus
den Gewichten der Intervalle zusammen, die geloscht werden mussten, damit [a,b]; in
die Losung aufgenommen werden konnte. Wir betrachten die Kosten fiir den zweiten
Teilalgorithmus GREEDY-k-EIGENSCHAFT(). Diese Kosten geben dann den worst-case
Fall fiir den Approximationsfaktor des Gesamtalgorithmus an. Wie wir im Beweis von
Theorem 4.9 beschrieben haben, entstehen im schlimmsten Fall fiir das Intervall [a, b]; Kosten
von 3 - w([a, b];). Diese Kosten entstehen dadurch, dass Intervalle mit dem Gesamtgewicht
3 - w([a, b];) nicht mehr in die Losung eingefiigt werden kénnen, da [a, b]; gewahlt wurde.
Jedes dieser verdringten Intervalle wurde jedoch vorher im Algorithmus GREEDY GENERAL-
MAaXToTAL() ausgewdhlt. Dabei wurden andere Intervalle entfernt, welche nun nicht
mehr betrachtet werden kénnen. Deshalb miissen diese Kosten fiir jedes, im zweiten
Schritt, verdréngte Intervall mit einkalkuliert werden. Die Kosten fiir ein Intervall [c, d]y,
welches im ersten Teilalgorithmus GREEDY GENERALMAXTOTAL() gewé#hlt wurde, betragen
24 - w([c,d]r) (siehe Korollar[4.1). Insgesamt berechnen sich die Kosten eines, im zweiten
Schritt gewahlten Intervalls [a, b]; zu 3 - (24 - w([a, b];)). Nehmen wir nun fiir jeden Schritt
den schlimmsten Fall an, ergibt sich der Approximationsfaktor.

Korollar 4.12. Wird das Problem k-RESTRICTEDMAXTOTAL mithilfe der separaten Al-
gorithmen GREEDYGENERALMAXTOTAL() und anschlieffend GREEDY-k-EIGENSCHAFT()
gelast, ergibt sich ein Approzimationsfaktor von 1/72, wenn die Léinge eines Intervalls als
sein Gewicht und Einheitsquadrate als Labels verwendet werden.

Die Argumentation von oben lédsst sich auf die umgekehrte Reihenfolge der beiden
Teilalgorithmen anwenden. Es ergibt sich der gleiche Approximationsfaktor wenn zuerst
GREEDY-k-EIGENSCHAFT() und anschliefend GREEDY GENERALMAXTOTAL() benutzt
werden.
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5. Experimentelle Evaluation

In diesem Kapitel werden wir einige Algorithmen aus Kapitel [3| und |4] experimentell
evaluieren. Wir vergleichen dabei die Ergebnisse der hier vorgestellten Algorithmen mit
denen einer optimalen Losung. Insgesamt liegt der Fokus dieses Kapitels auf der Evaluation
der Giite und der Laufzeit der Algorithmen. Fiir die Experimente haben wir eine beschriftete
Straflenkarte der Karlsruher Innenstadt aus OpenStreetMap-Daten erzeugt. Wir haben fiir
diese Karte eine Vergroflerung von 1 : 2000 gewahlt. Der Ausschnitt, den der Viewport
zeigt, besitzt eine Ausdehnung in der Realitédt von 339m x 254m. Insgesamt wurden 1000
zufillige Trajektorien und die dazugehorigen Présenzintervalle bearbeitet. Eine Trajektorie
wurde aus dem kiirzesten Weg zwischen zwei zufilligen Punkten auf der Karte erstellt.
Dabei wurden Start- und Zielpunkt gleichverteilt zufillig gewéhlt. Verschiedene Messwerte,
insbesondere die Laufzeit und der Wert der erzeugten Lisung, geben dariiber Aufschluss,
wie sich die Algorithmen unter realen Bedingungen verhalten.

Das verwendete Testsystem besitzt 16 Prozessoren vom Typ Intel Xeon E5-2670 mit
2,60 GHz. Es standen 64 GB Arbeitsspeicher zur Verfiigung. Die Algorithmen wurden in
Java implementiert und mit OpenJDK in der Version 1.7.0_21 ausgefiihrt. Es wurden keine
Parallelisierungstechniken benutzt, weshalb die Algorithmen auf einem einzelnen Prozessor
liefen.

Im Zuge der Arbeit ist eine Implementation entstanden, welche das dort
vorgestellte ganzzahlige lineare Programm umsetzt und eine optimale Losung des Pro-
blems k-RESTRICTEDMAXTOTAL berechnet. Um die Ergebnisse miteinander vergleichen
zu konnen, geschah die Berechnung auf dem selben Testsystem. Die Implementation der
Algorithmen aus Kapitel |3| und |4 nutzte eine textuelle Beschreibung der Prisenzinterval-
le einer Trajektorie und bearbeitete diese dann entsprechend. Aus Kapitel [3| wurde der
Algorithmus GREEDY-k-RESTRICTEDMAXTOTAL() in verschiedenen Varianten getestet.
Insgesamt wurden fiinf Varianten dieses Algorithmus betrachtet. Die Varianten unter-
scheiden sich hauptséchlich in der verwendeten Funktion PRUFE-k-EIGENSCHAFT(). Wir
bezeichnen die Variante, welche die Funktion PRUFE-k-EIGENSCHAFTNAIV() nutzt, als
A1l. Wird die Funktion PRUFE-k-EIGENSCHAFTLINEAR() verwendet, bezeichnen wir diesen
Algorithmus mit A2 und A3, je nachdem ob die entsprechenden Zeitpunkte bei jedem
Aufruf der Funktion eingefiigt werden oder zu Beginn feststehen und nur durch ein Attribut
als ,Eingefiigt“ markiert werden. Die Funktion PRUFE-k-EIGENSCHAFTLOKAL() nutzt ent-
weder eine SkipList oder balancierte bindre Baume zur Verwaltung der Zeitpunkte. Werden
SkipLists benutzt, sprechen wir von Algorithmus A4, bei Verwendung von balancierten
bindren Badumen von A5. SkipLists besitzen eine erwartete Laufzeit fiir das Suchen eines
Elements in O(logn), wohingegen balancierte binidre Biume diese Laufzeit garantieren
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5. Experimentelle Evaluation

(siehe [CLRS09]) Die Algorithmen A1l bis A5 unterscheiden sich nur in der Laufzeit und
nicht in der Giite. Deshalb werden wir fiir die Betrachtung der Giite insgesamt von Al-
gorithmus A sprechen. Die separaten Algorithmen aus Kapitel 4| 16sen die Konflikte und
berechnen eine Teilmenge, welche die k-Eigenschaft erfiillt, separat. Insgesamt wurden sie-
ben Varianten getestet. Bei allen Varianten wurde zum Losen der Konflikte der Algorithmus
GREEDY GENERALMAXTOTAL() benutzt. Damit unterscheiden sich die Algorithmen nur im
Algorithmus, welcher die k-Eigenschaft betrachtet. Da beide Teilalgorithmen unabhéngig
voneinander arbeiten, kénnen wir auch die Reihenfolge verandern. Zuerst betrachten wir die
getesteten Algorithmen, welche erst die Konflikte 16sen und anschliefflend die k-Eigenschaft
betrachten. Der Algorithmus GREEDY-A-EIGENSCHAFT() (sieche Abschnitt wurde
wieder in fiinf Varianten getestet, welche die jeweils gleiche Funktion wie Al bis A5 fiir
PRUFE-k-EIGENSCHAFT() verwenden. Wir benennen den gesamten Algorithmus dann
entsprechend B1 bis B5. Auch hier unterscheiden sich die Varianten B1 bis B5 nur in der
Laufzeit. Wenn wir hingegen von der Giite sprechen, bezeichnen wir den Algorithmus mit B.
Wurde zum Betrachten der k-Eigenschaft der Sweepline-Algorithmus (siehe Abschnitt
verwendet, bezeichnen wir den resultierenden Algorithmus mit C. Wird der Flussalgo-
rithmus verwendet, sprechen wir von Algorithmus D. Die separaten Algorithmen haben
wir auch in umkehrter Reihenfolge getestet. Das heifit, es wurde zuerst die k-Eigenschaft
betrachtet und anschliefend wurden die Konflikte aufgelost. In diesem Fall bezeichnen wir
die Algorithmen mit B1lr bis B5r, Cr und Dr.

Wir haben verschiedene Werte fiir den Parameter k& betrachtet. Dabei haben wir realisti-
sche Werte fiir den Anwendungsfall der Fahrzeug- oder FuBgéingernavigation gewahlt. Alle
Algorithmen wurden jeweils mit dem Parameter k = 3, k =4, k = 5 und k = 10 getestet.
Im Anhang, in Abbildung sieht man die durchschnittliche Laufzeit und Giite fiir jeden
Algorithmus im Vergleich.

Laufzeit

Es hat sich herausgestellt, dass der Parameter k keinen signifikanten Einfluss auf die
Laufzeit der Algorithmen besitzt. Im Anhang in den Abbildungen [A.2}[A.3] [A.4]und[A.5|
sind die Laufzeiten jedes Algorithmus fiir alle betrachteten Werte fiir k£ zu sehen. Wir
betrachten fiir die Laufzeit deshalb stellvertretend nur den Fall £ = 4.

Wir beginnen mit der Betrachtung der Laufzeiten der Implementation des ganzzahligen
linearen Programms aus [GNN13]. In Abbildung ist die Laufzeit des Programms in
Abhéngigkeit von der Anzahl der zu bearbeitenden Intervalle fiir den Parameter k& = 4
gezeigt. Dabei ist die Anzahl der zu bearbeitenden Intervalle die Eingabegrofie. Insgesamt
ist zu erkennen, dass eine Erhohung der Eingabegrofie eine Vergrofierung der Laufzeit zur
Folge hat. Die Zunahme der Laufzeit ist hier deutlich iiber einem linearen Wachstum. Fiir
die Hélfte der Instanzen liegt die Eingabegrofie unterhalb von 99 Priisenzintervallen (siehe
Abbildung. Das hat zur Folge, dass der Median der Laufzeit bei 354 Millisekunden liegt
(siehe Abbildung [5.2). Insgesamt lassen sich die optimalen Losungen von 658 Instanzen
in weniger als 1,0 Sekunden berechnen. Jedoch liegt die Laufzeit fiir Instanzen mit sehr
groflen Eingabegrofien bei einigen Sekunden.

Die Abbildung zeigt die Laufzeiten der verschiedenen Varianten des Algorithmus A.
In den Abbildungungen im Anhang ist die durchschnittliche Laufzeit der Varianten in
Abhéngigkeit von der Anzahl der Intervalle abgebildet. Fiir die getesteten Instanzen besitzen
alle Varianten Laufzeiten von unter 100 Millisekunden und sind damit deutlich schneller
als das ganzzahlige lineare Programm. Vergleicht man die Algorithmen untereinander,
fallt die hohere Laufzeit der Variante Al gegeniiber den anderen Varianten auf. Dies
spiegelt die grofiere asymptotische Laufzeit, von O(n? logn) gegeniiber O(n?) der anderen
Varianten, wieder. Es zeigt sich auch ein kleiner Geschwindigkeitsvorteil der Variante A2
gegeniiber A3. Das sortierte Einfiigen der Zeitpunkte ist also insgesamt etwas schneller
als die Betrachtung aller moglichen Zeitpunkte. Wie angenommen, bringt die Funktion
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Abbildung 5.1: figure
Laufzeit des optimalen Algorithmus in Abhéngigkeit der Eingabegrofie, fir k = 4 (a) und
die Verteilung der Trajektorien hinsichtlich der Anzahl der Prisenzintervalle (b)

PRUFE-k-EIGENSCHAFTLOKAL() (siehe Variante A4 und A5) trotz gleicher asymptotischer
Laufzeit einen Geschwindigkeitsvorteil.

Die Laufzeiten der separaten Algorithmen (siehe Kapitel 4) sind in Abbildung
dargestellt. Insgesamt liegen auch hier die Laufzeiten deutlich unter denen des ganzzahligen
linearen Programms. Beziiglich der Laufzeit zeigen die Varianten B1 bis B5 ein #dhnliches
Verhalten wie die Algorithmen aus Kapitel [3| Dies ist dadurch zu begriinden, dass die
Varianten B1 bis B5 die jeweils selbe Funktion PRUFE-k-EIGENSCHAFT() wie die Varianten
Al bis A5 nutzen. Betrachtet man den Median, besitzen die Varianten C und D die besten
Laufzeiten. Die asymptotischen Laufzeiten lieen dies erwarten. Eine Losung, welche die
k-Eigenschaft erfiillt, kann mit dem Algorithmus SWEEPLINE-k-EIGENSCHAFT() (Variante
C) in O(n logn) und mit dem Flussalgorithmus (Variante D) in O(k - n) berechnet werden.
Zum Vergleich, die Laufzeit der Variante B5 liegt in O(n?). Zusitzlich werden jedoch die
Konflikte mit dem Algorithmus GREEDY GENERALMAXTOTAL() aufgeldst. Dieser besitzt
eine asymptotische Laufzeit in O(n logn). Deshalb fillt der Vorteil in der Laufzeit gering
aus. Die Laufzeiten fiir die separaten Algorithmen sind nur fiir den Fall angegeben, dass
die Konflikte zuerst aufgelost werden. Die Reihenfolge hat aber nur einen geringen Einfluss
auf die Laufzeiten. Dies ist im Anhang in den Abbildungen [A.3][A.4] und [A.5| zu sehen.

Giite

Nun werden wir die Giite der Algorithmen betrachten. Wir geben dabei den Wert einer
Losung relativ zum Wert der optimalen Losung an. Da es sich bei k-RESTRICTEDMAXTOTAL
um ein Maximierungsproblem handelt, ist die Giite immer kleiner gleich 1.

Abbildung zeigt die Giite aller Algorithmen. Auffillig ist die schlechte Giite der
separaten Algorithmen in gegensétzlicher Reihenfolge (Br, Cr und Dr). Die entsprechenden
Algorithmen, welche zuerst die Konflikte 16sen, erreichen im Vergleich deutlich bessere
Werte. Dies kann daran liegen, dass nachdem die k-Eigenschaft hergestellt wurde, noch viele
Konflikte bestehen. Werden diese anschlieBend aufgelost, bleiben nur wenige Présenzinter-
valle iibrig. Umgekehrt kénnen nach der Auflésung der Konflikte, zu vielen Zeitpunkten
noch mehr als k Présenzintervalle zur Verfiigung stehen. Des Weiteren weist der Algorith-
mus B eine dhnliche Giite auf, wie Algorithmus A. Zudem arbeitet der Teilalgorithmus
GREEDY GENERALMAXTOTAL() optimal, falls nur ein Konflikt pro Intervall besteht. Die
Algorithmen arbeiten nach #hnlichem Prinzip, was eine Erklirung fiir die Ahnlichkeit der
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Abbildung 5.2: Durchschnittliche Laufzeiten der Varianten des Algorithmus A (a) und des
optimalen Algorithmus (b), fiir & = 4
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Abbildung 5.3: Durchschnittliche Laufzeiten der getesteten separaten Algorithmen (siehe
Kapitel [4)) in Abhéngigkeit der Eingabegrofie, fiir k = 4
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Abbildung 5.4: Die durchschnittliche Giite aller Algorithmen fiir £ = 4 (a) und des Algo-
rithmus A fiir verschiedene Parameter k (b)

Giite ist. Die insgesamt beste durchschnittliche Giite mit 0,9902 erreicht der Algorithmus
D. Bei diesem Algorithmus wird die k-Eigenschaft mithilfe des Flussnetzwerks optimal
gelost. Die Algorithmen C und Cr besitzen im Vergleich die schlechteste Giite, was sich
darauf zuriickfithren lédsst, dass der verwendete Algorithmus SWEEPLINE-k-EIGENSCHAFT()
beliebig schlecht werden kann.

Weitere Auswertungen haben gezeigt, dass, anders als fiir die Laufzeit, die Giite der
Algorithmen vom gewéhlten Parameter k& abhingt. Mit steigendem Parameter k erhoht sich
bei fast allen Algorithmen die Giite. Ausnahme bilden hier die separaten Algorithmen D
und Dr. In Abbildung ist das Verhalten fiir den Algorithmus GREEDY-k-RESTRICTED-
MAXTOTAL() (A) fiir verschiedene Parameter k gezeigt. Bis auf die Algorithmen D und Dr
weisen alle diesen Trend auf. Die fehlenden Abbildungen sind im Anhang in Abbildung
zu finden. Die Anzahl der Bereiche, in denen mehr als k Intervalle prasent sind, wird mit der
Erhohung von k geringer. Damit hat einer der Algorithmen fiir die k-Eigenschaft (A, B und
C) mit steigendem k weniger Einfluss auf den Wert der Losung. Fehler wirken sich dann
nicht mehr so stark aus. Da Algorithmus D und Dr eine optimale Teilmenge berechnen,
welche die k-Eigenschaft betrachtet, ist es denkbar, dass die Verschlechterung der Giite fiir
aufsteigendes k bis k = 5 durch die Auflésung der Konflikte hervorgerufen wird.
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6. Fazit

Wir haben in dieser Arbeit approximative und heuristische Algorithmen fiir trajektorienba-
sierte Kartenbeschriftung betrachtet. In wurde ein Algorithmus vorgestellt, der
Uberschneidungen in polynomieller Laufzeit 16st, wenn die Anzahl der gleichzeitig sichtba-
ren Beschriftungen beschriankt ist. Jedoch besitzt dieser Algorithmus eine schlechte Laufzeit.
Hinsichtlich der begrenzten Hardware von Navigationsgeriten sind Ansétze wiinschenswert,
die eine bessere Laufzeit aufweisen. Eine Moglichkeit, die in dieser Arbeit verfolgt wurde, um
bessere Laufzeiten zu erreichen, besteht durch approximative und heuristische Algorithmen.
Nach den grundlegenden Definitionen fiir die trajektorienbasierte Kartenbeschriftung haben
wir erst einen approximativen Algorithmus besprochen, der das Problem vollsténdig 16st.
Wir haben den Approximationsfaktor gezeigt und verschiedene Varianten des Algorithmus
mit unterschiedlicher Laufzeit formuliert. Fiir die Auflssung der Uberschneidungen haben
wir einen approximative Algorithmus vorgestellt, der das Teilproblem auf speziellen Instan-
zen optimal 16st. Zusétzlich haben wir ein lineares Programm angegeben, welches auch auf
eingeschriankten Instanzen eine optimale Losung berechnet. Zur Begrenzung der Anzahl der
gleichzeitig sichtbaren Beschriftungen haben wir zuerst die Transformation des Problems
in ein Flussproblem (siehe [CL95]) vorgestellt. Damit kann eine optimale Losung fiir das
Teilproblem in Linearzeit berechnet werden. AnschlieSend haben wir einen approximativen
und einen heuristischen Algorithmus fiir das Teilproblem prasentiert. Werden zwei Teilalgo-
rithmen wird das Problem komplett gelost. Fiir den resultierenden Algorithmus zeigen wir
dann den Approximationsfaktor, wenn approximative Teilalgorithmen verwendet werden.
Die Ergebnisse der experimentellen Evaluation haben dann gezeigt, dass die Algorithmen
mit realen Eingabedaten sehr gute Losungen berechnen und trotzdem eine kurze Laufzeit
aufweisen. So erreicht der beste Algorithmus eine durchschnittliche Giite von iiber 99% und
besitzt dabei eine durchschnittliche Laufzeit von weniger als 10 Millisekunden. Somit haben
wir gezeigt, dass das Problem der trajektorienbasierten Kartenbeschriftung gut angegangen
werden kann.

Trotzdem gibt es noch offene Fragestellungen. Alle Algorithmen berechnen eine Lésung
unter der Beachtung des Aktivitétsmodells AM1 (siehe Kapitel 2). Das bedeutet, eine
Beschriftung wird fiir die gesamte Dauer, die es sich im sichtbaren Bereich befindet,
entweder angezeigt oder ausgeblendet. In den Aktivitdtsmodellen AM2 und AM3 besteht
die Moglichkeit, dass eine Beschriftung frither aus- bzw. spéter eingeblendet werden kann.
Hierfiir existieren noch keine Algorithmen mit effizienter Laufzeit. Desweiteren wurden
die Experimente auf einem Rechner mit deutlich hoherer Leistung ausgefiihrt, als ein
Navigationsgeréts iiberlicherweise aufweist. Es wére als von Interesse die Algorithmen unter
realen Bedingungen, z.B. auf einem Navigationsgerit oder Smartphone zu testen.
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Anhang

A. Erginzende Diagramme zur experimentellen Evaluation
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(a) Durchschnittliche Laufzeiten aller getesteten Algorithmen, fiir k = 4
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(b) Durchschnittliche Giite der Losung aller getesteten Algorithmen relativ zum Wert der optimalen Losung,
fir k=4

Abbildung A.1: Die durchschnittlichen Laufzeiten und Giiten aller Algorithmen im direkten
Vergleich, fiir k =4
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A. Erginzende Diagramme zur experimentellen Evaluation
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Abbildung A.3: Durchschnittliche Laufzeiten der jeweils angegebenen Algorithmen fiir
verschiedene Parameter k
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A. Erginzende Diagramme zur experimentellen Evaluation
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Abbildung A.5: Durchschnittliche Laufzeiten der jeweils angegebenen Algorithmen fiir
verschiedene Parameter &
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dene Parameter k
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