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Abstract

Durch die anhaltende Energiewende und den stétig steigenden Strombedarf der
Verbraucher sind viele Stromnetze nicht mehr zeitgeméfl oder werden in absehbarer
Zukunft den Anforderungen nicht mehr entsprechen. Transmission Network Expan-
sion Planning (TNEP) befasst sich unter anderem mit der Ermittlung optimaler
Erweiterungen der aktuellen Stromnetze. In dieser Arbeit wird ein dynamischen
Programm zur Losung dieses Optimierungsproblems entwickelt. Da diese Arbeit
eine theoretische Betrachtung zur Motivierung des Problems ist, wird lediglich die
Klasse der serien-parallelen Graphen betrachtet. Als Referenz wird ein bekanntes
Optimierungsprogramm herangezogen, mit dem die Ergebnisse und die Performance
verglichen werden. Fiir alle betrachteten Eingaben liefert der vorgestellte Algorithmus
optimale Ergebnisse. Die Laufzeiten des vorgestellten Algorithmus sind aufler bei
sehr kleinen Stromnetzen schlechter als die des Referenzprogramms.






Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung]

2 Stand der Forschung]

3 Grundlagen|
3.1 Einfihrung in Graphen|

3.2 Einfihrung in Stromnetze| . . . . . .. ... L o oL

4 Problemdefinition

5 Maximum Transmission Network Expansion Planning (MTNEP)|

...........
5.2 Algorithmus/. . . . . ..

5.2.1 Beispiel . .. ..
5.3 Abschétzung . ... ..

6 Evaluation

6.1 Maximal moglicher Flusswert| . . . . . ... ... ... ... ... ...,

6.1.1 Serien-paralleler Graph| . . . ... ... .. ... ....... ...

6.1.2  Einfacher Graph]

6.2 Laufzeit| . . .. ... ..

7 Zusammenfassung]

Literaturverzeichnis

vii

23
23
23
24
24

29

31

35






1. Einleitung

Stromnetze sind Netzwerke, welche aus elektrischen Stromleitungen wie Freileitungen und
Erdkabeln und den dazugehorigen sowie angeschlossenen Einrichtungen bestehen. Diese
Einrichtungen sind zum Beispiel Schalt-, Umspannwerke, Kraftwerke und Verbraucher.
Durch den steigenden Strombedarf der Verbraucher ist die optimale Erweiterung der
Stromnetze in den letzten Jahren zu einem wichtigen Thema geworden. Des Weiteren
werden durch die Energiewende alte Kohle- und Atomkraftwerke abgeschaltet und der Fokus
liegt auf erneuerbaren Energien [ALHO1]. Oft sind Anlagen zur Gewinnung von erneuerbarer
Energie an bestimmte Standorte gebunden, da gewisse Umweltfaktoren gegeben sein
miissen. So macht ein Windpark, eine rdumliche Ansammlung von Windenergieanlagen,
nur dort Sinn, wo es regelméflig Wind gibt. In Deutschland sind die Bedingungen fiir
Windparks zum Beispiel hauptsachlich in Mittel- und Norddeutschland gegeben. Um die
Einspeisung der Windstromerzeugungen durch neue Windparks zu ermoglichen, ist meist
ebenfalls eine Erweiterung des Strommnetzes erforderlich. In vielen Arbeiten wurde das
Optimierungsproblem Transmission Network Expansion Planning (TNEP) betrachtet, um
die vorhandenen Energienetze so zu erweitern, dass sie zukiinftige Anforderungen fiir die
Energieversorgung erfiillen konnen. Bei TNEP geht es darum, die anfallenden Kosten fiir
die Erweiterung zu minimieren und dabei Einschrinkungen, die zum Beispiel durch die
Eigenschaften der Kraftwerke entstehen, zu erfiillen.

In dieser Arbeit liegt der Fokus jedoch erst einmal darauf, Erweiterungen zu bestimmen,
welche einen maximal moglichen Flusswert fiir ein vorliegendes Stromnetz liefern. Des
Weiteren ist diese Arbeit eine theoretische Betrachtung zur Motivierung des Problems.
Daher wird lediglich die einfache Klasse der serien-parallelen Graphen mit einer Quelle und
einer Senke betrachtet. Aulerdem wird das DC-Leistungsfluss-Modell zur Modellierung
der Stromnetze verwendet, da das feasibility problem (das Machbarkeitsproblem eines
zusitzlichen Leistungsfluss) im AC-Modell NP-schwer ist [BV15]. Viele Arbeiten mit
Schwerpunkt TNEP verwenden Varianten der linearen Programmierung (LP [Gar70],
MILP [SA85, [AMCO03] oder MINLP [RM94]) zur Losung des Problems. Da bei TNEP
viele gleichartige Teilprobleme vorkommen, ist dynamische Programmierung eine weitere
Moglichkeit das Optimierungsproblem zu l6sen. Es gibt jedoch nur wenige Arbeiten die,
genauso wie diese Arbeit, dynamische Programmierung verwenden [DET73].

In Kapitel 2| wird der aktuelle Stand der Forschung zu TNEP und auf welche Art damit
verbundene Optimierungsprobleme gelost werden kénnen dargelegt. Bendtigte Grundla-
gen zu Graphen und Stromnetzen sind in Kapitel [3| beschrieben. In Kapitel [4] wird die
Problemdefinition erldutert und mehrere Optimierungsprobleme vorgestellt. Eines dieser




1. Einleitung

Optimierungsprobleme wird in Kapitel|5/genauer betrachtet und ein dynamisches Programm
vorgestellt, mit welchem das Problem gel6st werden kann. Dieses dynamische Programm
wird in Kapitel |6 evaluiert. Am Ende, in Kapitel |7, wird die Arbeit zusammengefasst und
ein Ausblick auf moégliche weiterfithrende Arbeiten gegeben.



2. Stand der Forschung

In werden die relevantesten Publikationen mit Bezug zu Transmission Network
Expansion Planning (TNEP) aufgrund ihrer vorgeschlagenen Modelle, Fallstudien, Lo-
sungsmethoden und Innovationen klassifiziert. Dabei werden drei verschiedene Typen von
Optimierungen vorgestellt. Die mathematische, die heuristische und die metaheuristische
Optimierung.

Bei den mathematischen Optimierungen werden meistens klassische Optimierungstechni-
ken, wie das Maximumprinzip, lineare Programmierung [Gar70], dynamische Programmie-
rung [DE73], gemischt-ganzzahlige lineare Programmierung (MILP) [SA85] [AMCO03] oder
gemischt-ganzzahlige nichtlineare Programmierung (MINLP) [RM94], verwendet. Auch
werden Optimierungstechniken wie die Benders-Zerlegung verwendet, um das Problem mit
,branch and bound“-Algorithmen zu 16sen [HMG¥00].

Fiir Heuristiken werden Techniken verwendet, die anstatt eines klassichen Optimierungs-
ansatzes, Schritt fiir Schritt Erweiterungsoptionen generieren, bewerten und auswéhlen
[RRMSO05], [OCB95]. Diese Techniken blof Anndherungen an eine optimale Lésung und
somit ungenauer als die klassischen Optimierungstechniken. Thr Vorteil gegeniiber klassi-
schen Optimierungstechniken ist, dass sie nicht nur schneller sind, sondern auch weniger

Rechenaufwand benétigen.

Bei der Metaheuristik werden heuristische Techniken iterativ angewandt, um qualitativ
hochwertige Losungen zu finden, wobei bestimmte Kriterien im Optimierungsprozess
verwendet werden. Beispiele fiir Metaheuristiken sind Genetische Algorithmen (GA)
und Greedy Randomized Adaptive Search Procedure (GRASP) [BAOdA01]. Bei
GAs wird iterativ eine geeignete Losung generiert, dabei werden von der Natur inspirierte
Verfahren wie Mutation, Kreuzung oder Selektion verwendet [Hol92]. GRASP ist eine
iterative Technik mit zwei Phasen. Bei der ersten Phase wird eine praktikable Losung
fiir das Problem gefunden. In der zweiten Phase wird mit Hilfe einer lokalen Suche nach
Verbesserungen der Losung der ersten Phase gesucht. Die beste Losung fiir alle GRASP-
Iterationen wird als Ergebnis ausgewéhlt. Metaheuristiken liefern wie auch Heuristiken
lediglich eine ndherungsweise Losung fiir Optimierungsprobleme. Thr Vorteil liegt darin,
dass sie eine abstrakte Folge von Schritten definieren, die auf beliebige Poblemstellungen
angewandt werden kénnen. Die einzelnen Schritte miissen jedoch wie Heuristiken auch
problemspezifisch sein.

In [HHK13] und [LCAVO03] wird ebenfalls eine Ubersicht zu verschiedenen mathematischen
als auch metaheuristischen Optimierungsmethoden betrachtet.



2. Stand der Forschung

Aufgrund ihrer Berechnungskomplexitét werden TNEP-Probleme traditionell mit Appro-
ximationen des Netzes untersucht [RMGHO02|]. Dabei wird der komplexe Wechselstrom
zu einem Gleichstrom vereinfacht. Solche Anndherungen sind interessant, da sie Mixed
Integer Linear Programs (MILPs) liefern, welche mit jahrzehntelanger Forschung im Bereich
Netzwerkdesignoptimierung und vorhandenen kommerziellen Werkzeugen geltst werden
koénnen.

Viele TNEP-Studien verwenden das weit verbreitete DC-Leistungsfluss-Modell. Die An-
wendbarkeit des DC-Leistungsfluss-Modells fiir Leistungsfluss-Anwendungen wird jedoch
diskutiert [HHK13]. Einige Arbeiten sind optimistisch eingestellt [OCS04, [PMDBO05], wih-
rend andere, meist neuere Arbeiten, dem Modell gegeniiber skeptisch eingestellt sind [STAQ9].
Das DC-Modell hat bei TNEP-Anwendungen einige Nachteile, wie in festgestellt
wurde. So sind die Anpassungen des DC-Modells bei Erzeugung von erneuerbarer Energie
zum Beispiel nicht mehr einfach. Aufgrund dieser potenziellen Einschrankungen wurde
jungst begonnen, das TNEP-Problem mit den AC-Leistungsfluss-Gleichungen und dem da-
mit verbundenen komplexen AC-Modell zu betrachten [BTB12| [Jab13] RRCR10, RGRO7].
In wird zum Beispiel ein LPAC-Leistungsfluss-Modell verwendet, welches eine
lineare Programmierung des Leistungsflusses ist, die die Blindleistung und die Spannungs-
groflen erfasst.

In wird die Erweiterungsplanung unter dem Aspekt, dass das Netzwerk neu ge-
staltet werden kann, betrachtet. Dabei konnen zur Optimierung des Stromnetzes Leitungen
sowohl hinzugefiigt als auch entfernt werden. Dieses Modell beruht auf der Annahme,
dass ein existierendes Ubertragungsnetz, das in der Vergangenheit gestaltet wurde, mog-
licherweise nicht mehr optimal ist und in der Zukunft den Gegebenheiten nicht mehr
entspricht.

In wird eine diskrete dynamische Optimierung (DDO) angewandt. Die grundlegende
Idee von DDO ist, den deterministischen Suchvorgang eines dynamischen Programms mit
einer diskreten Optimierung, einer probalistischen Suche mit heuristischem Abbruchkriteri-
um, zu kombinieren. In dieser Arbeit wird ebenfalls ein dynamisches Programm verwendet,
um die Problemstellung zu 16sen. Es wird aber kein heuristisches Abbruchkriterium ver-
wendet und somit nicht nur eine ndherungsweise Losung gefunden, sondern eine optimale
Losung berechnet.




3. Grundlagen

In diesem Kapitel werden Grundlagen dargelegt, die bendtigt werden, um Konzepte und
Denkansétze in dieser Arbeit zu verstehen.

3.1 Einfiihrung in Graphen

Ein Graph ist ein Tupel (V, E), wobei V' eine Menge von Knoten und E eine Menge von
Kanten bezeichnet. Eine Kante ist wiederum ein Tupel (i,7) von zwei Knoten i,j € V.
Jeder ungerichtete Graph kann in einen gerichteten Graphen iiberfithrt werden, indem
eine ungerichtete Kante durch zwei gerichtete Kanten in beide Richtungen ersetzt wird.
Diese Art von Graphen nennt man bidirektionalen Graphen. Zur Vereinfachung wird E zur
Bezeichnung der zugrunde liegenden Menge von ungerichteten Kanten verwendet und fiir
e € E bezeichnet e € E die zugrunde liegende ungerichtete Kante. So gilt zum Beispiel
Definition 3.1 (Pfad). Ein nicht-leerer Graph G, mit der Knotenmenge {x1,x2, - ,xn}
und der Kantenmenge {{x1,z2},{x2,23},...,{Zn_1,2n}}, heifft Pfad, wenn die Knoten x;
i €1,--- ,n paarweise verschieden sind. Fin Pfad von Knoten x1 nach Knoten x, wird mit
7w(1,n) angegeben.

Definition 3.2 (Serien-paralleler Graph). Fin Graph wird als serien-parallel bezeichnet,
wenn er

o aus genau zwei Knoten (Quelle s, Senke t) sowie der Kante (s,t) besteht oder

e aus zwei serien-parallelen Graphen G1, Go, mit Quellen s1, so und Senken ty, ta,
durch eine der folgenden Kombinationen hervorgeht

— Serielle Komposition (s. Abb. (a)): Die Senke t; und Quelle sy werden
identifiziert und bilden einen neuen Knoten. Knoten s1 wird zur neuen Quelle
und die neue Senke ist to.

— Parallele Komposition (s. Abb. (b)): Die Quellen s1 und sy sowie t; und ta
werden jeweils identifiziert und beschreiben die neue Quelle bzw. Senke.
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t1 = S9

13

() (b)

t1 =12

Abbildung 3.1: (a) Eine serielle Komposition der serien-parallelen Graphen G; und Ga. (b)
FEine parallele Komposition der serien-parallelen Graphen G und Gs.

3.2 Einfiihrung in Stromnetze

Ein Stromnetz besteht aus einem Graphen G, einer Menge von Erzeugern Vy, C V und
Verbrauchern Vi C V sowie den Funktionen b, tlim, d, d, Z und z. Dabei gibt b: E — Rt
die Suszeptanz und tlim: E — RT das thermische Limit (Kapazitit) der Kanten an. Der
mazimal mogliche Bedarf eines Knoten wird durch die Funktion d: V; — Rt beschrieben
und die mazimal mégliche Erzeugung durch z: V; — RT. Der minimale Bedarf und die
minimale Erzeugung werden durch d und z festgelegt. Ist ein maximal mdglicher Bedarf
d gegeben, handelt es sich um ein beschrinktes Netz Ny = (G,Vy, Vi, b, tlim, d, d,z,T),
ansonsten liegt ein unbeschrinktes Netz N = (G, Vy, Vi, b, tlim, d) vor.

Der folgende Abschnitt und die darin angewandten Vereinfachungen basieren auf den
Arbeiten von R. Zimmermann et al [ZMT09, [ZMS11]. Da das feasibility problem (das
Machbarkeitsproblem eines zusétzlichen Leistungsflusses) im AC-Modell NP-schwer ist
[BV15], wenden wir im Folgenden Annéherungen an, um auf das linearisierte AC-Modell
zu kommen. Dieses wird auch DC genannt, wobei man es nicht mit dem eigentlichen
DC-Modell verwechseln darf. In dieser Arbeit ist mit DC-Modell stets das linearisierte

AC-Modell gemeint.

M-

P; \VillVi| (Gij - cos (0; — 0;) + Bij - sin (0; — 0;)) (3.1)

<
Il
—

-

Qi \VillVi] (Gij - sin (0; — 0;) — Bij - cos (60; — 6;)) (3.2)

<
I
=

Im AC-Modell setzt sich die Scheinleistung S aus der Wirkleistung P und der Blindleistung
@ zusammen. Fir die Scheinleistung an Knoten ¢ gilt also S; = P; + jQ; wobei j eine
imaginare Einheit ist. Die Wirkleistung und Blindleistung an Knoten ¢ sind wie in den
Gleichungen und gegeben. Dabei entspricht N der Anzahl der Nachbarknoten
von Knoten i. Im DC-Modell wird die Scheinleistung lediglich durch die tatséchliche
Wirkleistung bestimmt, womit die Blindleistung und Gleichung vernachlassigt werden
kénnen.

Der kompleze Wechselstromwiderstand Z wird auch Scheinwiderstand (engl. Impedance)
genannt und ist durch Z = R—jX definiert, wobei R die resistive Komponente (Realteil) und
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X die reaktive Komponente (imagindrer/komplexer Teil) ist. Der Realteil ist tiblicherweise
signifikant kleiner als der Imaginérteil, somit ergibt sich fiir die Admittanz Y

y_Ll__ 1 1 R+jX _R+jX
Z R-jX R-jX R+jX RZ+X2 (3.3)
S N L S |
TRyx? Ryx2 I
Aus Gleichung [3.3) erkennt man
R
C= e (3.4)
X
) P )
R? + X2 (3:5)

Wenn R verglichen mit X sehr klein ist, ist folglich der Wirkleitwert G verglichen mit dem
Blindleitwert bzw. Suszeptanz B sehr klein und es ist moglich, die Gleichungen [3.4/ und
folgendermaflen zu vereinfachen

G=0 (3.6)
1
B = ' (3.7)

Der Wirkleitwert G wird dann 0. Die Suszeptanz B entspricht dem Kehrwert des Imaginar-
teils des komplexen Wechselstromwiderstands Z. Die SpannungsgroBen |V;| und |V} sind im
Bereich der Nennspannung, die fiir die Geréte geeignete Spannung, da sonst Gerate wie zum
Beispiel Transformatoren beschiadigt werden konnen. Deswegen sind die Spannungsgroéfien
|Vi| und |V}| sehr nah an 1,0. Treten die beiden Groen als Multiplikationsfaktoren auf, kann
man die Vereinfachung |V;| = |V;| = 1 verwenden. Die Annahme, dass die Spannungswinkel
0 sehr klein sind, erlaubt es den Sinus durch sein Argument zu ersetzen. Daraus ergeben
sich folgende Anndherungen

sin(@i - (93) ~ (91 — QJ) (38)
cos(f; — 0;) = 1. (3.9)

Wendet man diese Vereinfachungen auf die Gleichung|3.1|an, ergibt sich fiir die Wirkleistung
an Knoten ¢

N

b= ) (Bij-(0i —6;)) (3.10)

J=1

und fiir den Wirklastfluss {iber die Leitung von Knoten ¢ nach Knoten j

Pij = Bij - (0 — 0;)- (3.11)

Das DC-Modell wird durch das Ohmsche Gesetz U = R- I beschrieben. Dabei entspricht die
Spannung U der Spannungswinkeldifferenz A0: w(e1,e,) — RT. Stellt man die Gleichung
3.11] nach der Spannungswinkeldifferenz um, erkennt man die Analogie zum Ohmschen
Gesetz. Die Suszeptanz ldsst sich somit analog zum Widerstand in der Elektrizitéitslehre
berechnen. Die Suszeptanz von parallelen Leitungen ist der Kehrwert der Summe aller
Kehrwerte der einzelnen Suszeptanzen auf dem Pfad

byes(5,1) = (3.12)

_
Zeéw(s,t) %
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tlim(er) = tlim(ez) = tlim(eg) = 1
ber) = b(eg) = bles) =1

S
o\

Abbildung 3.2: Beispiel Graph mit Kanten ej, es und es, die jeweils eine Suszeptanz und ein
thermisches Limit von 1 haben. Die Gesamtsuszeptanz ist byes(m(s,t)) = 3
und der maximal mogliche Fluss capges(s,t) = 3.

Betrachtet man parallele Leitungen, so summiert man die Suszeptanzen der einzelnen
Leitungen auf

bges(s, 1) = > b(e (3.13)

6671’(8 t)

Der Strom I entspricht dem maximal moglichen Fluss capges. Der maximal mégliche Fluss
aller Pfade von s € V nach ¢t € V wird durch capge(s,t) bestimmt. Durch die Analogie zur

Stromberechnung in der Elektrizitédtslehre I = % ergibt sich fiir den maximal méglichen
Fluss von parallelen Leitungen

capyes(s,t) = > b((s,)") - ming ) (Ai(s,1)). (3.14)
ﬂ((s,t)i)

Bei einer Reihenschaltung entspricht der Gesamtfluss dem Fluss der einzelnen Leitungen.
Insbesondere wird der Fluss, analog zum Strom, durch die Kante mit der kleinsten Kapazitat
auf dem Pfad beschrankt

ca s,t) = min {tlim(e), tlim(es), ..., tlim(e, €1,69,...,en € m(S,1). 3.15
Pges (S, t) {tlim(ey), tlim(ez), . . ., tlim(en)} 162, (s,t).  (3.15)

CaPgeg (Svt)

Die Spannungswinkeldifferenz ist, analog zum Ohmschen Gesetz, als Af(s,t) = b (5.0)

definiert.

In Abbildung sind die Kanten e; und e in Reihe geschaltet und die Kante es parallel

zu den beiden Kanten. Daher ergibt sich eine Gesamtsuszeptanz bges = f +b(e3) =
bley) * ble2)
Jlr T +1 = 2 und ein maximal moglicher Fluss CaPges = bges Min { <min{t1}zz(;13<’:;m(62)}> , tl;)r(ne(;)?’) } =

NI =

- min { <mi§{_11’1}> ) %} = %



4. Problemdefinition

Betrachtet man das aktuelle elektrische Netzwerk N° und méchte dieses erweitern, kann man
ein Kandidatennetz N' verwenden, welches alle Moglichkeiten zur Erweiterung beinhaltet.
Aus der Sicht der kombinatorischen Optimierung sind diese Netze jeweils ein ungerichteter
Graph G° = (V, EO) respektive G' = (V, El). Der Graph des aktuellen Netzes G und
der des Kandidatennetzes G! ergeben einen vollstindigen Graphen G, wie in Die
beiden Graphen konnen als bidirektionaler Graph G = (V, E) représentiert werden. Hierbei
werden die Knoten i € V' auch Leiterschienen (engl. buses) und die Kanten e € E auch
Leitungen (engl. branches) genannt. Die Menge der Knoten besteht aus erzeugenden Knoten
Ve C V, im Folgenden Erzeuger genannt, verbrauchenden Knoten Vi C V', im Folgenden
Verbraucher genannt und Zwischenknoten V' \ (Vg U Vi), sodass Vg N Ve = (). Die Menge
der Kanten wird in die Menge E° C E der bereits existierenden Kanten und die Menge
E! C E der méglichen Kandidaten fiir neue Kanten unterteilt. Dabei gilt E° N E' = () und
E°U E' = E. Der Fluss dieser Kanten wird durch die Funktion f: E — Rt angegeben.
Der mazimal mogliche Fluss (auch Kapazitiat der Kante genannt) einer Kante wird durch
die Funktion tlim: E — R* beschrieben. Der Nettofluss eines Knoten i € V ist durch

fnet(i) = Z f(l,j) (41)

{ijteE

SQ ()Qt

Abbildung 4.1: Vollsténdiger Graph G, mit Knotenmenge {1,2,3,4,5,6}. Schwarze Kan-
ten entsprechen den Kanten aus dem Graphen des aktuellen Netzes G°.
Graue Kanten entsprechen den Kanten aus dem Graphen des Kandidaten-
netzes G'.

O
O
O
O
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gegeben. Die mazimale Erzeugung eines Knotens wird mit z: V — RT dargestellt, der
minimale Bedarf durch d: V — RT. Die Suszeptanz einer Kante wird durch b: E — R*
beschrieben. Des Weiteren gibt o: E — R™ die Kosten der Kanten an. Der Spannungs-
winkel wird durch 6: V' — R beschrieben. Ob eine Kante ausgebaut wird, wird mit der
Entscheidungsvariable y: E1 — {0, 1} festgelegt.

Des Weiteren gelten folgende Bedingungen:

foet (i) =0 Vie VA{V, UV} (4.2)

—00 < fret(i) < —d VieV (4.3)

0 < fret(7) < 2(17) Vi eV, (4.4)

f(i,5) = b, 5) - (0(:) = 6(5)) =0 v(i,j) € E° (4.5)

Fi,5) = b(i,§) - y(i, §) - (0(5) — 6(j)) = 0 v(i,j) € E' (4.6)
|f(e)] < tlim(e) Ve € E. (4.7)

Die Bedingungen bis stellen die Flusserhaltung in jedem Knoten dar (auch Kirchhoffs
Knotenregel genannt). Die Maschenregel (engl. Kirchhoff’s voltage law, kurz KVL) besagt,
dass alle Teilspannungen einer Masche (Zyklus im Graph) sich zu Null addieren und wird
von den Bedingungen und modelliert. Durch die letzte Bedingung wird der Flusswert
beschrénkt.

fi, ) = b(i, ) - (0(1) = 0(5)) = (1 = y(i,j))M <0 (i, j) € BY (4.8)
[, ) = b(i, 7) - (0(1) = 0(5)) + (1 = y(i,j))M = 0 (i, j) € BY (4.9)

Die Bedingungen (Gleichungen und [4.9) linearisieren die quadratische Bedingung
und werden big-M-Bedingungen genannt. Der Faktor M ist eine geeignet grofle Konstante,
um keine implizite Spannungswinkeldifferenzgrenze an der Kante festzulegen.

Im Folgenden werden drei mogliche Optimierungsprobleme vorgestellt.

Das erste dieser Optimierungsprobleme wird Transmission Network Expansion Planning
(kurz TNEP) genannt. Um dieses Optimierungsproblem von den weiteren abzugrenzen,
wird es im Folgenden Minimum Cost TNEP genannt. Bei Minimum Cost TNEP wird
eine Funktion, welche die Kosten fiir einen Ausbau eines beschrinkten Netzwerkes Ny, =
(G, Vy, Vi, b, tlim, d, d,z,z) darstellt, minimiert. Die Kosten fiir eine Kante werden, wie
bereits erwihnt, durch die Funktion o beschrieben. Nun werden fiir jede Kante e € E' diese
Kosten mit y(e) multipliziert. AnschlieBend werden die Ergebnisse der Multiplikationen
iiber die Menge der Kanten E' aufsummiert. Die Zielfunktion sieht also folgendermafen
aus:

min Z o(e)-y(e). (4.10)

Ein weiteres Optimierungsproblem ist Mazimum Transmission Network FExpansion Planning
(kurz MTNEP). Dafiir wird die Funktion f,e verwendet. Bei MTNEP soll der Fluss
F=3 ey, Jnet (v) eines unbeschrénkten Netzwerkes N = (G, V, V], b, tlim, d) maximiert
werden

max Z fret(v). (4.11)

veVy
Optimal Transmission Network Ezpansion Planning (kurz OTNEP) ist das dritte Optimie-

rungsproblem. Hierbei betrachtet man ein beschrianktes Netzwerk Ny, und berechnet den
Nettofluss der Erzeuger und multipliziert diesen mit einer Funktion p: V — R™, welche

10



die Kosten fiir die Erzeugung einer Einheit beschreibt. Diese Erzeugungskosten sollen wie
folgt minimiert werden:

min Z p(v) - foet(v). (4.12)

vEVy

Das zuletzt vorgestellte Optimierungsproblem entspricht einer Erweiterung des Optimal
Power Flows (OPF), der den Leistungsfluss so optimiert, dass die Erzeugungskosten
minimiert werden.

11






5. Maximum Transmission Network
Expansion Planning (MTNEP)

Gegeben sei ein einfacher Pfad Gg = (V, Ey) zwischen den Knoten ¢ € V und j € V
und ein vollstdndiger Graph G; = (V, E1 \ Ep). Da in dieser Arbeit die Topologie des
zugrunde liegenden Graphen G des Stromnetzes N stets serien-parallel sein muss, ist eine
Kantenmenge E,., C F gesucht, sodass der Leistungsfluss des Graphen Gy, = (V, EgyUFEyey)
maximal und Gy, serien-parallel ist.

5.1 Idee

Um den Algorithmus zu motivieren, verwenden wir ein Beispiel, in dem Gy = (V, Ep)
ein ungerichteter Graph mit der Knotenmenge V = {1,2,3,4,5,6} und Kantenmenge
E=1{(1,2),(2,3),(3,4),(4,5),(5,6)}, wie in Abb. dargestellt, und Gy = (V, E1 \ Ep)
der dazugehorige vollsténdige Graph sei. Des Weiteren sei die Suszeptanz b(e) = 1 und das
thermische Limit tlim(e) = 1 fiir alle e € Ey U E; und 6(s) wird mit 0 festgelegt. Nun kann
man einen mazimal maéglichen Leistungsflusswert OPTypp (N 4+ Epney) durch hinzufiigen
von Kanten in F,, erhohen. Dabei muss der resultierende Graph G}, serien-parallel sein.
So kann man also eine weitere Kante e; = (1,6), in Abb. blau gefarbt, mit b(e;) =1
und tlim(e;) = 1 in Fye, einfiigen und OPTy\pp (N 4 Fyen) von 1 auf 1,2 erhohen, da die
Suszeptanz auf 1,2 steigt (siehe Gleichung und der Spannungswinkel an der Senke
durch den Pfad mit der kleinsten Spannungswinkeldifferenz bestimmt wird (siehe Gleichung
. Da keine weiteren Kanten zwischen den Knoten s und ¢ in £ vorhanden sind, muss
man den Graphen in serielle Komponenten aufteilen, um weitere Kanten hinzuzufiigen.
Teilt man den Graphen an dem Knoten 4 auf, konnen die in Abb. griin gefarbten Kanten
ez = (1,4) und e3 = (4,6) mit b(e2) = b(eg) = 1 und tlim(ez) = tlim(ez) = 1 in Epey
eingefiigt werden. Dadurch steigt OPTypp(N + Fyey) von 1,2 auf %, denn die Suszeptanz

S Q (0 (0 4\ () O '
_/ _/ _/ o/
1 2 3 4 5) 6
Abbildung 5.1: Ungerichteter Graph Gy = (V, Ey) mit Knotenmenge V' = {1,2,3,4,5,6},

Kantenmengen Ey = {(1,2),(2,3),(3,4), (4,5),(5,6)} mit b(e) = 1 und
tlim(e) = 1 Ve € Ep und Spannungswinkeln

13



5. Maximum Transmission Network Expansion Planning (MTNEP)

1 2,

Abbildung 5.2: Ungerichteter Graph Gy mit Knotenmenge V = {1,2,3,4,5,6}, Kanten-
mengen Ey U Epey = {e1 = (1,6), , yeq = (2,4)} mit
b(e) =1 und tlim(e) = 1 Ve € Ep U Eye, und Spannungswinkeln

4

Abbildung 5.3: Ungerichteter Graph G mit Knotenmenge V = {1,2,3,4,5,6}, Kanten-
mengen Ey U Eyey = {e1 = (1,6), yes = (2,4),e4 = (4,6)} mit
b(e) =1 und tlim(e) = 1 Ve € Ey U Epe, und Spannungswinkeln

steigt auf % (siehe Gleichung und der Spannungswinkel an der Senke wird weiterhin
durch den Pfad iiber die Kante e; = (1,6) bestimmt. Am Knoten 2 kann der Graph ein
weiteres Mal aufgeteilt werden und dadurch, die in Abb. rot gefarbte Kante e4 = (2,4),
mit b(es) = 1 und tlim(es) = 1 in Eyey eingefiigt werden, womit OPTypg (N + Fyey) auf
% steigt. Auch hier wird der Spannungswinkel an der Senke weiterhin durch den Pfad iiber
die Kante e; = (1,6) bestimmt. Der neue Wert fiir OPTy\pp(N + Epey) ergibt sich durch
die neue Suszeptanz von 1@6.

Teilt man den Graphen G zuerst am Knoten 2, dann am Knoten 4 auf und fiigt jeweils
die entsprechenden Kanten hinzu, erhdlt man den Graphen aus Abb. [5.3] Dieser hat
einen maximal moglichen Leistungsflusswert OPTy\pp(N + Fyen) = %. Es ist also zu
erkennen, dass die Reihenfolge, in welcher man einen Graphen aufteilt und welche Kanten
man zu Fye, hinzufiigt, zu unterschiedlichen Ergebnissen fiir OPTy\pp (N + Fyey) fiihren
kénnen. Daher sind mehrere Kombinationen zu berechnen, um diejenige mit dem gréfiten
OPTrmpr (N + Epey) zu finden. Dies ldsst sich mit einem dynamischen Programm realisieren.
Dabei wird das Problem in Teilprobleme aufgeteilt und die Zwischenresultate gespeichert.
Mit diesen Zwischenresultaten wird eine Tabelle wie in Tabelle aufgebaut.

5.2 Algorithmus

Wenn man die Gesamtsuszeptanz bges und die Gesamtspannungswinkeldifferenz Afges des
Graphen G}, kennt, kann man einen optimalen Wert OPTy\pp (N + Fyey) des Netzwerkes
berechnen. Diese zwei Werte werden in den Tabelleneintragen mit Label gespeichert.

Definition 5.1 (Label). Ein Label | besteht aus zwei Komponenten — einem Wert fiir die
Suszeptanz b und einem Wert fir die Differenz der Spannungswinkel Af.

l; = (bi,AQi) (5.1)

14



5.2. Algorithmus

Tabelle 5.1: Mogliche Aufteilungen fiir den Graphen G.

Tay b|1 2 3 4 5 6
a
1 = Thno Thg Tpa Tns The
2 - - T3 T2 Ips T2
3 - - - Iy Tps 13g
4 - - - - Tug Tug
5 - - - - - Tpg
6 ; i, - i, ; i,

Ein Tabelleneintrag Tj; ;1 besteht aus einer Menge von Label, die Werte fiir die Gesamt-
suszeptanz und Gesamtspannungswinkeldifferenz verschiedener resultierender Graphen
Gr = ({4,...,7}, Eo U Enen), die durch unterschiedliche Erweiterungen entstanden sind,
angeben. Das Label eines Tabelleneintrags T; j, fir den Fall dass li — j] = 1 gilt, ent-
spricht (b(7, j), AB(i,j)) also den Werten der Kante selbst. Fiir alle andere Falle berechnen
sich die Label wie in Gleichung angegeben. Es werden also jeweils die Funktionen
S und 7, aus den Gleichungen und auf die Label Iy € Tj; j_p,) und la € Tj;_,, j
fir alle n € {1,...,7 —i — 1} angewendet, um die Gesamtsuszeptanz und Gesamtspan-
nungswinkeldifferenz aller méglichen Erweiterungen, bei denen der resultierende Graph Gy,
serien-parallel ist, zu erhalten. Es entsteht ein rekursiver Aufruf der Labelberechnungen,
wobei der Basisfall, welcher die Rekursion abbricht, der Fall |i — j| = 1 ist. Um Epe, zu
bestimmen, enthélt jedes neue Label [ in einem Tabelleneintrag TJ; ;; zwei Pointer auf die
Label I € Tj; j_pn) und lp € T;_, j), aus welchen das neue Label [ berechnet wurde und
eine Information, ob die Kante hinzugefiigt wurde (y = 1) oder nicht (y = 0).

Der Eintrag T}, 4 in Tabelle besteht aus acht Label — zwei Kompositionen von T7; o)
und 7j; 4 und zwei Kompositionen von Tj; 3) und T3 4. Denn Tj 4 und T7; 3) enthalten
zwei Label wie in dem nachfolgenden Beispiel in den Gleichungen [5.9| und zu sehen ist,
da jeweils die Moglichkeit besteht, die Kante (2,4) bzw. (1,3) hinzuzufiigen. Bei diesen
vier Kompositionen besteht wieder die Moglichkeit die Kante (1,4) hinzuzufiigen, wodurch
sich die acht Label im dem Eintrag 7}, 4 ergeben.

Die Kompositionen der Suszeptanzen fiir zwei Tabelleneintrige ldsst sich mit der Funk-
tion in Gleichung berechnen. Hierbei werden wie in Gleichung die Kehrwerte
der Suszeptanzen der beiden Tabelleneintrige addiert und davon der Kehrwert gebildet.
Anschliefend wird die Suszeptanz der neuen Kante b(i, j) addiert, falls diese hinzugefiigt
wird (s. Gleichung . Die Kompositionen der Spannungswinkeldifferenz Afges wird mit
der Funktion in Gleichung berechnet. Hierbei wird das Minimum fiir OPTypp (V) der
beiden Tabelleneintriage durch die Gesamtsuszeptanz bges geteilt. Dabei verwendet man
die Gesamtsuszeptanz bges, wie sie in Gleichung fir y(i,5) = 0 berechnet wird. Gilt
y(i,7) = 1, die Kante (7, j) wird also hinzugefiigt, ist die Spannungswinkeldifferenz A6
das Minimum aus der zuvor berechneten Spannungswinkeldifferenz Afges, ohne hinzugefiig-
te Kante (7,j) und dem Quotienten des thermischen Limits tlim und der Suszeptanz b der
neuen Kante (i, ).

. 1 o .

B((br, A01), (b2, AG2),y, (i) = T +D(i,5) - (i j) (5.2)
b1 T b T oo Kanto
—— neue Kante

Serienschaltung
exklusiv Kante
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5. Maximum Transmission Network Expansion Planning (MTNEP)

Tabelle 5.2: Mogliche Aufteilungen fiir den Graphen G aus Abb. .

Ty b1 2 3 4
a
1 - Tha Tpg Tha
2 - - Tpg Tpg
3 - - - I
4 - - - -

(b1, A01), (b2, Ab), y, (i, 7))

Pfad mit der kleinsten Spannungswinkeldifferenz
bestimmt den Spannungswinkel an der Senke

min min{by - A1, by - Ads} ) tl;m.(zfj) , falls y(i,7) =1
_ B((b1, 201), (bs, A5), 9, (i, 7)) — b3, ) | LT
A6(,5)

hinzugefiigte Kante
rausgerechnet

min{b1 . A01, bg . AGQ}
B((br, 201), (b2, A03), , (1,7))

sonst.

(5.3)

Um die Performance des Algorithmus zu verbessern wird bei den Funktionen 8 und ~ die
Technik Memoization verwendet. Dabei werden die Ergebnisse zwischengespeichert und
miussen bei einem wiederholten Aufruf mit identischen Argumenten nicht erneut berechnet
werden.

Ty = { (B, l,y. (5,5)) 7 (v, (5,5))) | ¥m € {4 1, j = 11 € Ty b2 € T}
(5.4)

Der maximal mogliche Fluss eines resultierenden Graphen Gy = (V, Eg U Epey) lésst
sich dann durch die Maximierung iiber die Multiplikationen der jeweiligen Paare eines
Tabelleneintrages berechnen.

Cap(ivj) = maX{b(i7j) ’ AH(Z7])} V(b(l,]), A9(27j)) € T[i,j} (55)

5.2.1 Beispiel

Um die Berechnung der Tabelleneintriage Tj; j zu verdeutlichen, sei G = (Vi, Eq) ein
ungerichteter Beispielgraph mit der Knotenmenge Vi = {1,2,3,4} und der Kantenmen-
ge E1 = {(1,2),(2,3),(3,4)} wie in Abbildung dargestellt. Es gelte b(e) = 1 und
tlim(e) = 1 fiir alle e € E; und jede hinzugefiigte Kante. Die Tabelleneintrége in Tabelle
lassen sich nun wie in den Gleichungen bis berechnen. Wobei der initiale
Aufruf (Zeile |3 in Algorithmus eigentlich die Berechnung des Eintrages T} 4 ist und
die Berechnungen der weiteren Eintrdge rekursiv geschehen, wie in Algorithmus zZu
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5.2. Algorithmus

b(@l) = b(€2> = b(eg) =1
tlim(e;) = tlim(ey) = tlim(eg) = 1

JORNgENoENOY
1 2 3 4

Abbildung 5.4: Ungerichteter Graph G; mit Knotenmenge Vi = {1, 2, 3,4}, Kantenmenge
E, ={(1,2),(2,3),(3,4)}, Spannungswinkel ¢ und b(e) = 1 und tlim(e) = 1
fur alle e € Ej.

sehen ist. Zur Vereinfachung des Beispieles wird dieser Teil hier weggelassen und lediglich
die Aufstiege aus dem Rekursionsbaum gezeigt.

T[1,2] ={(1, 1)} (5.6)
Tz = {(1, 1)} 5
T34 ={(1,1)} (5.8)

T 3 = = +0, min{l, 1} ; ! + 1, min min{l, 1} ,1
[1.3) T,1 1 T, 1 3 1
171 2 171 2 (5.9)

a -
1 3
=4(=,2 =1
{2).G))
Die Labelmengen 7}; 3) und T 4) tiberschneiden sich also. Dadurch ergeben sich im néchsten
Schritt doppelte Label, wovon jeweils nur ein Label in die Menge T 4 aufgenommen wird.

1 min{1,1 1 . min{1,1 1
Tha = 110 {1 } |\ T 7+ Lmin 4{ ! T (]
T 3 1 37 1
2

1 min{3, 1} 1 min{%,l} 1
110 3 | T +1,min g T )
1 5 ERRET 57 1
2 2
1 min{1,1 1 min{1,1 1 .
IERPETTCH T O S {( i })71} e
TtT 3 TtT 37
2 2
1,3 1 min<1,3 1
1 1+O’mm{3 =1, 1 T+ 1,min 8{ 2} T
1 Y B 4 = S _ 1
173 5 173 5

(9.6 ()

Um OPTypr(N) zu bestimmen, berechnet man den maximal moglichen Fluss jedes
Tabelleneintrages und ermittelt aus diesen Werten das Maximum wie in Gleichung
angegeben. Fiir dieses Beispiel sieht das folgendermaflen aus:
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5. Maximum Transmission Network Expansion Planning (MTNEP)

Tabelle 5.3: Anzahl der Label, wenn identische Label in die Menge aufgenommen werden
und somit Multimengen entstehen. Die gewédhlte Suszeptanz ist b(a,b) = 1 fir
alle Kanten (a,b).

Tyl b1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

a

1 T 8 40 224 1344 8448 54912 366080
2 - -1 2 8 40 224 1344 8448 54912
3 - -1 2 8 40 224 1344 8448
4 - - - - 1 2 8 40 224 1344
5 Lo - o 2 8 40 224
6 - - - 1 2 8 40

7 - _ 1 2 8

8 - - - - - 1 2

9 - _ 1

10 .- - - - -

ot = (5-2).(5-1).(5-5) )b

4
:max{l,,l,S} :§
3" °h 5

Folgt man nun den Pointern aus dem Label (%, 1), ist die Menge der hinzugefiigten
Kanten, abhéngig davon welches der identischen Label hinzugefiigt wurde, entweder Eyey =

{(2’4)’ (174)} oder Eney = {(173)’ (174)}‘

5.3 Abschatzung

Wie in Tabelle zu sehen, entspricht die Anzahl der Label, wenn identische Label in die
Mengen aufgenommen werden und somit Multimengen entstehen, fiir n < 10, wobei n die
Anzahl der Knoten angibt, der Zahlenfolge 2"~ + C(n — 1) [OEI]. Hierbei entspricht C(n)
den Catalan-Zahlen [Kos08]. Diese Beobachtung lasst vermuten, dass die Anzahl der Label
in diesen Multimengen fiir alle n € N dieser Zahlenfolge entspricht. Ein Beweis hierfiir
wurde noch nicht gefiihrt.

Wie in dem Beispiel beschrieben, wird bei identischen Label nur eines in die Menge
aufgenommen. Dadurch wird die Méchtigkeit der Mengen in einem Eintrag bedeutend
reduziert, wie in Tabelle [5.4/ zu erkennen.

Um die Menge der Label weiter zu reduzieren, wird ein Dominanzkriterium eingefiihrt.
Angenommen es gibt zwei Label [; = (b;, A6;) und [; = (bj, Af;) mit b; = b;, die zu den
Erweiterungen G; und G; gehdren, in einem Tabelleneintrag. Betrachtet man Gleichung
ist es egal welches der beiden Label, in Kombination mit einem dritten Label I3, zur
Berechnung eines neuen Labels verwendet wird. Die Suszeptanz b des neuen Labels ist
identisch. Gilt nun auch Af#; > A#;, ist der Ausbau G; immer mindestens so gut wie
der von G;. Denn betrachtet man Gleichung und wéhlt [; statt [; als I; gibt es drei
Méglichkeiten. Entweder by - A6y war das Minimum von min{b; - Af1, by - A2} und ist es
mit einem grofleren Wert weiterhin oder by - Ay wird groBer als by - Afy und by - Afy ist das
neue Minimum. In diesen beiden Féllen sowie dem Fall, dass by - Afy das Minimum war,
wird der Zahler des Bruchs und somit auch der gesamte Ausdruck gréfler oder bleibt gleich.
Die Spannungswinkeldifferenz Af des neuen Labels ist, wenn der Ausbau G; verwendet
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5.3. Abschatzung

Tabelle 5.4: Anzahl der Label. Die gewéhlte Suszeptanz ist b(a,b) = 1 fiir alle Kanten
(a,0).

Tyl b1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a

1 1 2 4 10 24 68 187 554 1631
2 - - 1 2 4 10 24 68 187 554
3 - -1 2 4 10 24 68 187
4 . - - - 1 2 4 10 24 68
5 - - - - - 1 2 4 10 24
6 - - - - - 1 2 4 10
7 - - - - - -1 2 4
8 e
9 S . 1
10 .- -

Tabelle 5.5: Anzahl der Label, wenn das Dominanzkriterium beachtet wird. Die gewéhlte
Suszeptanz ist b(a,b) = 1 fiir alle Kanten (a, b).

Tyl b1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a

1 1 2 4 10 24 68 186 546 1607
2 - -1 2 4 10 24 68 186 546
3 .- -1 2 4 10 24 68 186
4 .- - - 1 2 4 10 24 68
5 .- - - - 1 2 4 10 24
6 - - - - 1 2 4 10
7 - - - - -1 2 4
8 | 2
9 S 1
10 S -

wird, immer mindestens genauso grofl wie wenn der Ausbau G; verwendet wird. Da
sich der maximal mdogliche Fluss eines Ausbaus durch Multiplikation von Suszeptanz und
Spannungswinkeldifferenz (s. Gleichung berechnet, ist der Ausbau G; immer mindestens
so gut wie der von G;. Tritt in einer Losung G; auf, kann G; immer durch G; ersetzt
werden, ohne dass sich der maximal mogliche Fluss im gesamten Netzwerk verschlechtert.
Deshalb werden bei identischer Suszeptanz b der Menge nur die Label hinzugefiigt, welche
die groflere Spannungswinkeldifferenz Af haben. Durch das Dominanzkriterium wird die
Anzahl der Label in den Mengen auf die Werte in Tabelle reduziert.

Wahlt man fir alle Kanten (i,j) € E;, welche neu hinzugefiigt werden konnen, die
Suszeptanz mit b(i,j) = ﬁ, erhélt man fiir die Menge der Label die Werte aus Tabelle
Wird das Dominanzkriterium beachtet, entsteht die Tabelle [5.71
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5. Maximum Transmission Network Expansion Planning (MTNEP)

Tabelle 5.6: Anzahl der Label mit der Suszeptanz b(a,b) = (bfla) fiir alle Kanten (a,b).

Tyl b1 2 3 45 6 7 8 9 10
a

1 -1 2 4 9 21 54 151 432 1274
2 - -1 2 4 9 21 54 151 432
3 - - -1 2 4 9 21 54 151
4 - - - -1 2 4 9 21 54
5 - - - - -1 2 4 9 2
6 - - - - - -1 2 49
7 - - - - - - -1 2 4
8 T B
9 - e e - - -1
10 - -

Tabelle 5.7: Anzahl der Label, wenn das Dominanzkriterium beachtet wird. Die gwéhlte
Suszeptanz ist b(a,b) = (bfla) fiir alle Kanten (a,b).

Tiawl b1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a
1 -1 2 4 9 21 54 149 419 1228
2 - - 1 2 4 9 21 54 149 419
3 - - -1 2 4 9 21 54 149
4 - - - -1 2 4 9 21 54
5 - - - - - 1 2 4 9 21
6 - - - - - - 1 2 4 9
7 - - - - - - - 1 2 4
8 - - - - - - - - 1 2
9 - - - - - - - - 1
10 - - - - - - - - -
Algorithm 5.1: OpTIMAL MAXIMUM FLow
Input: Start node ¢, end node j, standard label [
Output: List of added edges for the best label list
Data: A network N = (G, V., Vg, tlim, b)
// Initialization
1l,=(1,1)
21—1[7”]]<—® // Vz,jEV
3 cale(i, 7) // siehe Algorithmus
4 lsolution < max(Tj; ;) // bestimmt Label mit héchstem cap(i,j) siehe Gl.
und gibt es zurick
5 list < trace(lsopution) // folgt Pointern um hinzugefiigte Kanten zu

ermitteln und gibt diese zuriick
6 return list
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5.3. Abschétzung

Algorithm 5.2: FUNKTION CALC

Input: start node ¢, end node j
Data: A network N = (G, Ve, Vg, tlim, b), Set of label T; j

k<+ 0

=

2 if j—i =1 then

3 | Ty INsERT (L)

4 else

5 forall k < j —i do // keN
6 if Tj; ;11 = 0 then

7 L calc(i, i + k)

8 if Tj; 1 = 0 then

9 L calc(i + k, j)

10 forall l; € Tj; ;44 do

11 forall Iy € Tj; 14 5 do

12 forall y € {0,1} do -
13 bnew < B(l1,12,y, (i,7)) // Def. von 3 siehe Gl. 5.2
14 Abpew <+ Y(l1,12,y, (1,7)) // Def. von 7 siehe Gl. |5.3
15 lnew — (bnewa Aenew) -
16 if exists (b, AQ) := 1 with b == by, then /1 1€ Ty
17 if A6 < Ab,e, then // check Dominanzkriterium
18 Tj;,j)- DELETE(])

19 TW].INSERT(ZMW)

20 else

21 | Tji ;) INSERT (lycu)
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6. Evaluation

Die Berechnungen, auf welchen die folgenden Ergebnisse beruhen, wurden auf einer Maschine
mit einem Windows 10 Home 64-Bit-Betriebssystem ausgefiihrt, welche mit einer Intel Core
i7-5500 CPU ausgestattet ist, die mit 2.40 GHz Taktfrequenz arbeitet. Des Weiteren ist in
der Maschine 8 GB Arbeitsspeicher verbaut. Das dynamische Programm wurde in Java
mittels der Eclipse IDE Version 4.10.0, welche die Java-Laufzeitumgebung Version 1.8.0
verwendet, implementiert. Um die Richtigkeit des dynamischen Programms zu verifizieren,
wurde der Gurobi Optimizer Version 8.1.0 verwendet. Das dafiir nétige Programm wurde in
C++ mit Hilfe von Microsoft Visual Studio Community 2017 Version 15.9.8 implementiert.
Der verwendete Compiler dabei ist Visual C++ 2017 Version 15.9 gewesen. Sowohl das
dynamische Programm als auch der Gurobi Optimizer hatten ein Zeitlimit von zwei Stunden.
Nach Ablauf der zwei Stunden wurde die bis dahin beste Losung ausgegeben.

Als Eingabegréfie n wurden alle n € N mit 3 < n < 25 verwendet. Dabei gibt n die
Knotenanzahl an.

Sowohl das dynamische Programm als auch der Gurobi Optimizer liefern fiir alle n dieselben
Ergebnisse fiir den maximal moglichen Flusswert OPTypp (N + Epey). Jedoch liefern sie
oftmals unterschiedliche Ergebnisse fir Fyey. Der Grund hierfiir ist die in dem Beispiel [5.2.1]
gezeigte Tatsache, dass durch unterschiedliche Konfiguration von hinzugefiigten Kanten
identische Label entstehen konnen, welche einen identischen maximal moglichen Flusswert
aufweisen.

6.1 Maximal moglicher Flusswert

Bei der Bestimmung des maximal moglichen Flusswertes OPTypr (N + Epey) wurden, wie
auch bei der Bestimmung der Labelanzahl in Kapitel zwei unterschiedliche Werte fiir
die Suszeptanz b der Kanten gewéhlt. Der erste Wert ist b(i, j) = 1 fur alle (4, j) € Eo U Ey
und der zweite Wert ist b(i,j) = ]%Z fir alle (4,j) € Eo U Ej.

6.1.1 Serien-paralleler Graph

In Abbildung ist zu sehen, dass der Verlauf von OPTy\pp(N + FEyey) sich fir die
unterschiedliche Suszeptanzen stark unterscheidet. So unterscheiden sich, bei b(i, j) = ]%Z
fiir alle Kanten, zwei maximal mogliche Flusswerte wenn die Knotendifferenz 1 ist, um

den Wert 0 oder 1. Gilt b(,7) = 1, ist OPTypr(IV + Fheun) stets unterschiedlich. Hierbei
nimmt die Differenz, wenn die Knotendifferenz 1 ist, mit zunehmender Knotenanzahl ab.
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Abbildung 6.1: Maximal mogliche Flusswerte fiir serien-parallele Graphen mit einer Kno-
tenanzahl > 3 und < 25. Die rote Kurve zeigt die Flusswerte bei einer
Suszeptanz b(i, j) = 1 fiir alle Kanten. Wird fiir die Suszeptanz b(i, j) = Jlfz
fiir alle Kanten gewéhlt, ergibt sich die blaue Kurve. Die Werte fiir eine
Knotenanzahl > 20 sind keine optimalen Werte, da bei der Berechnung das

Zeitlimit von zwei Stunden tiberschritten wurde.

Wie in Abbildung zu sehen ist, ndhert sich OPTy\pp (N + FEpey) mit zunehmender
Knotenanzahl einem Wert zwischen 1,95 und 1,96 an. Eine genaue obere Schranke fiir
OPTympr(N + Epeu), mit b(i, j) = 1 fur alle Kanten, konnte im Zuge dieser Arbeit nicht
ermittelt werden, da fiir eine Knotenanzahl > 20 das Zeitlimit von zwei Stunden iiber-
schritten wurde. Mit steigender Knotenanzahl wurde die Abweichung teils so grof3, dass
ein OPTypr(N + FEheu) ausgegeben wurde, welcher unter den optimalen Werten bei einer
Knotenanzahl < 20 lag. Einzelne Werte sind dem Anhang zu entnehmen.

6.1.2 Einfacher Graph

Lasst man die in Kapitel |5 eingefiihrte Restriktion weg, dass der Graph Gy = (V, EgU Eyen)
serien-parallel sein muss, ergibt sich fiir OPT\pp(IV + Fyeu) ein anderer Wert. In Abbildung
ist zu sehen, dass sich der maximal mogliche Flusswert, ohne die Beschréinkung,
fir b(7,j) = 1 mit zunehmender Knotenanzahl konstant um 0,5 erhéht und sich fiir
b(i,j) = %Z bei zunehmender Knotenanzahl immer weniger erhoht und scheinbar einer
Schranke anndhert. Wie in Abbildung zu sehen ist, ist dieses Verhalten bei serien-
parallen Graphen genau umgekehrt. Einzelne Werte sind in Anhang zu finden. Des
Weiteren ist in Abbildung ein Beispiel zu sehen, dass bei b(i,j) = 1 lediglich eine Kante
von dem Erzeuger zu jedem anderen Knoten und von jedem Zwischenknoten zur Senke
hinzugefiigt wird. Uber die Kanten des anfangs gegebenen einfachen Pfads fliet, aufler
auf den Kanten zwischen der Quelle und dem ersten Zwischenknoten sowie dem letzten
Zwischenknoten und der Senke, kein Fluss.

6.2 Laufzeit

Die Laufzeiten des dynamischen Programms geben, wie in Tabelle zu sehen ist, nicht
viele Informationen wieder. Fiir eine Knotenanzahl < 11 liegen die Laufzeiten sowohl fir
b(i, j) = 1 als auch fiir b(4, j) = ~= im niedrigen dreistelligen Millisekundenbereich. Danach

Jj—i
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Abbildung 6.2: Maximal mogliche Flusswerte fiir serien-parallele Graphen mit einer Kno-
tenanzahl > 3 und < 25. Die gewéahlte Suszeptanz b fiir alle Kanten ist 1.
Die Werte fiir eine Knotenanzahl > 20 sind keine optimalen Werte, da bei
der Berechnung das Zeitlimit von zwei Stunden iiberschritten wurde.

erhohten sich die Laufzeiten jeweils stark und stellenweise um einen Faktor von 15 bis iiber
17. Ab einer Knotenanzahl von > 15 waren im Zuge dieser Arbeit keine Laufzeiten mehr
messbar, da das Zeitlimit von zwei Stunden tiberschritten wurde. Es ist jedoch zu erkennen,
dass fiir eine Knotenanzahl > 12 die Laufzeit fiir b(i,j) = - stets geringer war als fiir

j—i
bi ) = 1.
Diese Beobachtung kann auch bei den Laufzeiten des Gurobi Optimizer gemacht werden. Bei
b(i,j) = ]%Z betrug die Laufzeit zur Berechnung einer optimalen Losung fiir einen Graphen

mit 25 Knoten ungefdhr 8,579 Sekunden (weitere Werte sind Anhang aufgelistet),
wohingegen die Messung der Laufzeit bei b(z,7) = 1 ab 21 Knoten nicht mehr moglich war,
da das Zeitlimit iberschritten wurde. Auch erhohte sich die Laufzeit, bei Erhéhung der
Knotenanzahl um 1, stellenweise um einen Faktor von 1 bis iiber 4,8 wie in Tabelle zu
sehen ist. Wurde fiir die Suszeptanz b(i,j) = ]%Z gewéhlt, erhohte sich die Laufzeit, bei
Erhéhung der Knotenanzahl um 1, fast ausschliefilich um einen Faktor der kleiner als 2

war.
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maximal moglicher Flusswert
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Abbildung 6.3: Maximal mégliche Flusswerte fiir einfache Graphen mit einer Knotenanzahl
> 3 und < 25. Die rote Kurve zeigt die Flusswerte bei einer Suszeptanz
b(i,j) = 1 fir alle Kanten. Wird fir die Suszeptanz b(i, j) = ]%Z fiir alle

Kanten gewahlt, ergibt sich die blaue Kurve.
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Abbildung 6.4: Einfacher Graph G mit Knotenmenge V' = {1,2,3,4,5,6}, Kantenmenge
EoU Enew = {(1,3),(1,4), (1,5), (1,6), (2,6), (3,6), (4,6), (5,6) } mit b(e) =
1 und tlim(e) = 1 Ve € Ey U Eyey und Spannungswinkel 0. Auf den Kanten
(2,3),(3,4) und (4.5) flieBt kein Fluss. Die Zahlen an den Kanten geben
jeweils den Fluss auf der jeweiligen Kante an.
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6.2. Laufzeit

Tabelle 6.1: Laufzeiten des dynamischen Programms in Sekunden zur Berechnung einer
optimalen Losung des maximal moglichen Flusswertes fiir serien-parallele
Graphen G mit einer Knotenanzahl von > 3 und < 14 und einer Suszeptanz

b(i, j) = 1 oder b(i, j) = 515 V(i) € By U Eneu.
Knotenanzahl | Laufzeit in Sekunden | Laufzeit in Sekunden
mit b(i, j) = 1 mit b(i, j) = 55

3 0,121 0,14

4 0,107 0,126

5 0,114 0,127

6 0,122 0,123

7 0,127 0,139

8 0,133 0,136

9 0,149 0,167

10 0,19 0,191

11 0,444 0,345

12 3,048 1,747

13 51,206 26,449

14 888,734 435,019

Tabelle 6.2: Laufzeiten des Gurobi Optimizer in Sekunden zur Berechnung einer optimalen
Loésung des maximal moglichen Flusswertes fiir serien-parallele Graphen Gy,
mit einer Knotenanzahl von > 3 und < 20 und einer Suszeptanz b(i,j) = 1
Y(i,7) € Ep U Eqey-
Knotenanzahl | Laufzeit in Sekunden

3 0,003

4 0,008

5 0,032

6 0,060

7 0,065

8 0,100

9 0,141
10 0,183
11 0,499
12 1,064
13 4,046
14 11,887
15 30,276
16 32,0629
17 154,944
18 504,150
19 1790,691
20 5209,435
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Abbildung 6.5: Laufzeit in Sekunden fiir die Berechnung einer optimalen Ldsung mit dem
Gurobi Optimizer fiir einen maximal moéglichen Flusswert bei Graphen

mit einer Knotenanzahl > 3 und < 25. Dabei gilt fiir die Suszeptanz aller

Kanten b(i,j) = J%l
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7. Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde ein Algorithmus zur Berechnung optimaler Erweiterungen fir
elektrische Netze vorgestellt. Die Berechnung wurde durch ein dynamisches Programm
realisiert. Es wurden zwei Varianten fiir die Suszeptanz verwendet und zwei Graphenklas-
sen betrachtet. Um die Ergebnisse des dynamischen Programms zu verifizieren und die
Performance zu bewerten, wurde das Optimierungsproblem zusétzlich mit dem Gurobi
Optimizer gelost. Es wurde deutlich, dass das dynamische Programm dieselben Ergebnisse
wie der Gurobi Optimizer liefert. Wurde die Graphenklasse der serien-parallelen Graphen
betrachtet und die Suszeptanz b(i,j) = 1 gewahlt, ndhert sich der maximal mogliche
Flusswert, mit zunehmender Knotenanzahl, scheinbar einem Wert < 2 an. Wurde die
Suszeptanz b(i,j) = J%Z gewdhlt, steigt der maximal mdogliche Flusswert, mit zunehmender
Knotenanzahl, immer wieder sprunghaft an oder bleibt fiir ein Intervall von Knotenanzah-
len gleich. Bei Betrachtung von einfachen Graphen sind dieselben Beobachtungen, jedoch
umgekehrt gemacht worden.

Bei den Laufzeiten war zu erkennen, dass fiir die Berechnung, bei einer gewéhlten Suszeptanz
b(i,j) = ]%Z fiir alle Kanten, die Laufzeit geringer war als fiir die gewdhlte Suszeptanz
b(i,j) = 1. Es wurde auch deutlich, dass das dynamische Programm eine hohere Laufzeit
als der Gurobi Optimizer aufweist.

Es wurde nur ein Optimierungsproblem betrachtet. In weiteren Arbeiten kann das dyna-
mische Programm an andere Optimierungsprobleme angepasst oder fiir das betrachtete
Problem erweitert werden. So wurde im Zuge dieser Arbeit lediglich ein maximal moglicher
Flusswert berechnet. Um die eigentliche Problemstellung bei TNEP, die anfallenden Kosten
fiir eine Erweiterung zu minimieren, zu 16sen, konnen fir alle gefundenen Erweiterungen,
mit einem optimalen maximal moglichen Flusswert, die Kosten berechnet und somit die
Erweiterung mit den geringsten Kosten bestimmt werden. Des Weiteren kénnen die Berech-
nungen auf einer leistungsstiarkeren Maschine durchgefiihrt werden, um Daten fiir grofiere
Graphen zu erhalten und somit prézisere Beobachtungen machen zu kénnen. Auflerdem
bestiinde die Moglichkeit, weitere Varianten fiir die Suszeptanz zu wahlen und komplexere
Graphenklassen zu betrachten.

Natiirlich gibt es Moglichkeiten, sowohl den Algorithmus als auch das dynamische Programm
selbst zu verbessern. Mit guten Programmierkenntnissen kann sich die Performance des
Programms sicher erhéhen lassen. Dariiber hinaus kann die Anzahl der berechneten Label
vermutlich weiter reduziert und somit auch die Performance verbessert werden.
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Anhang

Im Anhang werden einige Tabellen und eine Abbildung aufgefiihrt, die den Evaluationsteil
6] ergénzen.

Abbildung zeigt einen Graph G} einer optimalen Lésung bei einer Knotenmenge
V = {1,2,3,4,5,6} und Suszeptanz b(e) = 1. In Kapitel wurden zwei Varianten
(Abbildungen und zum Ausbau mit dieser Knotenmenge und Suszeptanz gezeigt.
Wie zu sehen ist, war keine dieser instinktiv gewédhlten Losungen eine optimale Losung.

Abbildung A.1: Serien-paralleler Graph G mit Knotenmenge V' = {1,2,3,4, 5,6}, Kanten-
menge EgU Epey = {(1,3), (1,4), (1,6), (4,6)} mit b(e) = 1 und tlim(e) =1
Ve € Fg U Ehey und Spannungswinkel (. Die Zahlen an den Kanten geben
jeweils den Fluss auf der jeweiligen Kante an. Alle Werte wurden auf die
dritte Nachkommastelle gerundet.
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7. Anhang

Tabelle A.1: Maximal mégliche Flusswerte fiir die Suszeptanz b(i, j) = 1 und b(3,j) = -

fir alle Kanten. Die Werte bei b(7, j) = 1 ab einer Knotenanzahl von 21 sind
keine optimalen Losungen, da das Zeitlimit {iberschritten wurde. Die relative
Abweichung zu einer oberen Schrank betrdgt bei 21 Knoten 4,316 %, bei
22 Knoten 19,163 %, bei 23 Knoten 28,290 %, bei 24 Knoten 34,415 % und

bei 25 Knoten 34,989 %. Alle Werte wurden auf die dritte Nachkommastelle

gerundet.
Knotenanzahl | maximal moglicher Flusswert | maximal moglicher Flusswert
mit b(i,j) = 1 mit b(i, j) = 74
3 1,5 2
4 1,6 2
5 1,75 3
6 1,774 3
7 1,808 3
8 1,836 3
9 1,875 4
10 1,881 4
11 1,889 4
12 1,896 4
13 1,905 4
14 1,912 4
15 1,92 4
16 1,928 4
17 1,938 5
18 1,939 5
19 1,941 5
20 1,943 5
21 1,945 )
22 1,947 5
23 1,949 5
24 1,95 5
25 1,953 )
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Tabelle A.2: Laufzeiten des Gurobi Optimizer mit einer gewéahlten Suszeptanz b(i, j) =
Die Werte wurden auf die dritte Nachkommastelle gerundet.
Knotenanzahl ‘ Laufzeit in Sekunden

37

0,003
0,007
0,003
0,011
0,037
0,045
0,068
0,099
0,111
0,128
0,190
0,309
0,330
0,439
0,646
1,222
1,256
1,954
2,413
2,405
4,520
5,275
8,579

1
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7. Anhang

Tabelle A.3: Maximal mogliche Flusswerte fiir die Suszeptanz b(i,j) = 1 und b(i,j) =

-L fiir alle Kanten, wenn die Bedingungen eines serien-parallelen Graphen

\jzvelggelassen werden. Die Werte wurden alle auf die dritte Nachkommastelle
gerundet.
Knotenanzahl | maximal moéglicher Flusswert | maximal moéglicher Flusswert
mit b(i,j) = 1 mit b(i, j) = -

3 1,5 2

4 2 2,444
5 2,5 2,75
6 3 2,984
7 3,5 3,174
8 4 3,334
9 4,5 3,473
10 5 3,595
11 5,5 3,704
12 6 3,802
13 6,5 3,892
14 7 3,974
15 7,5 4,051
16 8 4,122
17 8,5 4,188
18 9 4,25
19 9,5 4,309
20 10 4,365
21 10,5 4,418
22 11 4,468
23 11,5 4,515
24 12 4,561
25 12,5 4,605
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