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Deutsche Zusammenfassung

In dieser Bachelorarbeit beschéftige ich mich mit Kreuzungsminimierung bei gegebe-
ner simultaner Einbettung zweier planarer Graphen. Die Problemstellung besteht
darin eine gemeinsame Zeichnung der beiden Graphen zu finden, in der jeder Graph
fiir sich planar gezeichnet ist und zusétzlich die Anzahl an Kreuzungen von Kanten
aus verschiedenen Graphen minimiert ist. Zu Beginn wird die NP-Vollstandigkeit
dieses Problems gezeigt, auch wenn die Einbettung beider Graphen gegeben ist. In
diesem Beweis wird ein gemeinsamer Graph verwendet, der aus vielen Zusammen-
hangskomponenten besteht.

Um positive Resultate zu erhalten, werden danach spezielle, zusammenhéngende
gemeinsame Graphen untersucht. Wir werden dabei nur die Einbettung des gemeinsa-
men Graphen als gegeben voraussetzen. Als weitere Vereinfachung wird von exklusiven
Knoten abgesehen. Die gemeinsamen Graphen, die untersucht werden, sind der Kreis,
der Pfad und die Spinne. Zur Untersuchung dieser Félle wird mehrfach benétigt, dass
sich in kreuzungsminimalen simultanen Zeichnungen, falls der gemeinsame Graph
zusammenhéngend ist, exklusive Kanten maximal einmal kreuzen. In diesem Kapitel
werde ich die Aquivalenz dieser Problemstellung mit dem Finden eines speziellen
Schnittes zeigen.

Im darauffolgenden Kapitel wird, anders als zuvor, die Einbettung von beiden Graphen
als gegeben vorausgesetzt. Dort betrachten wir nun den Fall, dass der gemeinsame
Graph 2-fach zusammenhéngend ist. In diesem Fall kann die Minimierung in jeder
Facette unabhédngig von allen anderen vorgenommen werden. Ich gebe effiziente
Algorithmen zur Kreuzungsminimierung an, falls die exklusiven Teile in jeder Facette
des gemeinsamen Graphen nicht zu sehr verwoben sind. In dieser Bachelorarbeit wird
fiir 2-fach verwobene Graphen ein optimaler Algorithmus und fiir 3-fach verwobene
Graphen eine 6-Approximation bewiesen.
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1. Einleitung

Oft ist es interessant die Entwicklung eines Netzwerks iiber die Zeit verstehen. Visualisierung
von Netzwerken ist ein probates Mittel in der Netzwerkanalyse. Dies fithrt dazu, dass
man verschiedene Graphen, die sich Knoten beziehungsweise Kanten teilen, gemeinsam
darstellen mochte. Damit dynamische Netzwerken untersucht werden konnen, ergeben
sich zuséatzliche Anforderungen an die Zeichnung. Man mochte nicht nur den einzelnen
Graphen sondern auch die Unterschiede zwischen den Netzwerken anschaulich darstellen.
Eine intuitive Forderung um dieses Ziel zu erreichen ist, dass die Knoten, die in mehreren
der Graphen vorkommen, in der gemeinsamen Zeichnung an derselben Position sind. Ebenso
werden wir im Folgenden fordern, dass gemeinsame Kanten in allen Zeichnungen gleich
gezeichnet werden.

In Abbildung|1.1sind zwei planare Graphen einzeln und zusammen dargestellt. Die Graphen
sind jeder fiir sich gut versténdlich und auch die Unterschiede sind deutlich zu erkennen.
Man sieht den Graphen schnell an, was gleich geblieben ist und welche Unterschiede sich
ergeben haben. Die Anzahl an Kreuzungen hat einen groflen Einfluss auf die Lesbarkeit
einer Zeichnung [Pur97], deswegen schriankt man sich auf planare Graphen ein, falls man
Graphen gleichzeitig einbettet. Wir werden uns in dieser Bachelorarbeit auf den Fall
beschrinken, dass zwei planare Graphen G7 = (Vi, Eq) und Go = (Va, Es) gleichzeitig
eingebettet werden. Der gemeinsame Graph G ist definiert als G, = (Vi N'Va, E1 N E»).
Der gemeinsame Graph wird im Folgenden schwarz, die Kanten, welche nur im erste Graph
vorhanden sind, werden griin sowie die Kanten des zweite Graphen rot dargestellt.

G1 GQ

Abbildung 1.1: Rechts ist eine simultane Einbettung der planaren Graphen G1 und G9 zu
sehen.



1. Einleitung

Eine planare Einbettung von Graphen, die gemeinsame Knoten und gemeinsame Kanten
gleich darstellt, wird simultane Einbettung mit fixierten Kanten genannt. Die englische
Ubersetzung lautet ,, Simultaneous Embedding with Fized Edges“ kurz SEFE.

1.1 Verwandte Arbeiten

Simultanes Einbetten ist ein gut untersuchtes Problem. Ein ausfithrliche Zusammenfassung
der wichtigen Resultate ist erschienen [BKR12]. Die meisten Arbeiten in diesem Gebiet
beschéftigten sich damit, wie komplex es ist, zu entscheiden, ob man gegebene Graphen
simultan einbetten kann. Es ist mittlerweile bekannt, dass das Finden einer simultanen
Einbettung N P-vollstiandig ist, falls man mindestens drei Graphen simultan einbetten
mochte [GJPT06]. Die Komplexitét im Fall, dass man nur zwei Graphen simultan einbettet,
ist noch ungeklért. Jedoch wurden viele Falle bereits erfolgreich untersucht.

Es wurde gezeigt, dass das Finden einer SEFE dquivalent dazu ist, dass man ein planare
Einbettung der Graphen findet, die auf dem gemeinsamen Graphen iibereinstimmen [JS09).
Dabei versteht man unter der Ubereinstimmung, dass sowohl die zyklische Anordnung
aller Kanten an allen gemeinsamen Knoten gleich seien muss, als auch dass die relativen
Lagen der Zusammenhangskomponenten zueinander iibereinstimmen miissen. Aufbauend
auf diese Arbeit wurden viele Ergebnisse erzielt.

Fiir einige spezielle Graphen wurde bewiesen, wie kompliziert das Finden einer SEFE ist.
Zum Beispiel ist das Finden einer SEFE in linearer Zeit moglich, falls der gemeinsame
Graph 2-fach zusammenhiingend oder ein Stern ist [ADBF*11]. Gleichzeitig wurde der
Fall, dass der gemeinsame Graph 2-fach zusammenhéngend ist, auch mit anderen Mitteln
untersucht [HJL13]. Auch fiir den Fall, dass die Graphen 2-fach zusammenhéngend und
der gemeinsame Graph zusammenhéingend ist, wurde eine Algorithmus aufgezeigt, welcher
quadratische Laufzeit hat [BR11]. Man bewies zusitzlich, dass bestimmte Strukturen
entfernt werden konnen, falls man versucht Graphen simultan einzubetten [BKR13].

Ein anderer Ansatz um eine simultane Einbettung zu erhalten wurde von Markus Schéfer
verfolgt [Sch13]. Dieser Ansatz ist algebraischer Natur. Man kann fiir spezielle Graphen
durch das Abzéahlen von Knotenpaaren, die sich in einer gemeinsamen Zeichnung ungerade
oft kreuzen, entscheiden, ob es eine simultane Einbettung gibt. Hinter diesem Ansatz
versteckt sich das Losen von Gleichungssystemen tiber Fy. Mit diesem Ansatz kann man
zum Beispiel, falls der gemeinsame Graph aus disjunkten Kreisen besteht, entscheiden, ob
eine simultane Einbettung existiert.

Zusammenfassend wurde fiir bestimmte Graphenpaare gezeigt, dass es immer eine simultane
Einbettung gibt. Auf der anderen Seite gibt es auch bestimmte Graphen, sodass es Beispiele
gibt, sodass keine simultane Einbettung existiert. Man kann zum Beispiel drei Pfade
konstruieren, sodass es keine simultane Einbettung dieser drei Pfade gibt [BCDT07].

Selbst nachdem man sich ausfiithrlich mit dem Erhalten einer simultanen Einbettung
beschéftigt hat, ist noch unklar, wie man eine gut lesbare Zeichnung findet, wenn man weif},
dass eine simultane Einbettung existiert. Es gibt im Groflen und Ganzen zwei verschiedene
Ansétze, die eine lesbare Zeichnung liefern sollen. Auf der einen Seite versucht man bei der
simultanen Einbettung die Anzahl der Knicke auf den Kanten zu minimieren. Es wurde
zum Beispiel gezeigt, dass falls der gemeinsame Graph ein Pfad ist, so ergeben sich nur
wenige Knicke auf den Kanten [EK05]. Aktuelle Arbeiten haben gezeigt, dass man fiir
eine gegebene simultane Einbettung eine Zeichnung findet, die nur eine lineare Anzahl an
Knicken pro Kante besitzt . Ebenso wurde gezeigt, dass falls eine SEFE zweier
Graphen gegeben ist, so kann man eine Zeichnung angeben, die zu dieser Einbettung passt,
in der alle gemeinsamen Kanten geradlinig und alle exklusiven Kanten nur eine konstante

Anzahl Knicke haben [GHKR14].



1.2. Beitrag dieser Arbeit

Auf der anderen Seite versucht man die Anzahl der Kreuzungen in der Zeichnung zu
minimieren, um eine angenehme Zeichnung zu erhalten. Denn fir die Lesbarkeit einer
Zeichnung ist nachgewiesen, dass die Anzahl der Kreuzungen ein grofien Einfluss hat [Pur97].
In dieser Bachelorarbeit habe ich mich mit diesem Thema beschéftigt. Die Problemstellung
besteht also darin, die rot-griinen Kreuzungen zu minimieren unter der Einschrankung, dass
beide Graphen einzeln planar eingebettet sind. Eine Zeichnung wird kreuzungsminimale
simultane Zeichnung genannt, falls es keine Kreuzungen gleichfarbiger Kanten gibt und die
Anzahl der rot-griinen Kreuzungen minimal unter allen Zeichnungen ist. Dabei verstehen
wir unter crqp(G1, G2) die minimale Anzahl an G1-Go-Kreuzungen in einer SEFE, in der
sowohl (G als auch G5 planar eingebettet sind. Gibt es keine solche Einbettung, wird
crgp(G1, G2) = oo definiert. Ich nenne diese Zahl auch die simultane Kreuzungszahl von G
und Gs.

Es wurde bereits Kreuzungsminimierung bei simultaner Einbettung von Graphen untersucht

CJS08]. Der Unterschied zu dieser Arbeit besteht darin, dass dort das Konzept der
simultanen Einbettung aufgeweicht wird. Am Ende ergibt sich dort nicht unbedingt eine
simultane Einbettung. Auf Kosten der simultanen Einbettung werden mehrere Kreuzungen
eingespart. In dieser Arbeit wurden die Kanten mit Gewichten belegt, sodass Kreuzungen
im gemeinsamen Graphen deutlich teurer sind, als rot-griine Kreuzungen.

1.2 Beitrag dieser Arbeit
Auf allgemeinen Graphen ist bekannt, dass Kreuzungsminimierung A/'P-vollstandig ist [GJ83].

In Kapitel [3| werde ich zeigen, dass auch die Kreuzungsminimierung bei simultanen Ein-
bettung NP-vollstandig ist. In den darauffolgenden Kapiteln werde ich dann spezielle
gemeinsame Graphen betrachten und versuchen in den entsprechenden Féllen zu ent-
scheiden, wie komplex es ist, die Anzahl der Kreuzungen zu minimieren. Das Lemma
wird in diesen Kapiteln mehrfach benétigt. In diesem Lemma zeige ich, dass sich in kreu-
zungsminimalen simultanen Zeichnungen, falls der gemeinsame Graph zusammenhéngend
ist, exklusive Kanten maximal einmal kreuzen. Es ergeben sich unterschiedliche Problem-
stellungen abhéngig davon, welche Voraussetzungen angenommen werden. Ich habe die
Problemstellungen nach dem Gesichtspunkt sortiert, welche Einbettungen gegeben sind.
Man kann voraussetzen, dass nur die Einbettung des gemeinsamen Graphen festliegt, oder
sogar beide Graphen fest eingebettet sind.

Die unterschiedlichen Fille, die in dieser Bachelorarbeit bearbeitet werden, werde ich
nun aufzdhlen. In Kapitel |4) betrachten wir die Problemstellung, dass die Einbettung
des gemeinsamen Graphen festliegt und keine exklusiven Knoten erlaubt sind. In diesem
Kapitel werden nacheinander die Fille betrachtet, dass der gemeinsamer Graph ein Kreis,
ein Pfad bzw. eine Spinne ist. Ein wichtiges Ergebnisse aus diesem Kapitel ist, dass die
Kreuzungsminimierung im Fall, dass der gemeinsame Graph ein Kreis ist, dquivalent umge-
formt werden kann zu dem Finden eines maximalen Schnittes in einem Kreissehnengraphen
mit positiven Kantengewichten (vgl. Lemma [4.4). Auch der Fall, dass der gemeinsame
Graph ein Pfad ist, kann durch das Finden eines speziellen Schnittes gelost werden (vgl.
Lemma . In diesem Fall kann man eine kreuzungsminimale simultane Zeichnung
angeben, falls man einen minimalen Schnitt in einem speziellen Graphen findet. Zusétzlich
wurde in diesem Kapitel ein dynamisches Programm zum Finden eines maximalen Schnittes
in Intervallgraphen mit konstanter Cliquengréfie beschrieben.

In Kapitel 5 werden wir eine andere Problemstellung betrachten. Wir betrachten einen 2-
fach zusammenhingenden gemeinsamen Graphen und setzen beide Graphen fest eingebettet
voraus. Durch die Einbettung beider Graphen ist fiir jeden exklusiven Knoten klar, in welcher
Facette er liegt. Zur Kreuzungsminimierung kann nun jede Facette fiir sich selbst betrachtet
werden. In dieser Bachelorarbeit wurden bis zu 3-fach verwobene Graphen betrachtet. In



1. Einleitung

dem Fall, wenn die Graphen 3-fach verwoben sind, gebe ich eine 6-Approximation fiir
crgp(G1, Ga) an.



2. Grundlagen

Dieses Kapitel ist in zwei Abschnitte aufgeteilt. Im ersten Abschnitt werden alle notwendigen
Definitionen und Notationen gesammelt. Im zweiten Abschnitt werden wir zwei wichtige
Lemmata beweisen. Die Lemmata erkléren, warum wir uns auf simultane Einbettungen
beschréanken, die einen zusammenhéngenden gemeinsamen Graphen besitzen.

2.1 Allgemeine Grundlagen

Folgende Definition stammt aus einem Buch von Reinhard Diestel [Diel2]. Ein ungerichteter
Graph G ist ein Tupel (V, E). Dabei sind V und E Mengen mit E C (‘2/) Die Elemente in
FE sind 2-elementige Teilmengen von V. Wir nennen die Elemente aus V' Knoten und die
Elemente aus E Kanten. Fir eine Kante {u,v} wird oft uv geschrieben. Wir betrachten
nur Graphen, die zwischen einem Knotenpaar maximal eine Kante besitzen. Im Folgenden
werden wir Graphen ohne Schleifen, dies sind Kanten von der Form {u,u} mit u € V,
betrachten. Ein ungerichteter Graph ohne Mehrfachkanten und ohne Schleifen wird auch
einfacher Graph genannt. Wir werden in dieser Bachelorarbeit nur mit einfachen Graphen
arbeiten.

Fiir die Knoten eines Graphen G werden wir auch V(G) schreiben. Analog versteht man
unter F(G) die Kanten des Graphen G.

Eine Zeichnung Z eines Graphen G (vergleiche [PT00]) ist eine Abbildung der Knoten in
den R? und eine Abbildung der Kanten auf stetige Kurven im R?. Jedem Knoten wird ein
anderer Punkt in der Ebene zuordnet und eine Kante uv wird auf einen stetige Kurve, die
f(u) und f(v) verbindet, abgebildet. Dieser Bogen wird Kante der Zeichnung Z genannt.
Eine Zeichnung muss auflerdem noch folgende Punkte erfiillen:

1. Eine Kante von Z durchlduft kein Bild eines Knotens.
2. Zwei Kanten von Z haben eine endliche Anzahl an Schnittpunkten.

3. Keine drei Kanten von Z haben einen gemeinsamen Schnittpunkt im Inneren der
Kante.

In einer solchen Zeichnung wird ein Schnittpunkt von zwei Kanten eine Kreuzung genannt.
Dabei zédhlen gemeinsame Endpunkte von zwei Kanten nicht als eine Kreuzung.

Die Kreuzungszahl eines Graphen G (Englisch: crossing number) cr(G) ist die minimale
Anzahl an Kreuzungen iiber alle Zeichnungen von G. Ein Graph heiflt planar, wenn er
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U1 Vo

(4

Abbildung 2.1: Planarisierung von K5 durch Hinzufiigen von vg

planar in die Ebene eingebettet werden kann, d.h. er lasst sich ohne Kreuzungen zeichnen.
Dies ist genau dann der Fall, wenn cr(G) = 0. Aus jedem Graphen erhilt man einen
planaren Graphen, indem man fiir jede Kreuzung von einem Kantenpaar einen Knoten
einfligt, vergleiche hierfiir Abbildung Der resultierende Graph wird Planarisierung von
G genannt.

Lemma 2.1. In einer kreuzungsminimalen Zeichnung eines Graphen kreuzen sich ver-
schiedene Kanten maximal einmal.

Bewetis. Wir nehmen an, dass es eine kreuzungsminimale Zeichnung gebe, in der sich
mindestens zwei Kanten mehrfach kreuzen. Betrachte zwei beliebige Kanten uv und wx, die
sich in der kreuzungsminimalen Zeichnung 6fter als einmal schneiden. Ohne Einschrinkung
kreuzt wz auf dem Abschnitt zwischen den ersten beiden Schnittpunkten s; und s
héchstens so viele Kanten wie wv. Durch die in Abbildung dargestellte Transformation
erhélt man eine Zeichnung mit echt weniger Kreuzungen. Denn die Kreuzungspunkte s;
und so existieren nicht mehr und auf dem Abschnitt zwischen den Schnittpunkten haben
beide Kanten hochstens so viele Kreuzungen wie zuvor. Ansonsten wurden die Kanten
nicht verdndert.

Transformation:

S1 52

Abbildung 2.2: In dieser Zeichnung ist eine Transformation dargestellt, die zu weniger
Kreuzungen fiihrt.

Man erhélt durch die angegebene Transformation also eine Zeichnung mit echt weni-
ger Kreuzungen. Dies ist ein Widerspruch zu der Kreuzungsminimalitit der angegeben
Zeichnung. O



2.1. Aligemeine Grundlagen

Zwei Kanten uv und uw mit w # v heiflen benachbart.

Lemma 2.2. In einer kreuzungsminimalen Zeichnung kreuzen sich benachbarte Kanten
nicht.

Beweis. Seien uv und uw benachbarte Kanten. Nach Lemma [2.1 kreuzen sie sich in der
kreuzungsminimalen Zeichnung maximal einmal.

Wir nehmen an, dass uv und uw sich in der kreuzungsminimalen Zeichnung im Punkt s
kreuzen (vergleiche Abbildung . Durch die angegebene Transformation erhélt man ein
Zeichnung mit echt weniger Kreuzungen. Dies ist ein Widerspruch zu der Kreuzungsmini-
malitédt der Zeichnung. O

v Transformation:

Abbildung 2.3: Hier ist eine Transformation abgebildet, die eine Kreuzung zwischen be-
nachbarten Kanten einspart.

Sei G = (V, E) ein Graph. Seien A, B C V disjunkte Teilmengen der Knotenmenge, dann
schreiben wir kurz [A, B] fir die Anzahl der Kanten, die von A nach B gehen.

Jede Teilmenge S C V der Knotenmenge definiert einen Schnitt (S,V \ S). Der Wert eines
Schnittes ist [S,V \ S]. Ein Schnitt mit maximalem Wert wird auch mazimaler Schnitt
genannt. Sei ¢ = (5, V' \ S) ein Schnitt, so bezeichnen wir mit |c| den Wert des Schnittes.

Wir benotigen noch das Konzept der Knotenkontraktion. Sei dafir G = (V, E) ein Graph
und u,v € V. Wir schreiben G/uv fiir den Graphen der durch Zusammenlegen der Knoten
u und v aus G entsteht. Dabei wird die Kante zwischen v und v entfernt, falls sie existiert,
und u und v werden zu einem Knoten vy, vereinigt. Knoten, die zu u oder v adjazent
waren, sind nun adjazent zu v,y. Die Kantengewichte in G /uv ergeben sich durch Addition
der entsprechenden Kantengewichte in GG. Kanten ohne Kantenbeschriftung haben Gewicht
1.

In einem Graphen G = (V, F) nennt man eine Teilmenge der Knotenmenge C C V eine
Clique genau dann, wenn je zwei Knoten aus C' adjazent sind. Die Cliqguengrifie w(G) eines
Graphen G ist die maximale Anzahl an Knoten, welche eine Clique in G bilden.

Sei G = (V, E) ein Graph. Fiir jede Teilmenge der Knotenmenge W C V' versteht man
unter G|y den Graphen, der als Knotenmenge W und als Kantenmenge alle Kanten aus
G hat, die einen Knoten aus W mit einem Knoten aus W verbinden. Man nennt G|y den
von W induzierten Graphen.

Sei G = (V, E) ein Graph. Zwei Schnitte (S1,V \ S1), (S2,V \ S2) schneiden sich genau
dann, wenn die Mengen Vi = {v eV |v e Sj,ve S}, Vo ={v eV |veSi,vé¢ S},
Vs={veV]v¢gS,veStundVy={veV |v¢S),v¢Ss} nicht leer sind.
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2
G G/uv Vuv
v

Abbildung 2.4: Der Graph G /uv (rechts) entsteht durch das Zusammenlegen von u und v
aus dem Graphen G (links).

G

G/

Abbildung 2.5: In schwarz ist der planare Graph G zu sehen. In blau ist der duale Graph
zu G gezeichnet.

Sei G = (V, E) ein planarer Graph, so gibt es einen dualen Graphen G' = (V' E') zu G.
Die Knoten in G’ sind die Facetten in einer planaren Zeichnung von G. Fiir jede Kante
e € E verbinden wir die angrenzenden Facetten in G’. Der duale Graph kann Zyklen
und Doppelkanten enthalten. In Abbildung ist ein planarer Graph mit seinem dualen
Graphen zu sehen. Eine Kante ¢’ € E’ kreuzt genau eine Kante e € E. Wir nennen e’ die
duale Kante von e. Falls die Kante e das Kantengewicht z € R hat, so belegen wir auch
ihre duale Kante mit diesem Gewicht.

2.2 Allgemeines zu simultanen Einbettungen

Seien zwei Graphen G = (V1, Eq) und Go = (Va, Es) gegeben. Der Vereinigungsgraph G,
von G1 und Gy ist definiert als G, = (V1 UV, E1 U Eb).

Eine Kante, welche nur in G; oder nur in G4 liegt, wird ezklusive Kante genannt.
Lemma 2.3. Sei der gemeinsame Graph G4 von zwei planaren Graphen zusammenhdngend.

Falls eine kreuzungsminimale, simultane Zeichnung existiert, dann kreuzen sich in dieser
zwei exklusive Kanten mazimal einmal.



2.2. Allgemeines zu simultanen Einbettungen

Beweis. Wir nehmen an, dass sich zwei Kanten e; (griin) und ez (rot) in der kreuzungsmi-
nimalen, simultanen Zeichnung mindestens zweimal schneiden. Der gemeinsame Graph liegt
ohne Beschréankung auflerhalb von dem Gebiet, welches von den Kanten e; und eg begrenzt
wird. Diese Annahme 16st einige Symmetrien auf. Wir kénnen dies ohne Beschriankung
annehmen, da der gemeinsame Graph nur aus einer Zusammenhangskomponente besteht
und wir eine kreuzungsminimale, simultane Zeichnung vorliegen haben, also insbesondere
keine gleichfarbigen Kreuzungen erlauben.

Um dieses Lemma zu beweisen, werde ich eine Fallunterscheidung machen. Wir werden
jeden Fall zu einem Widerspruch fithren. Dabei werden wir die Kanten orientiert betrachten.
Durch die Orientierung der Kanten kénnen wir die Begriffe rechts und links verwenden.
Insbesondere kénnen wir bei einer Kreuzung erkennen, ob die griine Kante von rechts nach
links oder von links nach rechts gekreuzt wird.

Der erste Hauptfall ist, dass die rote Kante mindestens einmal von rechts nach links und
einmal von links nach rechts kreuzt. Dieser Fall ist zum Beispiel in Abbildung zu
sehen. In diesem Fall werde ich zeigen, dass es immer ein sogenanntes inneres Gebiet gibt.
Danach wird auf Grundlage dieses Gebiets eine Zeichnung angegeben, die echt weniger
rot-griine Kreuzungen hat, dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. Ein inneres Gebiet
in Abbildung wére z.B. das Gebiet, welches innerhalb der Kantensegmenten zwischen
s4 und ss liegt. Im Folgenden werde ich die Kantensegmente zwischen den Schnittpunkten
s; und s;41 mit eﬂsi’si“ und (32|5“Si+1 bezeichnen. In der Zeichnung und im Folgenden sind
die Kreuzungen entlang der roten Kante durchnummeriert. Ein Gebiet, welches genau von
einem roten und einem griinen Kantensegment begrenzt wird, heiflt inneres Gebiet genau
dann, wenn es zusétzlich weder von e; noch von e in mehrere Zusammenhangskomponenten
zerschnitten wird.

o

Abbildung 2.6: In dieser Abbildung sind zwei sich mehrfach kreuzende Kanten dargestellt.
Die Schnittpunkte sind entlang der roten Kante durchnummeriert.

Ich zeige nun, dass es in diesem Fall mindestens ein inneres Gebiet gibt. Da es Kreuzungen
von links nach rechts und von rechts nach links gibt, findet man eine Kreuzung s;, sodass
die darauffolgende andersrum orientiert ist. Diese Kantensegmente begrenzen nun ein
Gebiet. Nun gibt es den Fall, dass diese Schnittpunkte auch entlang der griinen Kante
benachbart sind, so ist das gefundene Gebiet bereits ein inneres Gebiet. Dieser Fall ist
in Abbildung bei s4 und s5 zu sehen. Der zweite Fall ist, dass es entlang der griinen
Achse genau eine Kreuzung zwischen s; und s;11 gibt. In diesem Fall ist das betrachtete
Gebiet ein inneres und die rote Kante endet dort. Betrachte fiir diesen Fall sg und s7 in
Abbildung Der letzte Fall ist nun das es auf der griinen Kante zwischen s; und s;41
mindestens zwei Schnittpunkte gibt. Dieser Fall ist in Abbildung 2.6 bei s3 und s3 zu sehen.
Die Kreuzungen zwischen s; und s;41 miissen nun abwechselnd orientiert liegen, da das
rote Kantensegment es|s, s,,, die Wahl beschrénkt. Somit gibt es eine Kreuzung s;, sodass
sj+1 andersrum orientiert ist. Beziiglich der griinen Kanten sind diese Kreuzungen naher
beieinander. Wendet man diese Fallunterscheidung nun auf s; und sj41 an, so erhélt man
entweder ein inneres Gebiet, oder noch ndher benachbarte Kreuzungen s, und sgyq. Man
erhélt nun mit der Endlichkeit der Kreuzungen ein inneres Gebiet.



2. Grundlagen

Transformation:

LN L LN

Si+1

Abbildung 2.7: In dieser Abbildung wird gezeigt, wie man zwei Kreuzungen auf den Kanten
e1 und ey 16schen kann, falls man ein inneres Gebiet findet und dieses frei
von Kreuzungen ist.

Transformation:

-/ Y Y

Abbildung 2.8: In dieser Abbildung ist der Fall, dass ein Endknoten in dem inneren Gebiet
liegt, dargestellt. Daneben ist eine Transformation angegeben, die zu weniger
Kreuzungen fiihrt.

Nachdem wir nun gezeigt haben, dass es immer ein Gebiet gibt, welches nur von zwei
Kantensegmenten begrenzt ist, werde ich nun zeigen, wie man eine Zeichnung mit weniger
rot-grinen Kreuzungen erhélt. Wir starten mit dem Fall, dass das die rote Kante nicht in
diesem Gebiet endet. Wir betrachten zuerst den Fall, das keine Kante diese begrenzenden
Kantensegmente kreuzt. Wir befinden uns nun in dem Fall aus Abbildung Man erhalt
durch die Transformation, die in dieser Abbildung angegeben ist, eine Zeichnung mit echt
weniger Kreuzungen.

In dem Fall, dass e, s,,, oder es|s; s;,, von mindestens einer andersfarbigen Kante gekreuzt
werden, erhélt man ein Zeichnung mit weniger Kreuzungen, indem man alle kreuzenden
Kanten und ihre Zusammenhangskomponente aus dem inneren Gebiet herauszieht. Dies
kann man ohne Schwierigkeiten machen, da der gemeinsame Graph auflerhalb liegt, also in
diesem Gebiet maximal exklusive Knoten liegen konnen. Zusétzlich miissen alle kreuzenden
Kanten, da wir uns im inneren Gebiet befinden, dieses Gebiet wieder {iber dasselbe
Kantensegment verlassen.

Kommen wir nun zu dem Fall, dass die rote Kante innerhalb dieses inneren Gebietes endet.
In diesem Fall betrachten wir den roten Graphen, der von dem inneren Gebiet beschriankt
wird. Wir sparen Kreuzungen, indem wir diesen Graphen aus dem inneren Gebiet entfernen
und in der e-Umgebung der griinen Kante platzieren. Dies ist in Abbildung dargestellt.
So erhélt man auch in diesem Fall eine Widerspruch zu der Kreuzungsminimalitét der
urspriinglichen Zeichnung.

Nun kommen wir zum zweiten Hauptfall. Es gibt entweder nur links-rechts oder nur rechts-
links Kreuzungen. In diesem Fall erhalten wir immer eine Spirale. In Abbildung ist
eine Spirale zu sehen, die sich ergibt, falls nur links-rechts Kreuzungen vorliegen. In diesem
Fall ergibt sich immer ein inneres Gebiet in dem zwei Endknoten der betrachteten Kanten
liegen. Dies kann man in Abbildung sehen. Der gemeinsame Graph liegt weiterhin ohne
Einschrankung auflerhalb von dem Gebiet, welches von den Kanten e; und ey begrenzt
wird. Man erhélt nun eine Zeichnung mit weniger Kreuzungen, indem man den gesamten
roten Graphen, der in dem inneren Gebiet liegt, in eine kleine Umgebung der roten Kante
zieht. Dies geschieht analog wie im Fall, als ein Endknoten im inneren Gebiet lag.
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2.2. Allgemeines zu simultanen Einbettungen

Transformation:
€2 €2

Abbildung 2.9: Hier ist die Spirale mitsamt einer Transformation, welche die Anzahl der
Kreuzungen verringert, dargestellt.

In allen Fallen erhélt man nun eine Widerspruch zur Kreuzungsminimalitat der Zeichnung.
Somit kénnen sich zwei exklusive Kanten in der kreuzungsminimalen Zeichnung, falls der
gemeinsame Graph zusammenhdngend ist, nur maximal einmal schneiden. O

Lemma deutet an, dass sich exklusive Kanten in kreuzungsminimalen, simultanen
Zeichnungen nicht kompliziert kreuzen, falls der gemeinsame Graph zusammenhéngend ist.
Das wir diese Voraussetzung wirklich benétigen, zeigt das folgenden Lemma.

Lemma 2.4. Besteht der gemeinsame Graph aus k Zusammenhangskomponenten, so
existieren kreuzungsminimale, simultane Zeichnungen, in welchen sich zwei exklusive Kanten
mindestens k-mal kreuzen.

Beweis. In der Abbildung ist eine Zeichnung zu sehen, in der der gemeinsame Graph
aus drei Zusammenhangskomponenten besteht. Die Zusammenhangskomponenten sind die
isolierten Knoten v1 und vz sowie der Kreis mit zusatzlicher Kante e,. Die Kanten e; und ez
kreuzen sich dreimal. Diese Abbildung lasst sich logisch auf & Zusammenhangskomponenten
fortsetzen. Falls die Anzahl der Zusammenhangskomponenten gerade ist, soll die Kante e
oberhalb von e; starten und oberhalb von e; enden.

Das die angegebene simultane Zeichnung kreuzungsminimal ist, sieht man wie folgt. Die
Kanten e; und ez miissen in der Facette liegen, welche nicht von e, berandet wird. An-
derenfalls wiirden sich zum Beispiel e; und e, kreuzen. Die Knoten v; und v miissen
in derselben Facette liegen, da die Kanten, welche v; mit dem Rand verbinden, sonst e,
kreuzen wiirde. Diese Kanten nenne ich im Folgenden auch Verbindungsstreifen.

Die einzige Wahl, die bleibt, ist somit, wie man die Knoten innerhalb der Facette anordnet.
Jedoch werden durch jede Vertauschung der Knoten quadratisch viele Kreuzungen auf
den Verbindungsstreifen erzeugt, wobei nur linear viele Kreuzungen zwischen e; und
eo gespart werden. Wahlt man also den Verbindungsstreifen dick genug, so fithrt schon
eine Vertauschung zu mehr rot-griinen Kreuzungen, als es Kreuzungen in der Zeichnung
mit unveranderter Anordnung der Knoten gibt. Somit ist die angegebene Zeichnung eine
kreuzungsminimale, simultane Zeichnung. O

11



2. Grundlagen

Abbildung 2.10: Diese Abbildung zeigt eine kreuzungsminimale, simultane Zeichnung, in
der sich die exklusiven Kanten e; und es; 3-mal kreuzen. Die Verbin-
dungsstreifen haben Dicke 5 und die isolierten Knoten sind unveréndert
angeordnet.

12



3. Komplexitat der
Kreuzungsminimierung

Ich zeige in diesem Kapitel, dass Kreuzungsminimierung bei simultaner, planarer Einbettung
NP-vollstindig ist.

Ich zeige, dass folgendes Entscheidungsproblem N P-vollstandig ist: ,,Gegeben zwei planare
Graphen G| = (Vi, E1) und Gy = (Va, E3) und eine natiirliche Zahl k*; gilt crep(G1, Ga2) <
k*?7“ Ich werde dieses Entscheidungsproblem im Folgenden SP-KREUZUNGSZAHL nennen,
wobei S fiir simultan und P fiir planar steht.

Theorem 3.1. SP-KREUZUNGSZAHL € NP-C

Beweis. Ich zeige zuerst, dass SP-KREUZUNGSZAHL in NP liegt. Gegeben einen Zeu-
gen, der die Kreuzungen kennt, kann man durch Einfiigen von Dummy-Knoten fiir jede
rot-griine-Kreuzung (vergleiche Planarisierung) und Uberpriifung der Planaritéit des Vereini-
gungsgraph die Richtigkeit iiberpriifen. Ob ein Graph planar gezeichnet werden kann, kann
in linearer Zeit in |V| iiberpriift werden [HT74]. Also ist die Uberpriifung in polynomieller
Zeit moglich.

Ich werde die N"P-Vollsténdigkeit durch eine Reduktion von Kreuzungszahl beweisen. Dabei
wird als bekannt vorausgesetzt, dass folgendes Entscheidungsproblem N P-vollstandig ist:
»Gegeben einen Graphen G und eine natiirliche Zahl k; gilt cr(G) < k7% Vergleiche dazu
,Crossing Number is N'P-Complete* (Kreuzungszahl ist N'P-vollstéandig) [GJ83].

Sei ein Graph G = (V| E) und eine Zahl k € N gegeben. Ich wandle den Graphen in zwei
neue Graphen um, indem ich jede Kante des Graphen G in 2 - |E|, abwechselnd griine
und rote Kanten, unterteile (vergleiche Abbildung . Der Graph Gy = (V1, F4) ist nun
der griine Graph und Gy = (Va, E») ist der rote Graph. Dabei wird V; = V4 gewéhlt und
E1 N Ey = 0. Aulerdem wird k* = k gewahlt. Offensichtlich sind G; und G5 planar, da sie
aus isolierten Knoten, Sternen und einfachen Kanten bestehen.

Nun ist noch die Aquivalenz zweier Losungen zu zeigen. Gibt es eine kreuzungsminimale
Zeichnung von G mit weniger als k& Kreuzungen, so kreuzen sich nach Lemma paarweise
verschiedene Kanten maximal einmal. So wird eine Kante von G von maximal |E| Kanten
gekreuzt. Bei der Reduktion wurde eine Kante genau in |E| Abschnitte mit einem rote und
einem griinen Teil aufgeteilt. Fiir jede Kreuzung gibt es nun die Moglichkeit abhingig von
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3. Komplexitit der Kreuzungsminimierung

Kante in G:
€

Vj Vk

[ 4 L J
Kante in G,:

Vi, 2+|E|—4
Vi vz U4 Vi V; 24| E| -2V
©e o —9o o0 oo o ¢ — — - - — - — — —
Vi1 Vi3 Vi,5 Vi 24| E|—1
Vi 2%|E|—3

Abbildung 3.1: Hier wird veranschaulicht, wie die Transformation von G zu G, gemeint

ist.

der aktuellen Farbe der kreuzenden Kante den roten oder griinen Abschnitt zu wéhlen. So
erhélt man eine Zeichnung mit hochstens k = k* G1-Go-Kreuzungen.

Gibt es eine Zeichnung der Graphen G; und G2 mit héchstens k*(= k) rot-griinen Kreu-
zungen und keinen gleichfarbigen Kreuzungen, gilt also crg,(G1, G2) < k*. Vergisst man
nun die Farben so erhélt man einen Graphen G mit maximal & Kreuzungen.

Dies zeigt die Aquivalenz der Losungen.
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4. Feste Einbettung des gemeinsamen
Graphen

Wir werden in diesem Kapitel grundséitzlich voraussetzen, dass der gemeinsame Graph
fest eingebettet ist. Im Folgenden seinen G; = (Vi, E7) und Gy = (Va, E3) immer planare
Graphen mit V7 = V5. Wir verbieten somit exklusive Knoten.

In werde in diesem Kapitel fiir unterschiedliche gemeinsame Graphen zeigen, wie die Anzahl
der rot-griinen Kreuzungen minimiert werden kann.

4.1 Gemeinsamer Graph ist Kreis

Wir betrachten nun den Fall, dass der gemeinsame Graph ein Kreis ist (vergleiche Abbil-
dung . Wir interessieren uns nur fiir Zeichnungen, in welchen sowohl G als auch Go
planar gezeichnet sind. Den exklusiven Kanten ist es somit insbesondere nicht erlaubt den
Kreis zu kreuzen.

Eine Kante wz alterniert mit der Kante uv genau dann, wenn {u, v} N{w,xz} = ) und auf
jedem Pfad von u nach v auf dem Kreis entweder w oder z liegt. Alle Kanten, welche mit
der Kante uv alternieren, fassen wir in der Menge Al(uv) zusammen.

Im Folgenden werde ich zeigen, dass die alternieren-Relation auf den Kanten symmetrisch
ist.

Lemma 4.1. Sei G, = (V, E) der Vereinigungsgraph von Gy und Go und der gemeinsame
Graph sein ein Kreis. Auflerdem seien wx,uv € E. Dann gilt: wr € Al(uwv) & uv € Al(wz)

Beweis. Ich zeige nur eine Richtung, die andere geht analog. Sei also wx € Al(uv). Also
gilt {u,v} N{w,z} = 0 und auf jedem Pfad auf dem Kreis von u nach v liegt entweder w
oder z. Die erste Bedingung fiir uv € Al(wz) ist somit bereits erfiillt.

Wir nehmen nun an, dass die zweite Bedingung nicht erfillt ist. Es gibt also einen Pfad
von w nach x auf dem Kreis, auf dem weder u noch v liegt. Daraus folgt, dass auf einem
Pfad von u nach v sowohl x als auch w liegt. Also liegt auf dem anderen Pfad von u nach
v weder = noch w. Dies ist ein Widerspruch zu wz € Al(uv). O

Die alternieren-Relation ist also symmetrisch auf den Kanten. Wir nennen zwei Kanten uv
und wz alternierend, wenn wx mit uv alterniert. Zum Beispiel die Kanten e; und es in
Abbildung sind alternierend. Nach Definition alternieren nur exklusive Kante.
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4. Feste Einbettung des gemeinsamen Graphen

Abbildung 4.1: Hier ist ein simultane Zeichnung zu sehen, dabei ist der gemeinsame Graph
ein Kreis.

Sei G, = (V, E) der Vereinigungsgraph von G; und G3. Wir betrachten nun den Kon-
fliktgraphen auf den exklusiven Kanten beziiglich der alternieren-Relation. Dies ist ein
ungerichteter Graph K, der als Knotenmenge die exklusiven Kanten von G, hat. Dabei
sind zwei Knoten adjazent genau dann, wenn die zugehorigen Kanten alternieren.

Ein Graph ist ein Kreissehnengraph, falls er eine Kreissehnenreprésentation besitzt. In einer
Kreissehnenreprasentation eines Graphen G wird jeder Knoten aus V(G) von einer Sehne
in einem Kreis représentiert. Die Sehnen miissen so positioniert sein, dass sich diese genau
dann schneiden, wenn die dazugehorigen Knoten adjazent sind.

Lemma 4.2. Sei G, der Vereinigungsgraph zweier planarer Graphen. Auflerdem sei der
gemeinsame Graph ein Kreis.

Dann ist der Konfliktgraph K zu G, ein Kreissehnengraph.

Beweis. Die Kreissehnenrepriasentation des Konfliktgraphen erhélt man wie folgt. Fiir
jeden Knoten in K wahlt man als Sehne die Verbindung der entsprechenden Endpunkte
im urspriinglichen Graphen G,. Zur besseren Veranschaulichung vergleiche Abbildung

Zwei Sehne schneiden sich genau dann, wenn die zugehorigen Kanten von G, alternieren.
Zwei Knoten in K sind adjazent genau dann, wenn sie alternierend liegen. Dies zeigt, dass
sich auf diese Weise eine Kreisreprasentation des Konfliktgraphen ergibt. O

Lemma 4.3. Sei G, der Vereinigungsgraph von den planaren Graphen Gy und Go. Au-
Berdem sei der gemeinsame Graph ein Kreis. Dann gilt:

In einer kreuzungsminimalen simultanen Zeichnung kreuzen sich zwei Kanten genau dann,
wenn sie beitde in derselben Facette liegen und alternieren.
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4.1. Gemeinsamer Graph ist Kreis

Konfliktgraph K: Kreissehnenreprsentation:

Abbildung 4.2: Links ist der Konfliktgraphen K zum Graphen aus Abbildung gezeich-
net. Die Kanten zwischen gleichfarbigen Knoten tragen |E(K)| + 1 als
Kantengewicht. Die Kantengewichte sind fiir Lemma relevant. Rechts
ist eine Kreissehnenreprasentation von K angegeben

Beweis. Liegen beide Kanten in derselben Facette, so werden durch das Zeichnen der einen
Kante, da die Kanten nach Voraussetzung alternieren, die Eckpunkte der anderen Kante in
unterschiedliche Facetten aufgeteilt. Diese Situation liegt zum Beispiel bei e; und es in
Abbildung vor. Damit kreuzen sich die beiden Kanten selbst in der kreuzungsminimalen
Zeichnung nach dem Jordanschen Kurvensatz.

Ich zeige die umgekehrte Aussage {iber die Kontraposition. Betrachte die Kanten uv und wz,
die in unterschiedlichen Facetten oder nicht alternierend liegen. Falls sie in unterschiedlichen
Facetten liegen, kénnen sie sich nicht kreuzen, da sie den Kreis nicht kreuzen diirfen. Falls
sie in derselben Facette liegen ergeben sich zwei weitere Félle. Der erste Fall ist, dass die
Kanten uv und wx benachbart sind. Analog zu Lemma kann man nun argumentieren,
warum die Kanten sich in einer kreuzungsminimalen Zeichnung nicht kreuzen.

Als zweiten Fall betrachten wir nun den Fall, dass die Kanten nicht benachbart sind
und nicht alternieren. Es muss also {u,v} N {w,z} = 0 gelten, da wir Graphen ohne
Mehrfachkanten betrachten. Also liegt auf einem Weg auf dem Kreis von u nach v kein
Knoten aus wx. Auch in diesem Fall kann man die Kanten wv und wz ohne Kreuzung
zeichnen, da die Kante wz die Endpunkte v und v nicht trennt. Die Kanten miissten sich
gerade oft kreuzen. Nach Lemma kreuzen sie sich also nicht.

In allen Fallen kreuzen sich die Kanten nicht. Dies schlie3t den Beweis. O

Legt man die Vereinigungseinbettung fest, so kann man keine Minimierung vornehmen,
da die simultane Kreuzungszahl nach Lemma eindeutig festgelegt ist. Man muss in
diesem Fall nur die Zahl der paarweise alternierenden Kantenpaare, welche in derselben
Facette liegen, abzéhlen. Falls mindestens eines dieser Kantenpaare gleichfarbig ist, erhélt
die simultane Kreuzungszahl den Wert unendlich.

Der interessante Fall ist, wenn nur der gemeinsame Graph fest eingebettet ist. Wir nennen
die Kanten, die mit uv alternieren, auch Konfliktkanten zu uv. Das Lemma erlaubt uns
nur die miteinander alternierenden Kanten zu betrachten, da alle anderen Kantenpaare
ohne Kreuzungen untereinander gezeichnet werden kénnen. Nun ist Kreuzungsminimierung
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4. Feste Einbettung des gemeinsamen Graphen

dquivalent dazu, die exklusiven Kanten nach innen/auflen zu verteilen, sodass moglichst
wenig alternierende Kantenpaare in derselben Facette liegen. Dabei miissen die Kanten so
verteilt werden, dass keine zwei gleichfarbigen Kanten, welche miteinander alternieren, in
derselben Facette liegen.

Das Problem der Kreuzungsminimierung ist also dquivalent dazu im Konfliktgraphen K
den maximalen Schnitt zu finden. Man mochte mdéglichst viele der Kreuzungen vermeiden,
indem man die entsprechenden Kanten in verschiedene Facetten aufteilt. Dabei muss man
mit hohen Kantengewichten sicherstellen, dass gleichfarbige, miteinander alternierende
Kanten getrennt werden. Man kénnte diesen Kanten zum Beispiel das Kantengewicht
|E(K)| + 1 zuordnen. Sei (S,V(K) \ S) der maximale Schnitt. Platziert man nun die
Kanten aus S in die eine und die restlichen Kanten in die andere Facette, so erhédlt man
eine kreuzungsminimale, simultane Zeichnung.

Damit ergibt sich:

Lemma 4.4. Sei G, der Vereinigungsgraph von den planaren Graphen G und Go. Au-
Berdem sei der gemeinsame Graph ein Kreis. Dann gilt:

Das Bestimmen von cre,(G1,G2) ist so komplexr wie das Bestimmen eines maximalen
Schnittes in dem Konfliktgraphen K mit Kantengewichten 1 und |E(K)|+ 1.

Beweis. Nachdem man einen maximalen Schnitt in K erhalten hat, addiert man die
Gewichte der Kanten, die nicht den Schnitt kreuzen. Wir nennen diesen Wert k. Ist & echt
grofler als |E(K)|, so gibt es keinen Schnitt, der alle gleichfarbigen, alternierenden Kanten
trennt. Man kann also keine Partition in zwei Mengen angeben, sodass wenn die Kanten
entsprechend dieser Partition verteilt werden, sich keine gleichfarbigen Kreuzungen ergeben.
Man hat somit unabhéngig von der Aufteilung der Kanten eine gleichfarbige Kreuzung. In
diesem Fall hat crg, (G, G2) den Wert unendlich.

Falls k& hochstens den Wert |E(K)| annimmt, kann man eine kreuzungsminimale Zeichnung
angeben, indem man die Kanten aus S in der eine und die restlichen Kanten in der andere
Facette platziert. In diesem Fall hat crg,(G1,G2) den Wert k. Denn wiirde es eine echt
bessere Aufteilung (S’, V/(K)\S’) geben, so wére (S, V(K)\ S) kein maximaler Schnitt. [

Es ist jedoch noch nicht bekannt, wie komplex das Finden eines maximalen Schnittes in
Kreissehnengraphen ist. Im Folgenden werden wir eine andere Sichtweise auf das Problem
kennenlernen. Dafiir wird ein reduzierter Konfliktgraph einfiihrt, bei dem gleichfarbige,
alternierende Kanten zu Komponenten zusammengefasst werden.

Eine Einbettung von dem Vereinigungsgraph, welche so gewéhlt ist, dass sich rote Kanten
nicht mit roten Kanten und griine Kanten nicht mit griinen Kanten kreuzen, nennen wir
giiltige Finbettung.

Eine giiltige Einbettung existiert genau dann, wenn der Konfliktgraph K eingeschrankt auf
die exklusiven Kanten aus G; und eingeschrankt auf die exklusiven Kanten aus G2 bipartit
ist. Wir werden diese Graphen mit K|g, bzw. K|g, bezeichnen. Auf der Suche nach einer
giiltigen Einbettung untersucht man den Konfliktgraphen auf den griinen beziehungsweise
den roten Kanten unabhéngig voneinander auf 2-Farbbarkeit.

Im Folgenden beschreibe ich einen Algorithmus, der die Bipartitat iiberpriift. Man beginnt
damit eine griine Kante in eine der Facetten des Kreises einzufiigen. Dabei ist es fiir
eine giiltige Einbettung irrelevant, ob die erste Kante auflen oder innen liegt. Danach
bettet man alle damit alternierenden, griinen Kanten in die andere Facette ein (vergleiche
Lemma . Nun betrachtet man nacheinander die neu eingefiigten Kanten und fahrt mit
ihren Konfliktkanten analog fort. Diese Vorgehensweise wiederholt man solange, bis eine
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4.1. Gemeinsamer Graph ist Kreis

Abbildung 4.3: In dieser Abbildung ist der reduzierte Konfliktgraph K,.q zu dem Gra-
phen aus Abbildung zu sehen. Zuséatzlich ist der maximale Schnitt
eingezeichnet.

Kante in beide Facetten eingefiigt wurde, dies entspricht der Tatsache, dass keine giiltige
Einbettung existiert. Man hat in diesem Fall eine Kante gefunden, die mit zwei Kanten
alterniert, wobei die eine Konfliktkante auflen und die andere innen liegt. Egal in welche
Facette wir die Kante einfiigen, wir erhalten eine gleichfarbige Kreuzung.

Wird jede Kante in genau eine Facette eingefiigt, so hat man eine giiltige Einbettung
gefunden. In dem Fall, dass nicht alle Kanten eingefiigt werden, wird aus den restlichen
Kanten eine beliebige Kante gewéhlt und analog wie bei der Startkante verfahren. Dies ist
ohne Probleme moglich, da diese Kante mit keiner, der bis jetzt betrachteten Kanten, in
Konflikt steht. Diese Kante liegt in einer anderen Zusammenhangskomponente von K¢, .
Ob eine giiltige Einbettung existiert, sieht man durch den oben beschriebenen Algorithmus.
Dafiir wendet man ihn nur auf die griinen und danach nur auf die roten Kanten an.

Eine Beispiel einer Zeichnung einer giiltigen Einbettung ist in Abbildung zu sehen.
Existiert keine giiltige Einbettung, so kann das Problem nicht zufriedenstellend, das heif3t
ohne Kreuzung von gleichfarbigen Kanten, gelost werden. Zum Beispiel, wenn drei rote
Kanten paarweise alternieren, kann man keine solche Einbettung finden. Drei paarweise
alternierende, rote Kanten sind im Konfliktgraphen als Dreieck zu erkennen, ein Dreieck
ist nicht bipartit.

Fir den Rest des Abschnittes werden wir voraussetzen, dass eine giiltige Einbettung
existiert. In diesem Fall kann man den Konfliktgraphen reduzieren, indem man gleichfarbige,
alternierende Kanten zusammenfasst (vergleiche Abbildung 4.3).

Die Komponente von einer exklusiven Kante e aus G; ist die Zusammenhangskomponente,
in der sie sich in K|g, befindet. Dabei ist ¢ € {1,2}. Eine Komponente ist also eine
Menge von Kanten, welche iiber beliebig viele, gleichfarbige Kanten alternierend sind.
Liegt fiir eine exklusive Kante e die Einbettung fest, so ist die Einbettung aller Kanten
in der Komponente von e bereits festgelegt, da gleichfarbige Kreuzungen verboten sind.
In dem reduzierten Konfliktgraphen K,.q hat man deswegen als Knotenmenge gerade die
verschiedenen Komponenten der roten und griinen Kanten. Die Kantenmenge E(K,¢q) des
reduzierten Konfliktgraphen sind die Kanten zwischen roten und griinen Komponenten

(siche Abbildung[4.3).
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4. Feste Einbettung des gemeinsamen Graphen

maximaler Schnitt
—

Abbildung 4.4: Links ist zur Erinnerung die simultane Zeichnung des betrachteten Graphen
zu sehen (vergleiche Abbildung . Rechts ist die kreuzungsminimale,
simultane Zeichnung von G, angegeben, diese ergibt sich durch den in
Abbildung dargestellten Schnitt aus der giiltigen Zeichnung links.

Um nun mit Hilfe von dem reduzierten Konfliktgraphen das Problem der Kreuzungsmini-
mierung zu lésen, muss man noch passende Kantengewichte fiir die Kanten bestimmen.

Man hat zwei Mo6glichkeiten jede einzelne Komponente einzubetten. Namlich wie in der
giiltigen Einbettung angegeben oder gerade alle Kanten in der jeweils anderen Facette. Die
zweite Einbettung werde ich im folgenden die gespiegelte Einbettung nennen.

Wir wollen das Problem der Kreuzungsminimierung wieder durch das Finden eines maxima-
len Schnittes 16sen. Anschaulich heifflen die beiden Partitionen, dass wir fiir die kreuzungs-
minimale simultane Zeichnung die eine Partition gespiegelt und die andere unverandert
einbetten miissen.

Betrachten wir eine griine und eine rote Komponente. Es gibt nun genau vier Moglichkeiten
diese einzubetten. Darunter sind die Moglichkeit beide gespiegelt einzubetten oder nur eines
gespiegelt einzubetten. Offensichtlich gibt es die gleiche Anzahl an Kreuzungen innerhalb
dieser beiden Komponenten, wenn man sie beide gespiegelt einbettet oder beide wie in der
giiltigen Einbettung lasst. Falls man nur eine Komponente gespiegelt einbettet, erhilt man
oft eine andere Anzahl an Kreuzungen. Als Kantengewicht zwischen einer roten und griinen
Komponente bendtigt man nun die Differenz dieser beiden Werte. Positive Zahlen sagen
anschaulich aus, dass es sich lohnen wiirde einmal die gespiegelte Einbettung zu wahlen.

Theorem 4.5. Sei G, der Vereinigungsgraph von den planaren Graphen G und Ga.
Auferdem sei der gemeinsame Graph ein Kreis. Dann gilt:

Aus dem mazimalen Schnitt in dem reduzierten Konfliktgraphen K,.q von G1 und Go erhalt
man eine kreuzungsminimale simultane Zeichnung.

Beweis. Ich zeige zuerst: Falls der maximale Schnitt den Wert k hat, so findet man eine
giiltige Einbettung, welche im Vergleich zur gewéhlten giiltigen Einbettung k& Kreuzungen
spart. Der maximale Schnitt in dem Konfliktgraphen liefert eine Aufteilung der Komponen-
ten in zwei Mengen. Wir nennen diese S und V' \ S. Der Wert dieses Schnittes sei k € Ny,
da falls es keinen Schnitt mit positivem Gewicht gibt, der triviale Schnitt der maximale
Schnitt ist.
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Aus dieser Aufteilung erhélt man eine um k verbesserte Einbettung indem man die
Komponenten in S spiegelt. Zwei Komponenten auf der gleichen Seite des Schnittes
werden entweder beide gespiegelt oder beide gleichgelassen, d.h. die Anzahl der Kreuzungen
zwischen diesen Komponenten bleibt gleich. Nur Kanten, welche den Schnitt kreuzen, &ndern
die Anzahl der vorhandenen rot-griinen-Kreuzungen. Indem man die Komponenten in S
spiegelt, reduziert man nach Definition der Kantenbeschriftung die Anzahl der Kreuzungen
um k. Durch das Kantengewicht hat man sich auf einer Kante gemerkt, wie viele Kreuzungen
eingespart werden, wenn man eine der beiden Komponenten flippt. Um den Wert, der auf
einer Kante, welche den Schnitt kreuzt, steht, wird die Kreuzungszahl erniedrigt. Das heif3t
falls der Wert 2 ist, so gibt es 2 Kreuzungen weniger, falls man eine Komponente gespiegelt
einbettet.

Dies zeigt, dass falls der maximale Schnitt den Wert k£ hat, so findet man eine Einbettung,
welche um k verbessert ist. Diese Einbettung ist eine giiltige Einbettung, da die gleichfarbi-
gen Kanten in Komponenten zusammengefasst waren und so immer noch kreuzungsfrei
gezeichnet werden kénnen.

Nun ist noch die Umkehrung zu zeigen. Hat die kreuzungsminimale simultane Zeichnung &
Kreuzungen weniger als die einer gewéhlten giiltigen Einbettung, so findet man in dem Kon-
fliktgraphen einen Schnitt, dessen Wert k ist. Die kreuzungsminimale simultane Zeichnung
liefert einem fiir jede Kante, ob sie in der inneren oder dufleren Facette des Kreises liegt. Die
Einbettung einer Kanten legt die Einbettung ihrer ganzen Komponente fest. Also kénnen
ohne Verlust einer besseren Zeichnung Kanten zu Komponenten zusammengefasst werden.
Man hat als einzigen Freiheitsgrad die Wahl, ob man die gespiegelte oder ungespiegelte
Einbettung wahlen mochte.

Wir definieren nun S wie folgt: S:={v € V(K,¢q)| v ist in der giiltigen Einbettung im
Vergleich zur kreuzungsminimalen simultanen Zeichnung gespiegelt eingebettet}. Der
Schnitt (S, V(K eq) \ S) im Konfliktgraphen hat den Wert k, da die Kantenbeschriftung
gerade so gewéhlt wurde. O
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Abbildung 4.5: In dieser Abbildung ist der Graph G (links) mit einer Intervallreprisentation
von G (rechts) zu sehen. Dabei sind die Intervalle zur besseren Lesbarkeit
iibereinander gezeichnet.

4.2 Maximale Schnitte in Intervallgraphen

In diesem Abschnitt werde ich ein dynamisches Programm zur Bestimmung eines maximalen
Schnittes in Intervallgraphen mit konstanter Cliquengrofie beschreiben.

Es folgt eine Notation, die hauptséchlich in diesem Abschnitt benétigt wird. Sei G = (V, E)
ein Graph, z ein Knoten und S eine Menge von Knoten, wobei z ¢ S. Mit |(z, S)| bezeichnen
wir die Anzahl der Kanten von x nach S.

In einer Intervallreprisentation eines Graphen G wird jeder Knoten aus V(G) von einem
Intervall in den reellen Zahlen reprasentiert. Die Start- und Endpunkte der Intervalle miissen
so gewédhlt sein, dass sich die Intervalle genau dann schneiden, wenn die dazugehorigen
Knoten adjazent sind. Dabei ist es irrelevant, ob man die Intervall offen oder abgeschlossen
wahlt, da die Intervallrepriasentation so gewéhlt werden kann, dass diese Intervalle echt
unterschiedliche Start- und Endpunkte besitzen. Anschaulich kann man dies durch kleine
Verschiebungen erreichen.

Jeder Graph G, der eine Intervallrepriasentation besitzt, ist ein Intervallgraph. In Abbil-
dung ist ein Intervallgraph mit seiner Intervallreprisentation zu sehen.

Viele der typischen N'P-vollstandigen Probleme wie 3-Féarbbarkeit oder das Finden eines ha-
miltonschen Kreises sind auf Intervallgraphen in linearer Zeit moglich [Kei85]. Es ist jedoch
noch nicht bekannt, wie komplex das Finden eines maximalen Schnittes in Intervallgraphen
ist. Im Folgenden mochte ich deswegen ein dynamisches Programm beschreiben, welches
den maximalen Schnitt in Intervallgraphen mit konstanter Cliquengréfie w(G) berechnet.

Im Folgenden betrachten wir einen Intervallgraphen, dessen Intervallreprasentation gegeben
ist. Fiir jeden Knoten v ist ein Intervall I, = [s,, e,] gegeben. Ich werde die Start- und
Endpunkte der Intervalle nun Ereignispunkte nennen. Wir gehen ohne Einschrankung davon
aus, dass die Ereignispunkte echt unterschiedlich sind. Es gibt somit 2 - |V| verschiedene
Ereignispunkte, diese werden der Gréfle nach, mit der kleinsten reellen Zahl beginnend,
durchnummeriert. Nun kann man die Ereignispunkte sogar so verschieben, dass sie genau
auf den natirlichen Zahlen 1 bis 2 - |V] liegen.

Wir gehen nun folgendermaflen vor um den maximalen Schnitt zu finden. Zu einem
bestimmten Ereignispunkt ¢ berechnet man alle relevanten Schnitte in dem Graphen, der
durch die Intervalle, die links von i beginnen, gegeben ist. Diese Losungen verwendet
man als Bausteine um den maximalen Schnitt in einem grofleren Graphen zu erhalten.
Welche Schnitte relevant sind, werde ich aufzeigen. Um diese Vorgehensweise durchzufiihren,
benétigen wir einige Definitionen.
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4.2. Maximale Schnitte in Intervallgraphen

Wir sagen ein Knoten v verschwindet zum Zeitpunkt ¢ genau dann, wenn der i-te Er-
eignispunkt Endpunkt des Intervalls von v ist. Wir sagen ein Knoten v erscheint zum
Zeitpunkt ¢ genau dann, wenn der i-te Ereignispunkt Startpunkt des Intervalls von v ist.
Alle Knoten, die bis zum i-ten Ereignispunkt bereits erschienen sind, fassen wir in der
Menge V; zusammen. Als Formel ergibt sich somit V; = {v € Vs, <i}.

Ein Knoten v nennen wir aktiv zum Zeitpunkt ¢ genau dann, wenn er erschienen ist, aber
noch nicht verschwunden ist. Ein Knoten, der zum Zeitpunkt ¢ verschwindet, ist nicht mehr
aktiv zu diesem Zeitpunkt. Anschaulich ist ein Knoten auf seinem halboffenen Intervall
aktiv. Alle Knoten, die zum Zeitpunkt i aktiv sind, fassen wir in der Menge A; zusammen.
Also A; ={v e Vs, <iund e, >i}.

Fir jede Wahl einer Teilmenge S C A; kann man nun den maximalen Schnitt in G|y,
berechnen, der S und 4; \ S trennt. Dieser Wert wird als T'[¢, S| gespeichert. Die Teilmenge
S von den aktiven Knoten nennen wir auch die auserwdhlten Knoten. Man berechnet zu
jedem Ereignispunkt fiir jede Moglichkeit der auserwahlten Knoten den Wert des maximalen
Schnittes. Dafiir geht man wie in der Formel vor. Die Richtigkeit dieser Formel wird
in Lemma gezeigt. Bei dieser Vorgehensweise betrachtet man zu jedem Zeitpunkt die
Potenzmenge der aktiven Knoten. Falls w(G) die Cliquenzahl des Graphen ist, so sind
maximal w(G) viele Knoten gleichzeitig aktiv, da die aktiven Knoten eine Clique bilden. Die
Laufzeit ist also in O(2¢(%) - |V (G)]). Damit man dieses Problem mit dieser Vorgehensweise
in polynomieller Zeit 16sen kann, bendtigen wir somit konstante oder in der Knotenanzahl
logarithmisch grofile Cliquengrofie. AuBerdem erkennt man, dass dies ein FPT-Algorithmus
ist.

Lemma 4.6. Firic {1,...,2-|V|} und S C A; ist T[i,S] aus Formel|4.1 der Wert des
mazimalen Schnittes in dem von V; induzierten Graphen, der S und A; \ S trennt.

max{T'[:,S], T[i,SU{z}]} , wenn x in i+ 1 verschwindet
T+ 1,8 =T, S\ {z}]+ |(z,Aix1 \ S)| , wenn x ini+1 startet und z € S (4.1)
T, S\ {x}] + [(z,9)] , wenn x in i+ 1 startet und x ¢ S

mit T[1,S] =0 fur S C Ay beliebig (4.2)

Beweis. Falls ¢ gleich eins ist, gilt die Behauptung. Da der maximale Schnitt in einem
Graphen mit nur einem Knoten immer den Wert null hat.

Der Induktionsschritt ergibt sich nun iiber eine Fallunterscheidung.

Falls zum Zeitpunkt ¢ + 1 der Knoten = verschwindet, so ist die Menge der betrachteten
Knoten identisch mit der zum vorherigen Ereignispunkt, also V; = V;11. Es &dndert sich nur
die Menge der aktiven Knoten, es gilt A; \ {z} = A;+1. Wird eine Menge von auserwéhlten
Knoten S C A;41 vorgeben, so ist unbekannt auf welcher Seite des Schnittes sich = befinden
soll, da x nicht mehr einer der aktiven Knoten ist. Es gibt nun die Félle, dass der maximale
Schnitt 2 von S trennt oder nicht. Betrachten wir nun den Schnitt, der zusétzlich x von §
trennt. Dies ist ein Schnitt in Viy; (=V;), der S von (A;41 U{z})\ S (= 4; \ S) trennt.
Dieser Schnitt hat nach Definition maximal den Wert T'[, S]. Analog hat der Schnitt, der
zusdtzlich x nicht von S trennt, maximal den Wert T[i, S U {z}]. Der Wert des gesuchten
Schnitts kann somit maximal das Maximum der beiden betrachteten Schnitte sein. Das es
einen Schnitt gibt der diesen Wert annimmt, zeige ich ohne Beschrankung der Allgemeinheit
unter der Voraussetzung, dass T'[i, S] > T'[i, S U {z}] gilt. Nach Induktionsvoraussetzung
gibt es einen Schnitt in dem Graphen, der von V; (= V;11) induziert wird, der S von A; \ S
trennt und den Wert T'[7, S] hat. Dies ist auch ein Schnitt in Vj4;.

Taucht zum i + 1 Zeitpunkt ein Knoten x erstmals auf, so ist 4,11 = A; U {z} und
Vis1 = ViU {z}. Da A; C A1 legt jede Festlegung einer auserwahlten Menge S C A4
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WU {z} Vi\W
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Abbildung 4.6: In diesem Bild ist ein maximaler Schnitt in dem Graphen Gly;,, zu sehen,
wobei im Zeitpunkt ¢4 1 der Knoten z erscheint. Der maximale Schnitt setzt
sich aus den Kanten, die von z {iber den Schnitt laufen, in braun dargestellt,
und den Kanten, die in V; den Schnitt kreuzen (blau), zusammen. Kanten
innerhalb der Partitionen sind nicht gezeichnet.

fest, welche Knoten aus A; auserwéhlt sind. Wird eine Menge von auserwéhlten Knoten
S C A;41 vorgeben, so gibt es wiederum zwei Félle und zwar, dass der Knoten x in dieser
Menge liegt, oder nicht.

Falls z in S liegt, erhélt man den Wert des maximalen Schnittes durch das Losen von zwei
Problemen. Man sucht den maximalen Schnitt in der Knotenmenge V;, wobei dort S\ {z}
von A; \ (S\{z}) getrennt werden muss. Dieser Schnitt hat maximal den Wert T'[i, S\ {z}].
Zusétzlich zu diesem Wert wird die Anzahl der Kanten hinzugefiigt, welche von x nach V11
gehend den Schnitt kreuzen. Dies sind, da x in S liegt, gerade |(x, Ai+1 \ S)| viele. Man
erhélt den héchsten Wert eines Schnittes, indem man den maximalen Wert des Schnittes
an der i-ten Stelle, wenn man dort S\ {z} auserwéhlt, mit der Anzahl an Kanten, die
von x nach A;;1\ S gehen, addiert. Der maximale Schnitt hat somit maximal den Wert
Tli, S\A{x}] + [(z, Aipa \ S|

Falls  in S liegt, gibt es auch einen Schnitt der diesen Wert annimmt. Dies ergibt sich
wie folgt. In V; gibt es nach Induktionsvoraussetzung einen Schnitt der S\ {z} von
A; \ (S\ {z}) trennt mit dem Wert T'[7,S \ {x}]. Sei (W,V; \ W) dieser Schnitt, wobei
S\ {z} CW. Nun ist (W U{z},V; \ W) ein Schnitt in V;1;, beachte = ¢ V;. In diesem
Schnitt wird (S\ {z}) U {x} von A; \ (S\ {z}) getrennt. Umgeformt bedeutet das, dass S
von A; U{z}\ ((S\{z}) U{z}) (= Ait1\ S) getrennt wird. Wir haben einen Schnitt in
G|y, der S von A;iq \ S trennt. Der Wert dieses Schnittes berechnet sich aus zwei Werten
(vergleiche Abbildung [4.6). Der erste Wert ist die Anzahl der Kanten, die in V; den Schnitt
gekreuzt haben. Dies sind gerade T[i, S\ {z}] Kanten. Dazu kommen die Kanten, die von
x ausgehend den Schnitt kreuzen. Dies sind gerade |(z, A;+1 \ S)| Kanten.

Falls  nicht in S liegt, geht man auf analoge Weise vor. Man betrachtet in diesem Fall die
Kanten, welche von = nach Vj4; gehend den Schnitt kreuzen, dies sind genau |(z, S)| viele.

Zusammenfassend geht man also wie folgt vor. Jedes Mal, wenn ein neuer Knoten x
erscheint, addiert man die Anzahl der Kanten, die von z nach A; gehen und den Schnitt
kreuzen. Verschwindet ein Knoten so betrachtet man, auf welcher Seite des Schnittes dieser
liegen muss, um einen hoheren Schnitt zu erhalten. O
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4.3. Gemeinsamer Graph ist Pfad

4.3 Gemeinsamer Graph ist Pfad

Seien G = (V4, E1) und Gy = (V3, E») planaren Graphen. Nun betrachten wir den Fall,
dass der gemeinsame Graph P von (G; und G» ein Pfad ist. Also P = xq, ..., x,. Sei wieder
G, = (V, E) der Vereinigungsgraph von G; und Gs. Die exklusiven Kanten bezeichnen
wir mit Eey. Wir beschranken uns auf den Fall, dass deg(v) < 3, Vv € V und deg(zg) < 2
und deg(z,) < 2. Das heifit man erlaubt an jedem Knoten nur eine exklusive Kante. Wir
untersuchen die Kreuzungsminimierung, wobei wir exklusive Knoten verbieten.

Zur Untersuchung dieses Falles, gehen wir dhnlich wie beim Kreis vor. Wir untersuchen
wieder einen Konfliktgraphen. Dieser Fall ist jedoch etwas komplizierter, da fiir eine
exklusive Kanten mehr als zwei echt unterschiedliche Einbettungen existieren. Betrachte
hierfiir Abbildung [4.7]

Abbildung 4.7: Fiir eine exklusive Kante, die v; und vy verbindet, existiern vier echt unter-
schiedliche Verbindungsmoglichkeiten. Dabei sind in diesem Bild paarweise
dquivalente Verbindungsstrecken in derselben Farbe dargestellt, wobei eine
Kante gestrichelt wurde.

Man kann sich fiir jede exklusive Kante im Start- und Endpunkt bindr entscheiden (oben
bzw. unten) und im oder gegen den Uhrzeigersinn verbinden. Man kann den gemeinsamen
Graph nicht komplett umrunden, da sich die Kante sonst selbst schneiden miisste. Auch die
Wabhl der Richtung ist fiir die Kreuzungsminimierung nicht von Bedeutung, man legt nur eine
andere duflere Facette fest. Es gibt damit vier echt unterschiedliche Verbindungen zwischen
einem Knotenpaar. Fiir Kanten, die mindestens einen der Endpunkte des gemeinsamen
Graphen enthalten, gibt es nur 2 echt unterschiedliche Einbettungen.

Fiir Knoten v und w bezeichnet [v, w] den eindeutigen, kiirzesten Weg auf dem gemeinsamen
Graph der v mit w verbindet.

Wir untersuchen nun abhéngig von der gegenseitigen Lage der Kanten, welche Vorausset-
zungen erfiillt seinen miissen, damit sie sich kreuzen. Dabei treten nur drei unterschiedliche
Fille auf, falls man an jedem Knoten nur eine exklusive Kante erlaubt. Wir haben uns zu
Beginn des Abschnittes auf diesen Fall eingeschriankt.

Seien e; = v1v2 und ey = wiwsy exklusive Kanten.

Wir sagen e; umschlieft Kante ey genau dann, wenn [wy,ws] < [v1,v2] und
{wy,wa} N{v1,v2} = 0. Dieser Fall ist in Abbildung 4.8 dargestellt.

Wir sagen e; alterniert mit Kante ey genau dann, wenn [wq,wz] N {v1,v2} # 0 und
{wy,wa} N [v1,v2] # 0 und {wi,ws} N {v1,v2} = 0. Dieser Fall ist in Abbildung
dargestellt. Vergleiche auch die Definition von alternierenden Kanten, als der gemeinsame
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Abbildung 4.8: In dieser Abbildung umschlie3t die Kante e; die Kante es.

Graph ein Kreis war. Diese Definition ist offensichtlich symmetrisch. Wir sagen e; und es
sind alternierende Kanten genau dann, wenn e; mit es alterniert.

Falls e; = v1v2 und ex = wiws alternierende Kanten sind, so liegt genau ein Endpunkt
von e; zwischen den Endpunkten von es und genau ein Endpunkt von e; zwischen den
Endpunkten von e;. Also in Formel: {v*} :=[wy, wa]N{v1, v2} und {w*} :={wy, wa}N[v1, va].
Wir nennen v* und w* die inneren Knoten.

€1

v/\”z
{ L L L L

wq w2

€2
Abbildung 4.9: Hier sind zwei alternierende Kanten dargestellt. Dabei sind bei dieser

Anordnung v, und w; die inneren Knoten.

AuBlerdem sagen wir e; und ey liegen disjunkt genau dann, wenn [v1,ve] N [wy, ws] = 0.
Dieser Fall ist in Abbildung dargestellt.

Abbildung 4.10: Disjunkte Anordnung der Kanten.

Das diese drei Félle alles abdecken, zeigt folgendes Lemma.

Lemma 4.7. Sei der gemeinsame Graph P = xq,...,x, von den planaren Graphen Gy
und Go ein Pfad. Fordert man, dass an jedem Knoten von P nur eine exklusive Kante
anfangen darf, dann gilt:

Liegen zwei exklusive Kanten nicht alternierend, so liegen sie umschlieflend oder disjunkt.

Beweis. Betrachte die exklusiven Kanten e; = vqvs und eo = wyws, welche nicht alternieren.

Nach Definition gilt nun [wi,we] N {vi,v2a} = 0 oder {wy,wa} N [v1,v2] = 0 oder
{w1, w2} N {v1,v2} # (. Dabei kénnen, wegen der Voraussetzung, von keinem Knoten
zwei exklusive Kanten ausgehen. Also kann {wy,wa} N {v1,v2} # () nicht gelten. Es gilt
also w1, wa] N{v1,va} = 0 oder {wr,wa} N[v1,v2] = 0. O.B.d.A. sei [wy,ws] N{vy,va} = 0.

Nun kénnen wiederum zwei Fille auftreten. Der erste Fall ist, dass [wq, wa] N [v1,v2] # 0.
Da [wy,ws] N{v1,v2} = 0 und [wy, wa] N [v1,v2] # O gilt, muss [wq, ws] C [v1,ve] gelten, da
[wy, ws] die Knoten v; und ve voneinander trennt. Also umschlieit e; die Kante es.

Der zweite Fall ist, dass [w1, wa]N[v1, v2] = (). Nach Definition liegen e; und ey disjunkt. [
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Abbildung 4.11: Diese vier Abbildungen sollen veranschaulichen, wann sich umschlielende
Kanten e; und es schneiden. In den zwei oberen Bildern ist die Bedingung
aus Lemma nicht erfiillt. Zeichnerisch wird angedeutet, dass es fiir die
Kreuzung irrelevant ist, wie die Kante e; liegt. Wohingegen die beiden
unteren Abbildungen zeigen, dass sich Kreuzungen ergeben, falls die
Bedingung erfiillt ist.

Ein Kantenpaar, welches disjunkt liegt, kann bei der Kreuzungsminimierung vernachléssigt
werden. Denn unabhéngig von der gewdhlten Einbettung kénnen die Kanten kreuzungsfrei
gezeichnet werden.

Die interessanten Félle sind demnach die Fille, wenn die Kanten alternierend oder um-
schlieBend liegen. Im Folgenden werden wir untersuchen, wann in diesen Féllen Kreuzungen
entstehen. Um die gegenseitige Lage der Kanten deutlich zu machen orientiere ich den
Pfad P in eine Richtung. Startet eine exklusive Kante e; in einem Punkt vy beziiglich der
Orientierungsrichtung nach ,links“, so bezeichnen wir das mit e;(v;) = 1. Geht die Kante
nach ,rechts®, so schreiben wir ej(v1) = 0. Wir stellen uns im Folgenden den Pfad liegend
vor, sodass wir ,links“ mit ,,oben®“ und ,rechts“ mit ,unten“ identifizieren kénnen.

Wir untersuchen zuerst umschliefende Kantenpaare. Einige Félle sind in Abbildung
veranschaulicht.

Lemma 4.8. Sei der gemeinsame Graph P = xq,...,x, von den planaren Graphen Gy
und Go ein Pfad. Sei e = vivy eine umschlieffenden Kante von es = wiws, dann gilt:

In einer kreuzungsminimalen, simultanen Zeichnung kreuzen sich ey und es genau dann,
wenn ex(wi) # ea(ws).

Beweis. Es gelte ea(wq) # ea(ws). Die Kante, welche w; mit wy verbindet, muss ein Ende
des Pfades umlaufen. Der Kreis es U [wy, ws] berandet eine Facette. Entweder v, oder vy
liegt innerhalb dieser Facette. So kreuzen sich nach dem Jordanschen Kurvensatz e und
€1.

Ich zeige die Umkehrung durch Kontraposition. Es gelte also ea(w1) = ea(ws). In diesem
Fall sind die Kanten e; und es ohne Kreuzung zeichenbar, denn der Kreis ey U [wy, wo]
trennt v nicht von vo. Also miissten sich e; und ey gerade oft schneiden, nach Lemma
kreuzen sie sich also nicht. ]

Als néchstes untersuchen wir alternierende Kantenpaare. Zur Veranschaulichung sind
unterschiedliche Lagen in Abbildung zu sehen.

Lemma 4.9. Sei der gemeinsame Graph P = xq,...,x, von den planaren Graphen Gy
und Go ein Pfad. Seien e; = vive und es = wiws alternierende Kanten mit inneren Knoten
ve und wy. Dann gilt:
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4. Feste Einbettung des gemeinsamen Graphen

Abbildung 4.12: Diese vier Abbildungen dienen zur Veranschaulichung der gegenseitigen
Lage der alternierenden Kanten e; und es. In den oberen Bildern ist die
Bedingung aus Lemma nicht erfiillt. Die beiden unteren Abbildungen
zeigen, dass sich Kreuzungen ergeben, falls die Bedingung erfiillt ist.

In einer kreuzungsminimalen, simultanen Zeichnung kreuzen sich e1 und es genau dann,
wenn ez(w1) = e1(ve).

Beweis. Es gelte ea(w1) = e1(v2). Betrachtet man nun die Facette die von e; U [v1,v9]
berandet wird, so liegt wy auflerhalb dieser Facette. Jedoch startet nach Voraussetzung die
Kante eo in wq in diese Facette. Wieder liefert der Jordansche Kurvensatz, dass sich e;
und es kreuzen miissen.

Ich zeige die Umkehrung durch Kontraposition. Es gelte also ea(w;) # e1(v2). Nun liegt
der Beginn der Kante in w; auflerhalb der Facette, die von e; U [v1,vs] berandet wird.
Ebenso liegt auch der Endpunkt we auflerhalb der Facette. Nun ist es moglich die Kante
eo s0 zu zeichnen, dass sie e; nicht kreuzt. Hier kénnte man zusétzlich mit Lemma
argumentieren, da der gemeinsame Graph zusammenhéngend ist. O

Betrachten wir nun zuerst kurz den Fall, dass der gemeinsame Graph ein Pfad ist und die
Einbettung des Vereinigungsgraphen festliegt. Nach Lemma und ist die Kreuzungs-
minimierung unter diesen Voraussetzungen trivial, denn durch die Festlegung der Kanten
am Start- und Endpunkt ist die Anzahl der Kreuzungen schon fest.

Sei im folgenden nur die Einbettung des gemeinsamen Graphen gegeben. Um die kreuzungs-
minimale, simultane Zeichnung zu erhalten, baue ich wieder einen Konfliktgraphen. Man
verhélt sich dhnlich zu dem Fall, als der gemeinsame Graph ein Kreis war und stellt alle
Konflikte in einem Graphen dar. Der Konfliktgraph K = (V*, E*) wird wie folgt definiert:

1. V*:={v € V | v ist Start- oder Endpunkt einer exklusiven Kante}
2. Ef ={{v1, v} € (V;) | v1v2 € FEex und Jwjwe € Fex mit wyiwy umschliet vive}

3. EX:={{va, w1} € (V;) | Ju1,we € V mit vjvg € Eex und wiwy € Eex sind alternie-

rende Kanten mit inneren Knoten vq, w; }

4. E*:=FE* NE*

al

Durch die Kanten in E7 wird die Bedingung festgehalten, die man an Kanten stellt, die
umschlossen werden (vergleiche Lemma . In E}; werden die Konflikte von alternierenden

Kanten festgehalten (vergleiche Lemma . Abbildung zeigt den Konfliktgraphen zu
dem Graphen aus Abbildung

Jede Kante steht fiir eine Bedingung, die man gerne erfiillen wiirde. Zum Beispiel deutet
e =wvvg € B an, dass es sich lohnen wiirde e(v;) = e(v2) zu wahlen. Die Idee ist jetzt
die Kantengewichte so festzulegen, dass der minimale Schnitt in dem Graphen K eine
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4.3. Gemeinsamer Graph ist Pfad

U1

Abbildung 4.13: Dies ist eine nicht kreuzungsminimale Zeichnung zweier planarer Graphen,
wobei der gemeinsame Graph ein Pfad ist. Die Knoten sind von links nach
rechts durchnummeriert.

_——_ -

Abbildung 4.14: Dies ist der Konfliktgraph zu dem Graphen aus Abbildung Zusétzlich
ist ein minimaler Schnitt eingezeichnet. Die Knoten, welche durch eine
exklusive Kante verbunden sind, werden von einem Rechteck umrandet.
In diesem Beispiel ist ¢ gleich neun (2 -4 + 1).
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4. Feste Einbettung des gemeinsamen Graphen

kreuzungsminimale, simultane Zeichnung liefert, falls ein solche existiert. Aulierdem soll
man an dem Wert des minimalen Schnittes merken, ob es eine solche Zeichnung gibt. Der
minimale Schnitt teilt V* auf in S und V*\ S. Um die kreuzungsminimale, simultane
Zeichnung aus diesem Schnitt zu erhalten, legen wir fiir v aus S fest, dass e(v) gleich eins
ist. Umgekehrt sei e(v) gleich null fiir v aus V*\ S. Wir bezeichnen die Zeichnung, die durch
diese Festlegung aus einem Schnitt entsteht, die vom Schnitt induzierten Zeichnung. Damit
diese Festlegung wirklich die kreuzungsminimale, simultane Zeichnung liefert, benttigen
wir passende Kantengewichte.

Ein Bedingung, die zu einer gleichfarbigen Kreuzung fiithrt, muss unbedingt erfiillt werden.
Deswegen erhalten Kanten, die zu gleichfarbigen Kreuzungen fiihren, einen so groflien Wert,
das man am Wert des minimalen Schnittes sofort sieht, ob es eine gleichfarbige Kreuzung
gibt. Sei ¢ dieser grofle Wert. Ich werde spéater explizit sagen, wie grofl ¢ zu wéhlen ist. Im
Folgenden kann man sich darunter auch den Wert unendlich vorstellen.

An die Kanten aus E}] notiert man das Gewicht —1, falls die betrachteten Kanten ver-
schiedenfarbig sind, und —gq, falls die betrachteten Kanten gleichfarbig sind. Wir zwingen
den minimalen Schnitt, indem wir den Kantenwert auf —q festlegen, die Endpunkte dieser
Kanten im Konfliktgraphen zu trennen. Kreuzt der Schnitt eine Kante mit Wert —g, so
ist die Bedingung aus Lemma nicht erfiillt, es ergibt sich somit keine gleichfarbige
Kreuzung.

An die Kante vive € E, notiert man ¢, falls die Kante v;v2 von einer gleichfarbigen Kante
umschlossen wird, und sonst ¢, wobei £ :=#{e € FEex | e umschliefit (vi,v2)}.

Nachdem ich alle Kantengewichte aufler ¢ konkret festgelegt habe, kann ich nun sagen wie
grof} q ist.
g=1+2- Y ule)

ec B [w(e)|#q

Sei k_, die Anzahl der Kanten in K mit Kantengewicht —g. Der Wert ¢ ist so grof§ gewéhlt,
dass es nicht mehr ausgeglichen werden kann, wenn der Schnitt eine Kante mit dem Wert ¢
kreuzt oder eine Kante mit dem Wert —¢ nicht kreuzt. Was ich damit meine, zeigt folgendes
Lemma.

Lemma 4.10. Sei der gemeinsame Graph P von den planaren Graphen G1 und Go ein
Pfad und K der dazu gehorige Konfliktgraph.

Der minimalen Schnitt in K nimmt einen Wert im Intervall I = (—q-k‘,q—%-q, —q-k,q%—%-q)
genau dann an, wenn die vom Schnitt induzierte Zeichnung eine kreuzungsminimale,
stmultane Zeichnung ist.

Beweis. Bevor ich die Aquivalenz durch Beweis der beiden Richtungen zeige, stelle ich noch
einige Voriiberlegungen an. Es ist nicht moglich, dass der Schnitt den Wert —q - k_; — % - q
oder kleiner annimmt. Denn die Summe aller negativen Kanten, die ein Kantengewicht
ungleich —q haben, ist echt grofier als —% - q. Dieses Ergebnis folgt durch Widerspruch wie
in Gleichung aufgezeigt. Der Wert ¢ wurde gerade so definiert, dass diese Ungleichung
gilt. Der Schnitt wird minimal, wenn man alle Kanten mit Wert —g und alle Kanten mit
negativem Kantengewicht kreuzt. Man kann somit niemals —¢q - k_q — % - q erreichen.

Analog zu Gleichung kann man zeigen, dass die Summe aller positiven Kanten, die ein
Kantengewicht ungleich ¢ haben, kleiner als % - q ist.

Nun zum Beweis der Aussage. Die Riickrichtung zeige ich durch Kontraposition. Unser
minimaler Schnitt hat einen Wert auflerhalb des Intervalls I. Wegen den Voriiberlegungen
muss der Wert des Schnittes mindestens —¢q - k_; + % - ¢ sein. Dieser Schnitt kreuzt jedoch
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4.3. Gemeinsamer Graph ist Pfad

nicht alle Kanten mit Wert —q oder mindestens eine Kante mit Wert ¢g. Denn angenommen
der Schnitt kreuzt alle Kanten mit Wert —¢ und keine Kante mit Wert ¢. Dann ist der
Wert des Schnittes am grofiten, wenn er zusétzlich alle Kanten mit positivem Wert ungleich
q kreuzt. Nach der Voriiberlegung ist diese Summe jedoch kleiner als % - q. Somit ware der
Wert des Schnittes kleiner als —q - k_, + % - q. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass der
Schnitt einen Wert aulerhalb von I annimmt. Also kreuzt der Schnitt nicht alle Kanten
mit Wert —q oder mindestens eine Kante mit Wert ¢. Diese Kanten wurden gerade so
gebaut, dass sich in der vom Schnitt induzierten Zeichnung gleichfarbige Kanten kreuzen.
Diese Zeichnung ist somit keine kreuzungsminimale simultane Zeichnung.

Nun hat der minimale Schnitt hat einen Wert in I. Dies ist nur moglich, wenn die Kanten
mit Gewicht —g gekreuzt und mit Gewicht ¢ nicht gekreuzt werden. Dies ergibt sich wie
beim Beweis der Riickrichtung. Die vom Schnitt induzierte Zeichnung hat somit keine
gleichfarbigen Kreuzungen. Die positiven Kantengewichte zeigen an, wie viel Kreuzungen
in der vom Schnitt induzierten Zeichnung entstehen, falls der Schnitt diese Kante kreuzt.
Falls man eine Kante mit Wert —1 kreuzt, so spart man eine Kreuzung in der Zeichnung.
Der minimale Schnitt in K liefert somit die Zeichnung mit der geringsten Anzahl an
rot-griinen Kreuzungen unter den Zeichnungen, die keine gleichfarbige Kreuzung besitzen.

Diese Zeichnung ist gerade die kreuzungsminimale, simultane Zeichnung. O
1 1
> we<-—50= > “fw(e) <54
ecE* Jw(e)|#q,w(e)<0 ecE*,[w(e)|#q,w(e)<0
1
= Y ez
ecE*,Jw(e)|#q,w(e)<0 (4.3)
1 (Def.q) 1 2 '
— > ez a2 S Y )
ecE*,[w(e)|#q,w(e)<0 ecE* Jw(e)|#q
1
= 0>+ > w(e)| 4

ecE*|w(e)|#q,w(e)=0
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4. Feste Einbettung des gemeinsamen Graphen

Abbildung 4.15: Dies ist ein Zeichnung zweier planare Graphen, deren gemeinsamer Graph
eine Spinne ist. Durch die Pfeile an vg ist die Orientierung der Beine
angedeutet.

4.4 Gemeinsamer Graph ist Spinne

Im Folgenden werden wir den Fall betrachten, dass der gemeinsame Graph eine Spinne
ist. In diesem Abschnitt werde ich ohne Beweis aufzeigen, wie man, falls die gemeinsame
Einbettung festliegt, in diesen Fall die kreuzungsminimale simultane Zeichnung erhilt. Eine
Spinne ist ein Baum mit einem Knoten, der mindestens Grad drei hat. Zusétzlich haben
bei einer Spinne alle anderen Knoten maximal Grad zwei. In Abbildung ist ein Graph
zu sehen, dessen gemeinsamer Graph eine Spinne ist.

Sei vy der Knoten mit Grad mindestens drei. Wir werden nur den Fall untersuchen, dass
es keine exklusive Kante gibt, die inzident zu vg ist. Zusétzlich werden wir uns, wie in
Abschnitt [4.3] auf den Fall beschrinken, dass an einem Knoten maximal eine exklusive
Kante beginnt. Nun kann man, da die Einbettung des gemeinsamen Graphen fest ist, die
Beine der Spinne im Uhrzeigersinn anordnen. Zusétzlich wollen wir die Beine orientieren,
sodass wir beispielsweise sagen konnen, dass die Kante e das Bein 4 in v nach rechts

verldsst (vgl. Abbildung [4.15)).

Es gibt verschiedene Fille, wie zwei Kanten e;, e; zueinander liegen kénnen (vergleiche
Abbildung [4.15). Der erste Fall ist, dass deren Beine sich umschliefien (vergleiche €1, es in
Abbildung . Wir sagen in diesem Fall, dass e; und e; sich im Grofen umschliefien.
Kanten umschlieffen sich genau dann im Groflen, wenn die zyklische Anordnung der
entsprechenden Beine abba ist.

Der zweite Fall ist, dass eine alternierende Anordnung der Beine vorliegt (vergleiche es, e4
in Abbildung 4.15). Wir sagen in diesem Fall, dass e; und e; im Grofen alternieren.

Folgendes Lemma ergibt sich mit Lemma
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4.4. Gemeinsamer Graph ist Spinne

Abbildung 4.16: Der spezielle Fall, dass zwei Kanten genau ein Bein gemeinsam haben,
ist hier dargestellt. Dabei deutet die gestrichelte Kante an, in welchem
Fall sich die Kanten kreuzen. Im Punkt vy werden die restlichen Beine der
Spinne angedeutet.

Lemma 4.11. Sei der gemeinsame Graph zweier planarer Graphen eine Spinne.

In der kreuzungsminimalen, simultanen Zeichnung kreuzen sich im Grofien alternierende
Kanten genau einmal und im Groflen umschlieffenden Kanten nicht.

Als Erstes betrachtet man die im grofien alternierenden Kanten, falls sich dort ein gleich-
farbiges Paar findet, kénnen wir keine kreuzungsminimale simultane Zeichnung angeben.
Kantenpaare, die sich im Groflen umschlieen oder im Groflen alternieren, miissen nun fiir
die Kreuzungsminimierung nicht weiter betrachtet werden.

Nun verbleiben noch die Falle, bei welchen das Kantenpaar auf hochstens 3 Beinen lebt.
Fiir die Anzahl der Kreuzungen ist es in diesen Féllen offensichtlich wichtig, in welche
Richtung eine Kante ihre Knoten verlasst. Jedoch ist es irrelevant, ob die Kante im oder
gegen den Uhrzeigersinn gezeichnet wird, denn Doppelkreuzungen eines Kantenpaares
kénnen mit Lemma aufgelost werden. Fiir jeden Knoten, der inzident zu einer exklusive
Kante ist, muss somit eine bindre Entscheidung getroffen werden.

Falls das betrachtete Kantenpaar auf hochstens 2 Beinen lebt, erhalten wir genau die Félle,
die wir im Abschnitt |4.3| (,,Gemeinsamer Graph ist Pfad“) untersucht haben. Bei diesen
Féllen wissen wir genau, wann sich Kreuzungen ergeben. Es verbleibt der Fall, dass das
Kantenpaar auf genau 3 Beinen lebt. Dieser Fall ist in Abbildung dargestellt. In diesem
Beispiel ergibt sich eine Kreuzung genau dann, wenn die Kante e vg nach links verlasst. Die
Knoten, die, wie v, in einem Konflikt mit einer Kante stehen, nennen wir spezielle Knoten.

Wir erhalten eine kreuzungsminimale simultane Zeichnung mit derselben Idee wie im Fall,
als der gemeinsame Graph ein Pfad war. Man bildet einen Konfliktgraphen und liest aus
dem minimalen Schnitt in diesem die kreuzungsminimale, simultane Zeichnung ab. Aus dem
minimalen Schnitt (S, V*\ S) erhalten wir die kreuzungsminimale, simultane Zeichnung,
wie folgt. Sei v € S, so verlisst die exklusive Kante, welche inzident zu v ist, v nach rechts.
Ist v € V*\ S, so verlisst die entsprechende Kante v nach links. Der Konfliktgraph in
diesem Fall ist dhnlich zu dem aus Abschnitt Der gesuchte Schnitt ist jedoch etwas
komplizierter, da man noch die Bedingungen der speziellen Knoten erfiillen mochte.

Die Knoten des Konfliktgraphen sind gerade alle Knoten des gemeinsamen Graphen, die
inzident zu einer exklusiven Kante sind. Jedes alternierende oder umschliefende Kantenpaar
liefert, wie in Abschnitt eine Kante. Auch die Kantengewichte ergeben sich wie zuvor.
Das Vorzeichen des Kantengewichts hingt jedoch zusétzlich noch von der Lage der Kanten
beziiglich vy ab. Dieser Unterschied zwischen dem neuen Konfliktgraphen und dem aus
Abschnitt [4.3| wird durch Abbildung motiviert. Im Pfadfall (vgl. Abbildung links)
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4. Feste Einbettung des gemeinsamen Graphen

Pfadfall: negierter Pfadfall:
el
rechts links
[ L 4
U1 V2 VU3 Vo U4

links rechts

Abbildung 4.17: In dieser Abbildung ist dargestellt, wie exklusive Kanten beziiglich vg liegen
konnen. Hier ist der Fall, dass zwei Kanten umschliefSend liegen, gezeichnet.
Analog ergibt sich auch bei dem Fall, wenn die Kanten alternierend sind,
der negierte Fall, falls jeweils zwei Enden an einem gemeinsamen Bein
starten.

ergibt sich eine Kreuzung genau dann, wenn ej(v1) # e1(v2). Im negierten Pfadfall ergibt
sich genau dann eine Kreuzung, wenn es(v3) = e2(vy). Dies liegt daran, dass die Kante e
auf zwei Beinen lebt. Durch die Orientierung der Beine dndert sich somit das Vorzeichen
im Konfliktgraphen.

Die Forderung an die speziellen Knoten kann man in den Konfliktgraphen integrieren,
indem man Superknoten £ und r zu K hinzufiigt. Diese Knoten reprisentieren links und
rechts. Wir betrachten spéater nur die Schnitte in K, die £ von r trennen. Man verbindet nun
jeden speziellen Knoten fiir sich entweder mit dem Knoten ¢ oder r. Die Wahl héngt davon
ab, welche Richtung fiir die Kante im speziellen Knoten empfohlen wird. Legt der Schnitt
einen speziellen Knoten auf die andere Seite, so muss dafiir mit dem Kantengewicht bezahlt
werden. Als Kantengewicht auf diesen Kanten wihlt man die Anzahl an Kreuzungen,
die entstehen, falls die Kante das entsprechende Bein in die falsche Richtung verldsst. In
unserem Beispiel wiirden wir den Knoten v mit r verbinden. Als Kantengewicht wiirden
wir 1 wéhlen, da eine Kreuzung entsteht, falls e v; nach links verlasst.

Kurz zusammengefasst bildet man eine Konfliktgraphen, der die Gleichungen und Unglei-
chung, die durch alternierende und umschliefende Kantenpaare entstehen, darstellt. Dabei
muss man aufpassen, dass die Vorzeichen negiert sind, falls die betrachteten Kanten sich
beide Beine teilen. Durch das Hinzufiigen der Superknoten ¢ und r werden die Bedingungen,
die man an die speziellen Knoten stellt, dargestellt. Der konstruierte Konfliktgraph ent-
hélt nun alle relevanten Informationen, sodass man die Kreuzungsminimierung mit einem
minimalen Schnitt 16sen kann. Gesucht ist nun der Schnitt mit minimalem Gewicht in K
unter den Schnitten, die ¢ von r trennen. Dieser liefert eine kreuzungsminimale, simultane
Zeichnung durch folgende Festlegung. Sei der minimale Schnitt (S, V* \ S) mit r € S. Sei
v € S, so verlisst die exklusive Kante, welche inzident zu v ist, v nach rechts. Ist v € V*\ S,
so verldsst die entsprechende Kante v nach links.
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5. Feste Einbettung beider Graphen

In diesem Kapitel werden wir den Fall betrachten, dass die Einbettung der beiden Graphen
fest, der gemeinsame Graph 2-fach zusammenhéngend ist und exklusive Knoten erlaubt
sind. Wir erlauben exklusive Knoten, da die Kreuzungsminimierung ohne diese trivial ist.

Durch die Einbettung der beiden Graphen ist fiir jede Kante festgelegt, in welcher Facette sie
liegt. Es geht nun darum die exklusiven Knoten optimal zu positionieren. Die Kreuzungen
innerhalb einer Facette konnen unabhéngig von allen anderen Facetten minimiert werden.
Wir betrachten deshalb im Folgenden nur die Graphen eingeschrénkt auf eine Facette. Da
der gemeinsame Graph 2-fach zusammenhéngend ist, ergibt sich die Problemstellung wie
in Abbildung dargestellt.

Abbildung 5.1: In dieser Abbildung ist eine Zeichnung des gemeinsamen Graphen einge-
schréankt auf eine Facette zu sehen.
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Ausgangssituation: v1 und v sind zusammengefasst:
K7 K7
1 1
01 Y2 w12,
g g
Ky Ky
g g
K3 K3
T T
K; K;
T T
K3 K3
g g
K; K;

Abbildung 5.2: Diese Abbildung veranschaulicht das Zusammenfassen der benachbarten
Andockstellen. Links ist die Ausgangsstellung zu sehen. Rechts sind die
Knoten v; und vo zusammengefasst worden. Durch das Zusammenfassen
verandert sich die simultane Kreuzungszahl nicht.

Ein Knoten des gemeinsamen Graphen heifit rote Andockstelle, wenn eine rote Kante
inzident zu diesem Knoten ist. Analog definiere ich griine Andockstelle. Ich beschrinke
mich auf den Fall, dass verschiedenfarbige Kanten verschiedene Andockstellen besitzen. In
diesem Fall nenne ich zwei gleichfarbige Andockstellen vy, vo benachbart, falls es einen Pfad
von v9 nach v auf dem gemeinsamen Graphen gibt, der keine andersfarbige Andockstelle
iibergeht. Die fiinf roten Andockstellen rechts in Abbildung sind zum Beispiel paarweise
benachbart. Die ,benachbart“-Relation ist eine Aquivalenzrelation.

Wir werden im Folgenden jede Aquivalenzklasse durch einen Knoten ersetzen. Dies er-
halten wir indem wir nacheinander benachbarten Knoten zusammenfassen. Durch diese
Kontraktionen dndert sich die simultane Kreuzungszahl nicht. Deswegen werden wir im
Folgenden nur noch den Fall betrachten, dass die Aquivalenzklassen jeweils nur einen
Knoten enthalten. Durch die Kontraktion kéonnen Kantengewichte ungleich 1 entstehen

(vergleiche Abbildung|5.2).

Sei K{,K3,... K}, ,K{,K{,... K§_ecine disjunkte Reprisentation der einelementigen Aqui-
valenzklassen. Sei K] = {v]}. Die Zahl n, ist offensichtlich gleich grofl wie n,, falls ng4
grofler als eins ist, da sich entlang des Kreises rote und griine Klassen abwechseln. Im
Folgenden werde ich die Anzahl der Aquivalenzklassen auch den Verwebungsgrad der Facette
nennen. Ebenso werde ich abkiirzend ¢ (= ny = n,) fur den Verwebungsgrad verwenden.
Anschaulich wird das Problem schwieriger je gréfler ¢ ist.

5.1 Verwebungsgrad bis zu 2

Offensichtlich sind exklusive Graphen, die keine Andockstelle besitzen, ohne Kreuzungen
einbettbar. Im Folgenden nehme ich also an, dass sowohl der rote, als auch der griine Graph
zusammenhangend sind.

Der Fall, dass ngy = 1 und n, = 0 ist, ist trivial, da in diesem Fall innerhalb der Facette
nur rote Kanten liegen.

Der Fall, wenn ¢ eins ist, kann einfach und ohne Kreuzungen gelést werden, indem man
den roten und griinen Graphen separat innerhalb des Graphen einbettet. Die Félle ¢ = 2
und g = 3 werden durch geschickte Schnitte gelost.

Im Fall ¢ = 2 konnen rot-griine Kreuzungen entstehen, vergleiche Abbildung Um
diese minimal zu halten, versucht man die Graphen an ihren dinnsten Stellen aneinander
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vorbeizufithren. Man sucht also den minimalen Schnitt im exklusiven, roten Graphen, der
v] von v5 trennt. Das Gleiche bendtigt man auch in dem griinen, exklusiven Graphen. Sei
der Wert dieses Schnittes im roten Graphen £, und im griinen Graphen k.

Lemma 5.1. Sei der gemeinsame Graph der planaren Graphen G1 und Go 2-fach zusam-
menhdngend. Seien G1 und Go zweifach verwobene Graphen, dann gilt:

In der kreuzungsminimalen, simultanen Zeichnung ergeben sich genau ky - k. Kreuzungen
innerhalb der betrachteten Facetle.

Beweis. Nach dem Satz von Menger gibt es k, kantendisjunkte Wege von v] nach v5.
Ebenso gibt es k, kantendisjunkte Wege von v{ nach v§. Jeder einzelne kantendisjunkte,
griine Weg muss alle roten Wege kreuzen, damit ergeben sich mindestens £, - k, Kreuzungen.

Beiden Schnitte erzeugen Zusammenhangskomponenten um die Andockstellen. Indem man
diese Zusammenhangskomponenten zum Rand ,zieht“, erhdlt man in der Mitte der Facette
ein Schachmuster mit gerade ky - k, Kreuzungen. Die Gleichheit erhélt man somit, indem
man die beiden Graphen an deren diinnsten Stelle aneinander vorbeifiihrt. O

5.2 Verwebungsgrad ist 3

Als letzten Fall werde ich ¢ = 3 betrachten. Ich werde eine 6-Approximation fiir diesen Fall
angeben. Um die Lesbarkeit zu verbessern, werde ich die roten Klassen mit a bis ¢ und die
grinen mit z bis z bezeichnen. Auf dem Kreis haben wir die Anordnung a, x,b,y, ¢, z.

Alle Schnitte im exklusiven roten Graphen, die a von b und c trennen, fasse ich zu der
Menge C, pue zusammen. Die Schnitte mit minimalem Gewicht aus C, . vereinige ich
zu der Menge MC, p.. Zunichst mochte ich zeigen, dass es Schnitte mc, pue € MC puc,
mcy que € MGy que und me qup € MC qup gibt, die sich paarweise nicht kreuzen. In Kapitel
findet man die Definition, wann zwei Schnitte sich kreuzen.

Lemma 5.2. Es existieren mcg pue € MCq puc, mcp que € MCyp que und me qup € MCe g,
die sich paarweise nicht kreuzen.

Beweis. Sei MCqpue = {(S1,V \ S1),...,(Sk,V \ Sk)}, wobei ohne Einschrénkung der
Allgemeinheit a € Si,... Sk gilt. Wahle nun ¢ € {1,...,k} so, dass |S;| < |S1],...,|Sk|-
Nun ist mcg pue :=(5;, V' \ ;). Analog definieren wir mcy 4 und mc. q . Wir zeigen, dass
jede Kreuzung zwischen diesen Schnitten einen Widerspruch liefert.

Angenommen mc, p. und mc, 4 kreuzen sich, dann werden die Knoten nach Definition in
vier nichtleere Teilmengen aufgeteilt. Ich werde diese Teilmengen, wie in Abbildung mit
A, B,C und R bezeichnen. In dem Gebiet R liegt weder a noch b noch ¢ und R steht fiir
Rest. Wéhle nun ¢, und ¢, wie in Abbildung angegeben. Offensichtlich gilt ¢, € Cq pue
und c. € C¢ qup. Ich zeige durch Abzéhlen, dass die Schnitte ¢, und ¢, wiederum minimal
sind. Die Anzahl der Kanten die von X nach Y gehen, werde ich mit [X, Y] notieren. Als
Wert des Schnittes ¢, erhédlt man [A, B] + [A, C] + [A4, R]. Der Wert des Schnittes c. ist
C, Al +[C,B] + [C,R].

Wir nehmen nun an, dass die kreuzenden Schnitte mc, . und mey 4. zusammen einen
echt kleineren Wert haben.

[A,B]+[A,C]+ [B,R|+ [C,R|+[A,R]+ [B,R]+ [A,C] + [B, (]

‘ mMCq bUc I |ch,an |

<[A,B]+[A,C]+[A, R+ [A,C]+ [B,C]+ [C, R]

|cal lccl
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Abbildung 5.3: In dieser Abbildung wird veranschaulicht, welche Schnitte zu wéhlen sind,
falls sich zwei Schnitte mit minimalem Wert schneiden.

ey mc;

\/

mecy ¢

Abbildung 5.4: In dieser Abbildung sind die Schnitte im dualen Graphen veranschaulicht.
Es gibt verschiedene Félle, wie die Knoten z, y, z zueinander liegen kénnen.
Der Knoten x liegt in dieser Darstellung zum Beispiel entweder links oben
oder oben in der Mitte.

Daraus folgt [B, R] 4+ [B, R] < 0. Dies ist ein Widerspruch. Es gilt somit Gleichheit in
Ungleichung da sowohl mc, p . als auch mc, 4 minimale Schnitte aus C, yu. bzw.
CQan Sind.

Nun ist aber ¢, ein minimaler Schnitt mit einem echt kleineren Bereich, der a enthélt.
Dies ist ein Widerspruch zu der Konstruktion von mc, y .. Somit erhalt man, dass kein
Schnittpaar sich kreuzen kann. O

Alle Schnitte im exklusiven griinen Graphen, die x von y trennen, fasse ich zu der Menge
Cy,y zusammen. Die Schnitte mit minimalem Gewicht in C,, vereinige ich zu der Menge
MC; 4. Sei mc,,, € MC, .

Im Folgenden werden wir mit dem dualen Graphen des exklusiven griinen Graphen arbeiten.
Ein Schnitt wie mc, , entspricht im dualen Graphen einem einfachen Kreis. Man erhalt den
Kreis, indem man die Facetten, die an die Kanten von S nach V'\ S angrenzen, verbindet.
Der Kreis fiir mc, , ist einfach, da der Wert eines Schnittes, der im dualen Graphen nicht
von einem einfachen Kreis représentiert wird, nicht minimal ist. Angenommen mc, , wird
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im dualen Graphen nicht von einem einfachen Kreis repriasentiert. Wéahle nun den vom
Gewicht kiirzesten, einfachen Kreis, der x umschliet. Der Schnitt, der von diesem Kreis
reprasentiert wird, hat nun echt kleineres Gewicht wie mc; ,. Die Linge des Kreises ist ja
genau der Wert des Schnittes.

Die drei Kreise sind in Abbildung dargestellt. Ich werde nun zeigen, dass die minimalen
Schnitte mcg , mcy ., mc, . so gewédhlt werden konnen, dass das Gebiet, welches innerhalb
aller Kreise liegt, leer ist. Danach werde ich auf Grundlage dieser Anordnung durch Zuweisen
von Gebieten eine Zeichnung angeben, die hochstens eine gewissen Anzahl an Kreuzungen
hat.

Lemma 5.3. Die Schnitte mc,,, mc, », mc, ., konnen so gewdhlt werden, dass kein Knoten
innerhalb aller Kreise liegt.

Beweis. Falls die drei Kreise, welche die Schnitte représentieren, sich nicht {iberschneiden,
sind wir fertig. Es ist also nur der Fall zu untersuchen, dass sich die Kreise, wie in
Abbildung dargestellt, iiberlappen. Dabei konnen einzelne Gebiete auch keine Knoten
enthalten.

Als ersten Fall werde ich betrachten, dass ein Knoten auflerhalb der beiden anderen Kreise
liegt. In diesem Fall kann man, wie in Abbildung links dargestellt, das Gebiet in der
Mitte leeren, ohne den Wert der Schnitte zu dndern. Man kann die Schnitte, wie angegeben,
umlegen, da sowohl der braune Kreis als auch der schwarze Kreis einen minimalen Schnitt
reprasentiert. Wiirde man nun annehmen, dass der Halbmond um y in Abbildung
keinen minimalen Schnitt mehr représentiert, so wéire der gepunktete Pfad von u nach v
echt kiirzer. Dies ist jedoch ein Widerspruch dazu, dass der Schnitt mc; ., minimal ist.

Der zweite Fall ist, dass kein Knoten auflerhalb der beiden anderen Kreise liegt. Dies
ist genau dann der Fall, wenn alle Knoten in zwei Kreisen liegen. In diesem Fall kann
man die Schnitte, wie rechts in Abbildung zu sehen ist, umlegen. Die angegebenen
Kreise reprisentieren immer noch minimale Schnitte, da mc/, ,, mc’z’y und mcgyx zusaminen
maximal so grof} sind wie mc, ., mc,, und mc, ;. Dies liegt daran, dass die Lange der

Kreise der Grofle der Schnitte entspricht. O

Theorem 5.4. Sei der gemeinsame Graph der planaren Graphen Gi und G 2-fach
zusammenhdngend, die Finbettung beider Graphen fest und q = 3. Dann gilt fir die
Kreuzungen innerhalb der betrachteten Facette:

max{|mezz | - | mcqpue |, | meay | - | mepaue |, [ mey,. |- [mecaun [} < crgp(Gr, Ga2)
<2 (|megz | - [megpue | + | megy | - [mepaue | 4+ [ mey,. | - [meeau [) =:n0

Beweis. Ich werde zuerst die untere Schranke begriinden. Dabei 16st man den Fall mit
q = 3, indem man das Ergebnis im Falle ¢ = 2 verwendet.

Wenn man dem Knoten z zusétzlich erlaubt sich vom Rand zu 16sen, so erhoht sich die
simultane Kreuzungszahl nicht, da man nun mehr Freiheiten hat. In dem Fall, wenn man
z erlaubt den Rand zu verlassen, befinden wir uns in dem Fall ¢ = 2. Nach Lemma
ergeben sich in diesem Fall genau | mc, | - | mcp quc | viele Kreuzungen. Erlaubt man nun
entsprechend x bzw. y sich vom Rand so 16sen, so erhélt man die beiden anderen Produkte
als untere Schranken.

Ich werde die obere Schranke durch das Angeben einer Zeichnung zeigen. Sei ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit |mcg puc | > | mep que |, | mcequp | und [ meg pue | > 0 . Nach
Lemma kann ich annehmen, dass es nur sieben der acht mdoglichen Gebiete gibt. Seien
die Schnitte und Gebietsnamen, wie in Abbildung angegeben. Wir legen zusétzlich
X=X, UX,)Y =Y, UY, und Z = Z, U Z, fest. Es ergeben sich folgende Werte fiir die
minimalen Schnitte:
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Falls y auBen liegt: Spezialfall:
mc), mc,,. U omch
/e
mey, ;. : mc,

Abbildung 5.5: In dieser Abbildung ist links die mégliche Vereinfachung, falls ein Knoten
auflen liegt, veranschaulicht. Die urspriingliche Lage wird dabei gepunktet
dargestellt. Was in dem Fall passiert, wenn alle Knoten innen liegen, ist
rechts dargestellt. Beiden Umformungen liefern minimale Schnitte mit den
gewlinschten Eigenschaften.
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Abbildung 5.6: In dieser Abbildung sind die minimalen Schnitt dargestellt. Diese teilen die
Knotenmenge nach Lemma in maximal sieben Gebiete auf. Die Namen
leiten sich von der Lage der Gebiete beziiglich der Schnitte ab. Der Knoten
x zum Beispiel kénnte auch in dem Gebiet X, liegen.
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Abbildung 5.7: In dieser Abbildung ist die Platzieren der roten und grinen Knoten verein-
facht dargestellt. Damit diese Zeichnung lesbar bleibt wurde zum Beispiel
nur mcg pue notiert. Zusatzlich wurde angedeutet, wie die Kanten zwischen
Z und X zu verlaufen haben, damit die Planaritéit sichergestellt ist.

L | meas | = (X, 2]+ [X,Ya] 4+ (X, B 4 [Va, 2] + [Va, Y] + Vi, R
2. ‘mcyvz‘ - [K Z] + [Y7 XZ] + [XZN Z] + [Xy7Xz] + [R7 Z] + [RaXz]
3. |megy | = [ X, Y]+ [X, Z)| + [Z2, Y] + [Zs, Zy] + [R, Y] + [R, Z,)]

Da in Lemma gezeigt wurde, dass die roten Schnitte kreuzungsfrei gewahlt werden
kénnen, kénnen wir den roten Graphen, wie in Abbildung dargestellt, zeichnen. Die
Aufgabe besteht nun darin die griinen Knoten so zu platzieren, dass sich die Anzahl an
Kreuzungen kleiner als die obere Schranke bleibt.

Dafiir platziert man zum Beispiel alle Knoten zu z, die bei mc; , und mc, . auf der Seite
von zx liegen. Dies sind gerade alle Knoten aus der Menge X (vergleiche Abbildung .
Die Knoten, die durch diese Vorschrift keinem Gebiet zugeordnet werden koénnen, platziert
man zu y. Diese Knoten sind gerade die Knoten aus der Menge R. Man platziert diese zu
y, da man der breitesten Verbindungsstrecke mc, . entgehen maochte.

Durch Nachrechnen werden wir zeigen, dass wir bei dieser Platzierung maximal no Kreu-
zungen haben. Dabei bezeichne ich die Anzahl der Kanten, die von X in das Gebiet um y
laufen, mit txy (¢ wie ,travel®).

1 txz= [X, Z]
2. txy = [X,Y]+ X, R]
3. tY,Z = [Y, Z] + [Z, R]

Um die Planaritédt des griitnen Graphen sicherzustellen, lasse ich alle Kanten, die von X
nach Z gehen, das Gebiet um y passieren. Warum dies manchmal notwendig ist, zeigt
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Abbildung 5.8: Durch dieser Abbildung wird motiviert, warum die Kanten von X nach Z
nicht immer direkt verlaufen kénnen.

Abbildung Durch die Wahl der Schnitte wird v, in die Menge R verschoben. Durch
das Platzieren von v, zu Y kann die Kante e nicht direkt von X nach Z laufen.

Ich werde fiir den Rest des Beweises abkiirzend w qup filr | mc. qup | schreiben. Es ergeben
sich in unsere Zeichnung ng Kreuzungen (vergleiche Gleichung .

ns =tx,z - (Whaue + Weaup) + XY - Whaue + ty,z - Weaub
= [X, Z] . (wb,aUc + wc,aub) + ([X; Y] + [X7 R]) * Wh,aUc + ([Y’ Z] + [Z; R]) * We,aUb (52)
= ([X7 Z] + [Xv Y] + [Xv R]) * Wy,aUc + ([Xa Z] + [Y’ Z] + [Za R]) * We,aUb

Nun ist noch zu zeigen, dass dies hochstens den Wert np annimmt. Der Wert der oberen
Schranke ist in Gleichung genauer aufgezeigt.

no =2 (MCy 2 W pue + MCay “Wh aue + MEy_» “We qUb)
=2-([X,Z] + [X, V2] + [X, R] + [Yz, Z] + [Ya, V2] + [Ya, R]) - wa puc
+2- ([X, Y]+ [X, Zy] + [Z, Y] + [Za, Zy] + [R, Y] + [R, Zy]) - whaue
+2-([Y, Z] + [Y, Xo| + [Xy, Z] + [Xy, Xo] + [R, Z] + [R, X:]) - we,aup

Wir nehmen an, dass ng echt grofere sei wie np. Nun kann man in den einzelnen Summanden
kiirzen.
0>2-([X,Z]+ [X,Y.] + [X,R] + [V, Z] + [V, Y.] + [V, R]) bleibt bei wg pue stehen.

(X, Z;] + [ X,R] > [ X,)Y|+ [X,Z,) + 2 ([Zs,Y] + [Zs, Zy] + [R, Y] + [R, Z,]) bleibt bei
Wh,que erhalten.
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(X2, Z) > V. 2+ X, Z] + R Z]4+2- (Y, X.]+ X, X_|+ R, X_]) bleibt bei w, 45 stehen.

Nun erhilt man einen Widerspruch, wie in den Umformungen bei und aufgezeigt.

0+ (X, Zz] + [X,R]) - wpque + [ Xz, Z] - we,qup
>2'([XaZ]+[X>Yz]+{XvR]“‘[YmaZ] [YI,Y] [ x5 R]
(X Y]+ X, Zy] + 2 ([Z2, Y] + [Ze, Zy) + [R, Y] + [R, Z,])
+([Y: 2]+ [Xy, Z] + [R, Z] + 2 ([Y, Xo] + [Xy, Xo] + [R, X2])

Wq, bUc

) -
) Wp,aUc (54)
) -

We,aUb

- ([X7 Z:c]+[X7R]+[Xz7Z])’wa,bUc Z ([X7 Zx]+[X7R])’wbaUc [Xz Z] ’wc,an

o (X, 2]+ [X,Y.] + [X, R + [Ya, Z] + Yo, Vo] + [Ys, B

+H(X, Y+ [X,Z)) +2- (2, Y]+ [Zs, Zy) + [R,Y] + [R, Z,)

IV, Z) + (X, 2] + [R, 2]+ 2+ (IY, X.] + [X,, Xo] + [R, X
22'([X7Z]+[X>Yz}+[XvR]‘F[YzaZ]‘F[Y:raY] [Yx

* Wa,bUc

)

)) * Wh,aUc
)) * We,aUb
]) * Wa,bUc

= ([X’ Zx] + [Xv R] + [szZ]) * Wa,bUc
>2- ([X Z] + [vaz} + [Xv R] + [YzaZ] + [Yxayz] + [YxaR]) * Wa,bUc

= [X,Z,]+ [X,R] + [X., Z]
>2- (X, Z] + [X,Y.] + [X,R] + [Ya, Z] + [Ya, V2] + [Ya, R])

= [X,Z,] +[X., Z]
> [X,R) +2- (X, Z) + [X, Y] 4 [Ya, 2] + [Ya, Yi] + [V, R)

— [X,Z,] +[X., Z]
> [X, R+ [X, Zo] + [X, Zy] + [Xy, Z] + [ Xz, Z] 42 ([X, V2] + [Ya, Z] + [Ya, Y2 + [Ya, R))

2[X,7]

— 0> [X,R] +[X,Z,) + [X,, Z) + 2+ (X, Y.] + [Va, Z) + [V, V2] + [Ya, R])4
(5.5)

O]
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6. Zusammenfassung

Zu Beginn dieser Bachelorarbeit wurde gezeigt (vergleiche Lemma , dass die Kreu-
zungsminimierung sehr viel komplizierter wird, falls der gemeinsame Graph aus mehreren
Zusammenhangskomponenten besteht. In diesem Fall kann es fiir die Anzahl der Kreuzungen
optimal sein, dass sich Kantenpaare doppelt kreuzen. Da diese Fille sehr viel schwieri-
ger zu untersuchen sind, haben wir uns danach fast nur noch mit zusammenhéngenden
gemeinsamen Graphen beschéftigt.

In Kapitel [3] wurde gezeigt, dass die Kreuzungsminimierung im allgemeinen Fall N'P-
vollstdndig ist. Dabei wurde im Beweis stark ausgenutzt, dass der gemeinsame Graph nicht
zusammenhidngend war. Daher ist ein sehr interessantes offenes Problem, wie kompliziert
der gemeinsame Graph werden darf, bevor die Kreuzungsminimierung N P-vollstindig
wird. Dazu kann man sich die Félle gemeinsamer Graph ist zusammenhéngend, besteht
aus zwei Zusammenhangskomponenten anschauen.

Rot-griine Kreuzungen kénnen somit im Allgemeinen nicht effizient minimiert werden. Um
positive Resultate zu erhalten, haben wir die betrachteten Graphen weiter eingeschréankt. In
Kapitel |4| wurden nun verschiedene, zusammenhédngende gemeinsame Graphen betrachtet.
Zusétzlich wurden keine exklusiven Knoten erlaubt. Falls der gemeinsame Graph ein Kreis
ist, kann man die Kreuzungsminimierung iiberfithren in das Finden eines maximalen
Schnittes in einem Kreissehnengraph. Wie kompliziert das Finden eines solchen Schnittes
ist, ist jedoch ein offenes Problem. Falls der gemeinsame Graph ein Pfad ist, erhdlt man
die kreuzungsminimale simultane Zeichnung, indem man einen minimalen Schnitt findet.
Zusammenfassend fiir dieses Kapitel lasst sich festhalten, dass die Kreuzungsminimierung
selbst bei der Einschriankung auf spezielle gemeinsame Graphen mit meinen Anséitze so
schwer wie das Finden eines besonderen Schnittes in einem speziellen Graphen ist. Fiir diese
Arbeit wére es interessant zu wissen, wie komplex das Finden eines maximalen Schnittes in
diesen speziellen Graphenklassen ist. Fiir den Fall, dass der gemeinsame Graph ein Kreis
ist, miisste man maximale Schnitte in Kreissehnengraphen untersuchen.

In Kapitel 5 haben wir eine andere Problemstellung betrachtet. In diesem Kapitel lag
die Einbettung der beiden Graphen bereits fest. Zusétzlich haben wir den gemeinsamen
Graphen als 2-fach zusammenhéngend vorausgesetzt. Ohne exklusive Knoten ist in diesem
Fall keine Kreuzungsminimierung moglich. Wir haben somit in diesem Kapitel exklusive
Knoten erlaubt. In diesem Fall lisst sich die Kreuzungsminimierung durchfiihren, indem
man jede Facette fiir sich minimiert. Wir haben die Komplexitit von Kreuzungsminimierung
bis zum Verwebungsgrad 3 betrachtet. Fiir den Fall ¢ = 2 haben wir einen optimalen

45



6. Zusammenfassung

Algorithmus kennengelernt. Im Fall ¢ = 3 haben wir eine 6-Approximation erhalten. Kann
man auch fiir grofleres ¢ eine Approximation finden? Kann man vielleicht sogar eine ¢-(g—1)-
Approximation beweisen? Es konnte auch ein gy geben, sodass die Kreuzungsminimierung
fiir den Verwebungsgrad qo schwer ist.

Um eine kreuzungsminimale Zeichnung eines nicht planaren Graphen G = (V,E) zu
erhalten, ist folgende Vorgehensweise ein probates Mittel. Man sucht sich zuerst eine
planaren Teilgraphen T' = (V, E’) von G so, dass durch Hinzufiigen einer beliebigen Kante
e € E\ E' der Graph 7" = (V, E' Ue) nicht mehr planar ist. Nun fiigt man nacheinander die
fehlenden Kanten kreuzungsminimal ein [GMWO1]. Die in Kapitel 5/ verwendete Methode
konnte bessere Ergebnisse liefern, falls man eine Zerlegung von G in zwei planare Graphen
findet und diese in einem Schritt zusammenfiigt.
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