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Zusammenfassung

Minimum-Contamination-Probleme treten im Bereich der Schadsoftwarebekdmpfung in
Netzwerken auf. Wird ein Netzwerkknoten kontaminiert, das heif3t mit einem Virus oder
dhnlichem infiziert, soll durch Blockieren von Kanten die durchschnittliche Ausbreitung
des Virus minimiert werden. Minimum-Contamination-Probleme lassen sich als Graph-
Probleme beschreiben und treten auch als Teilprobleme im Bereich des Clusterns von
Graphen auf. Das Clustern von Graphen beschéftigt sich damit stark zusammenhin-
gende Substrukturen, so genannte Cluster eines Graphen, zu definieren und zu finden.
Ein bekannter Ansatz besteht darin eine Zielfunktion zu optimieren, die jeder méglichen
Clusterung eines Graphen einen Wert zuweist. Das wohl populirste Beispiel fiir eine
solche Zielfunktion ist die von Newman und Girvan vorgestellte Zielfunktion MODULA-
RITY[NGO4]. Eine zu MODULARITY alternative Zielfunktion stellt das von Aldecoa und
Marin vorgestellte Mafl SURPRISE dar, insbesondere, da SURPRISE-optimale Clusterungen
Vorteile gegeniiber Clusterungen haben, die durch MODULARITY-Optimierung entstehen

AM11} [AM13].

Diese Arbeit widmet sich der theoretischen Analyse von SURPRISE-optimalen Clusterun-
gen und der Losung von Minimum-Contamination-Problemen auf verschiedenen Klassen
von Graphen. Fiir Pfade werden Algorithmen mit polynomieller Laufzeit, sowohl zur
Losung des Wertproblems zu SURPRISE, als auch zur Losung von Minimum-(Average)-
Contamination-Problemen angegeben. Nachdem Verbindungen zwischen den Bereichen
der Minimum-Contamination-Probleme und dem Graphclustern durch MODULARITY- bzw.
SURPRISE-Optimierung aufgezeigt werden, wird ein dynamischer Algorithmus angege-
ben, der SURPRISE auf Bdumen durch das Losen des gewichteten Minimum-Average-
Contamination Problems optimiert. AbschlieBend wird die N'P-Schwere von Minimum-
Average-Contamination-Problemen fiir planare Graphen gezeigt.
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1. Einleitung

Minimum-Contamination-Probleme treten im Bereich der Schadsoftwarebekémpfung in
Netzwerken auf KSMO0g]. Ist ein Netzwerkknoten mit einem Virus infiziert worden,
stellt sich die Frage, wie eine groffiraumige Ausbreitung des besagten Virus, mittels Abtren-
nen von Verbindungen zwischen Netzwerkknoten, verhindert werden kann. Unabhingig
von dieser praktischen Anndherung kénnen Minimum-Contamination-Probleme als Pro-
bleme der Graphentheorie aufgefasst werden. Bei den in dieser Bachelorarbeit betrachteten
Minimum-Average-Contamination- Problemen geht es darum, die Summe der Quadrate der
Gewichte entstehender Zusammenhangskomponenten zu minimieren, wenn eine feste An-
zahl an Kanten eines gegebenen Graphen geloscht wird. Hauptaugenmerk dieser Arbeit
ist die theoretischen Analyse von Minimum-Contamination-Problemen, wenn fiir den ge-
gebenen Graphen Einschrankungen gelten, er beispielsweise planar ist oder Baumstruktur
hat.

Graph Clustering befasst sich mit dem Finden von stark in Beziehung stehenden Sub-
strukturen, so genannten Clustern, eines Graphen. Es besitzt viele Anwendungsgebiete,
die vom Extrahieren von Communities aus sozialen Netzwerken [NGO04] [AMMO5], bis hin
zum Aufteilen von Programmcode auf Hardwareressourcen reichen [KM77,[ACSGO01]. Mo-
tiviert durch zahlreiche Anwendungsgebiete existieren eine Vielzahl von Ansédtzen, um
stark zusammenhéngende Teilbereiche eines Graphen zu charakterisieren und zu finden.
Fortunato bietet eine Ubersicht iiber mégliche Verfahren und Ansétze [Forl0]. Eines der
bekannteren Beispiele fiir eine Definition von Clustern ist das, von Newman und Girvan
eingefiihrte, Clustern mittels MODULARITY-Optimierung [NGO04]. Hierbei stellen Cluster
disjunkte Teilmengen der Knotenmenge eines Graphen dar, fiir die es gilt eine Zielfunktion
MODULARITY zu optimieren, die jeder moglichen Clusterung einen reellen Wert zuweist.
Uber die Optimierung von MODULARITY gibt es viele Arbeiten. Diese decken sowohl den
Bereich der theoretischen Analyse [NG04, [DT| [GSW11, BDG'07], als auch praktische
Umsetzungen [CNMO04, BGLLO8| mittels Heuristiken ab.

Ebenfalls disjunkte Cluster von Knoten zugrunde legend, bietet die von Aldecoa und Marin
in [AM11] eingefiihrte Zielfunktion SURPRISE eine Alternative zu MODULARITY. Im Ge-
gensatz zu MODULARITY existieren fiir SURPRISE wenig theoretische Analysen, was Kom-
plexitdt und optimale Losungen auf speziellen Klassen von Graphen anbelangt. Aldecoa
und Marin legen dar, dass das Optimieren von SURPRISE in vielen Fillen bessere Resul-
tate liefert als das Suchen von Clustern mittels MODULARITY-Optimierung AM13].
Obgleich diese Aussage auf der Verwendung von Heuristiken und Metaheuristiken beruht,
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macht sie eine theoretische Analyse des Clusterns von Graphen mittels SURPRISE interes-
sant. Kappes et. al. machen diesbeziiglich erste Schritte und zeigen neben weiteren wich-
tigen Eigenschaften der Funktion, dass SURPRISE-Optimierung auf allgemeinen Graphen
NP-vollstindig ist [FKW14]. AuBlerdem geben sie exakte Losungen fiir kleine Graphen,
zum Beispiel Badume, an. Hierbei kommen Verbindungen zum Bereich von Minimum-
Contamination-Problemen zum Tragen, da SURPRISE-Optimierung auf Badumen durch Lo-
sen des ungewichteten Minimum-Contamination-Problems erreicht werden kann.

1.1 Ergebnisse dieser Arbeit

In dieser Bachelorarbeit wird sowohl das gewichtete Minimum-Average-Contamination-
Problem, als auch SURPRISE auf Pfaden und einfachen Kreisen untersucht. Es wird ein po-
lynomieller Algorithmus angegeben, der das gewichtete Minimum-Average-Contamination-
Problem optimal auf Pfaden und Kreisen 16st, sowie eine Teilcharakterisierung einer opti-
malen SURPRISE-Clusterung erreicht. Dariiber hinaus wird zur Losung des gewichteten
Minimum-Average-Contamination-Problems auf Béumen ein dynamischer Algorithmus
entwickelt, der im allgemeinen Fall pseudopolynomielle Laufzeit, fiir den Spezialfall des
ungewichteten Minimum-Average-Contamination-Problems aber polynomielle Laufzeit be-
sitzt. Dieser Algorithmus wird anschlieend verwendet, um einen Algorithmus anzugeben,
der das Wertproblem zu SURPRISE auf Biumen in O(n®) Zeit 16st. Der Algorithmus zur
SURPRISE-Optimierung auf Bdumen erscheint zusitzlich in der Arbeit [FKW14]. Durch
die Beziige zwischen SURPRISE-Optimierung und dem ungewichteten Minimum-Average-
Contamination-Problem auf Bdumen inspiriert, werden Verbindungen zwischen dem Clu-
stern von Graphen mittel MODULARITY- und SURPRISE-Optimierung, sowie Minimum-
Average-Contamination- Problemen erldautert und anschlieend gezeigt, dass sowohl das
ungewichtete, als auch das gewichtete Minimum-Average-Contamination-Problem auf pla-
naren Graphen NP-schwer ist.

1.2 Verwandte Probleme und Abgrenzung

Auf Bdumen bestehen Minimum-Average-Contamination-Probleme darin, eine feste An-
zahl an Kanten des Baumes zu loschen, sodass die Summe der Quadrate der Kompo-
nentengewichte, im durch das Loschen der Kanten entstehenden Waldes, minimal wird.
Ein sehr dhnliches, obgleich mit weniger Aufwand zu lésendes Problem ist das so ge-
nannte Tree-Partitioning-Problem. Es besteht darin aus einem gegebenen Baum eine
moglichst kleine Anzahl an Kanten zu loschen, sodass alle Zusammenhangskomponen-
ten im entstehenden Wald ein Maximalgewicht nicht iiberschreiten. Erstaunlich ist, dass
sich das Tree-Partitioning-Problem in linearer Laufzeit 16sen lédsst, wohingegen es
schwierig erscheint einen Algorithmus zu finden, der das ungewichtete Minimum-Average-
Contamination-Problem mit besserer Laufzeit als O(n%) 16st.

Ein Problem, das ebenso wie Minimum-Contamination-Probleme aus dem Bereich der
Schadsoftwarebekimpfung stammt, ist das so genannte Sum-Of-Squares-Partition-Problem.
Der Unterschied besteht darin, anstatt Kanten ganze Knoten aus einem Netzwerk zu 16-
schen, sodass die Summe der Quadrate der entstehenden Clustergroflien minimiert wird
[ACY06]. Trotz der dhnlichen Struktur des Problems, gibt es, was die Losbarkeit betrifft,
keine offensichtlichen Verbindungen zu Minimum-Contamination-Problemen.

Ebenso #hnlich ist das Graph-Partitionierungs-Problem(GPP), das darin besteht, die Kno-
tenmenge einen Graphen in k disjunkte Teilmengen fester Grofie zu zerlegen, sodass die
Summe aller Kantengewichte von Kanten, die zwischen je zwei Teilmengen verlaufen, mi-
nimiert wird. Analog zu Minimum-Average-Contamination-Problemen, liegt der Schwer-
punkt im Graph-Partitionierungs-Problem darin, die Knoten eines Graphen gleichmafig
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auf disjunkte Teilmengen zu verteilen. Wahrend GPP die gleichméflige Verteilung der
Knoten als harte Vorbedingung enthélt und die Anzahl, bzw. das Gewicht der zu schneiden-
den Kanten zwischen Clustern variabel ldsst, wihlen Minimum-Average-Contamination-
Probleme eine feste Anzahl an Kanten, die maximal geschnitten werden diirfen, sodass die
resultierenden Cluster moglichst gleichméfiige Grofle haben. Das Graph-Partitionierungs-
Problem tritt unter anderem im Bereich des Parallelrechnens beim Aufteilen von Ressour-

cen auf .

Correlation Clustering stellt ebenfalls eine dhnliche Problemstellung zu Minimum-Average-
Contamination-Problemen dar. Gegeben ein vollstdndiger Graph mit Kantenbeschriftun-
gen” +7 und 7 — 7 soll eine Clusterung des Graphen gefunden werden, sodass moglichst
viele mit 7 4+ 7 beschriftete Kanten innerhalb von Clustern liegen und moglichst Kanten,
die mit 7 — 7 beschriftet sind, zwischen Clustern verlaufen [BBC04]. Zusitzlich sollen
mogliche Fehlzuweisungen, also ” + ”-Kanten auflerhalb von Clustern und 7 — ”-Kanten
innerhalb von Clustern minimiert werden. Ebenso wie beim Problem GPP offenbart sich
keine direkte Beziehung zu Minimum-Average-Contamination-Problemen.

1.3 Gliederung

In Kapitel |2| werden allgemeine Grundlagen, Notation und Definitionen eingefiihrt, die fiir
diese Arbeit von Bedeutung sind. Darauf aufbauend wird anschliefflend die Funktion SUR-
PRISE eingefiihrt, um dann einige wichtige Eigenschaften von SURPRISE zu erldutern, die
niitzlich sind, um SURPRISE-optimale Clusterungen zu finden. Kapitel [3|fiithrt diverse Opti-
mierungsprobleme ein. Hierunter sind sowohl Minimum-Average-Contamination-Probleme,
die direkten Bezug zum Kontext von SURPRISE haben, als auch Minimum-Sum-Of-Squares-
of-Component-Volumes Probleme, die dem Kontext von MODULARITY Clustering ent-
sprechen. Neben deren Definition wird ein kurzer Uberblick iiber die Komplexitit der
einzelnen Probleme auf verschiedenen Klassen von Graphen gegeben und versucht, die
Probleme miteinander in Beziehung zu setzen. Kapitel |4] widmet sich Pfaden und be-
trachtet sowohl das in Kapitel [3|eingefiihrte gewichtete Minimum-Average-Contamination-
Problem w-MACP, als auch die Optimierung von SURPRISE. Gegenstand von Kapitel
sind Minimum-Average-Contamination-Probleme eingeschriankt auf Baume. Es wird
ein dynamischer Algorithmus angegeben und analysiert, mit dem besagte Probleme in
polynomieller bzw. pseudopolynomieller Laufzeit gelost werden kénnen. Des Weiteren
wird ein Algorithmus angegeben, der durch Losung des ungewichteten Minimum-Average-
Contamination-Problems den Wert einer beziiglich SURPRISE optimalen Clusterung auf
Biumen berechnet. Anschlieflend wird in Kapitel [6| die Komplexitit von Minimum-
Average-Contamination-Problemen, eingeschrinkt auf planare Graphen, untersucht. Zu-
néchst wird auf einen bestehenden Beweis zur N'P-Schwere des Minimum-Average-
Contamination-Problems eingegangen und ein Gegenbeispiel fiir die Giiltigkeit auf plana-
ren Graphen angegeben. Inspiriert durch den betrachteten Beweis wird ein neuer Beweis
zur N'P-Schwere, sowohl fiir das ungewichtete, als auch fiir das gewichtete Minimum-
Average-Contamination-Problem, gefiihrt.






2. Grundlagen und Notation

In diesem Kapitel sollen Grundlagen und Notation eingefiithrt werden. Zunichst werden
allgemeine Definitionen erléutert, die in der gesamten Arbeit Verwendung finden, um an-
schlieBend die Funktion SURPRISE zu definieren und wichtige Eigenschaften von SURPRISE
darzulegen.

2.1 Allgemeine Grundlagen und Notation

Definition 1 (Graph, knotengewichteter Graph, kantengewichteter Graph). Ein Graph
G = (V, E) besteht aus einer endlichen Knotenmenge V und einer ungerichteten Kanten-
menge E C {{u,v} | u,v € V}. Die Anzahl von Knoten sein := |V| und die Anzahl von
Kanten sei m := |E|.

Besitzt G eine Gewichtsfunktion w : V. — N, die jedem Knoten v € V ein Gewicht w(v)
zuordnet, so heifit G knotengewichteter oder auch nur gewichteter Graph.

Fiir eine Funktion ¢ : E — N, die jeder Kante e € E ein Gewicht zuordnet, heifft G
kantengewichteter Graph.

Zu einem Graphen sind verschiedene Aufteilungen desselben in Substrukturen denkbar.
Die folgende Definition gibt an, was in dieser Arbeit unter einem Cluster verstanden werden
soll.

Definition 2 (Clusterung eines Graphen). Sei G = (V, E) ein Graph und ( C 2V eine
Partition von G, d.h. V = UCec C und C;NCj =0 fir alle C;,Cj € ¢ miti # j. Dann
heifst ¢ Clusterung von G.

Bei einer Clusterung eines Graphen G = (V| E) handelt es sich um eine Partitionierung
der Knotenmenge, sodass jeder Knoten aus G genau einem Cluster C' €  zugeordnet ist.
Zu einer gegebenen Clusterung lassen sich die folgenden Kennzahlen definieren.

Definition 3 (Intraclusterkanten, Intraclusterpaare, Interclusterkanten, ). Sei G = (V, E)
ewn Graph, ¢ eine Clusterung von G und C € ( ein einzelner Cluster. Dann heifit

e m(C) = |{e={u,v} € E|u,v € C}| dic Anzahl der der Intraclusterkanten in Clu-
ster C.

e p(C) = (lg‘) = % die Anzahl der Intraclusterpaare in Cluster C.
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e ic(C) = 2 cecm(C) die Anzahl der Intraclusterkanten der Clusterung (.

ip(C) = d_cec P(C) die Anzahl der Intraclusterpaare der Clusterung .

p= (3) = @ die Anzahl der Paare von Knoten in G.

e m —i.(() die Anzahl der Interclusterkanten der Clusterung (.

Wichtige Kennzahlen im Zusammenhang mit SURPRISE sind die Anzahl der Intracluster-
kanten i.(¢) und die Anzahl der Intraclusterpaare iy,(().

Definition 4 (Komponentengewicht, Gewicht von Teilmengen). Sei G = (V| E) ein Graph
mit Knotengewichtsfunktion w : V. — N. Dann ist das Gewicht einer Teilmenge von
Knoten C C V definiert als w(C) = Y ccw(v). Ist ¢ eine Clusterung, so heifst w(C') das
Komponentengewicht von C € (.

Auflerdem werden in einem Graphen die folgenden Begriffe fiir Nachbarschaftsbeziehungen
zwischen Knoten und Kanten verwendet.

Definition 5 (Adjazenz, Inzidenz). Sei G = (V, E) ein Graph. Zwei Knoten u,v € V
heifsen adjazent, wenn {u,v} € E gilt. Fin Knoten v € V' heif$t inzident zu Kante e € E,
wenn e = {u,v},u € V gilt. Zwei Kanten e,¢’ € E heiffen inzident, wenn sie einen
gemeinsamen Knoten besitzen.

Fiir einen Knoten eines Graphen wird auflerdem die Begrifflichkeit des Knotengrades ge-
pragt. Dieser stellt ein Maf} fiir die Verbundenheit des Knoten zum restlichen Graphen
dar.

Definition 6 (gewichteter und ungewichteter Knotengrad). Sei G = (V, E) ein kan-
tengewichteter Graph mit Gewichtsfunktion ¢ : E — N. Dann bezeichnet grad(v) =
> {uwrer c({u,v}) den gewichteten Knotengrad von Knoten v. Ist c(e) =1 fir allee € E,

so ist grad(v) = |{{u,v} € E}‘ der Knotengrad oder Grad wvon v.

Werden aus einem Graphen Kanten entfernt, so zerfillt der Graph moglicherweise in meh-
rere Teilgraphen, die untereinander nicht iiber Kanten erreichbar sind. Derartige Teilgra-
phen werden auch als Zusammenhangskomponenten bezeichnet.

Definition 7 (Schnitt, Wert eines Schnittes). Sei G = (V, E) ein Graph mit Kantenge-
wichtsfunktion ¢ : E — N. Dann heifst eine Teilmenge S C E, fiir die G' = (V,E '\ S)
in mehrere Zusammenhangskomponenten zerfillt, Schnitt in G. Die Grofle oder Wert des
Schnittes ist gerade ) g c(e).

Werden die Kanten eines Schnittes aus einem Graphen geltscht, so zerfillt der Graph in
mindestens zwei Zusammenhangskomponenten bzw. Cluster. Im Folgenden werden einige
Klassen von Graphen vorgestellt, die eine spezielle Struktur haben.

Definition 8 (Pfad). Ein Graph P = (V,E) mit V = {v1,..., v} und E = {{v;,vi41} |
i=1,...,n— 1} heifit Pfad.

Werden in einem Pfad die beiden Endknoten vy und v, durch eine Kante verbunden,

entsteht ein einfacher Kreis.

Definition 9 (einfacher Kreis). Fin Graph G = (V, E) mit v = {v1,..., v} und E =
{{Ui,'l)l'+1} |1 <i<n-— 1} U {{vn,vl}} heifst einfacher Kreis.
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Eine Verallgemeinerung von Pfaden stellen Bédume dar.

Definition 10 (Baum). Sei T' = (V, E) ein ungerichteter, zusammenhdngender Graph
mit |[E| = |V| — 1. Dann heifit T Baum.

Pfade, Kreise und Baume stellen wiederum Spezialfiille fiir eine gréfiere Klasse von Gra-
phen, so genannte planare Graphen, dar.

Definition 11 (planarer Graph). Ein Graph G = (V,E), der in der Ebene gezeichnet
werden kann, ohne dass Kreuzungen von Kanten entstehen, heif$t planar.

Eine weitere Klasse von Graphen stellen so genannte bipartite Graphen dar, deren Kno-
tenmenge sich in zwei disjunkte Teilmengen aufteilen ldsst, sodass Kanten nur von einer
in die andere Menge verlaufen.

Definition 12 (bipartiter Graph). Sei G = (V, E) ein Graph, sodass V. = Vi U Va mit
ViNVa =0 gilt und fiir jede Kante e = {v1,v2} € E gilt: v1 € Vi, v9 € Va.

2.2 Surprise

Im Folgenden wird die Problemstellung des Graphclusterns durch SURPRISE-Optimierung
definiert und es werden Grundlagen fiir die weitere Arbeit mit SURPRISE geschaffen. SUR-
PRISE ist eine Funktion, die jeder moglichen Clusterung eines Graphen einen reellen Wert
zuordnet. Die folgende Definition von SURPRISE entstammt [AMMO5].

Definition 13 (SURPRISE). Sei G = (V, E) ein Graph mit n := |V|,m = |E| und { eine
Clusterung von G. Dann heift

2 m—1

(m)

8(¢) = 8(ie(¢),ip(¢)) =

m ip(C) . P—ip(o
)

Z':ie (C

SURPRISE-Wert der Clusterung .

Eine anschauliche Erklarung wie die Funktion SURPRISE zu verstehen ist, liefert
mit einer kombinatorischen Betrachtung. Jeder Summand von SURPRISE gibt die mog-
liche Anzahl an Graphen mit n Knoten und m Kanten an, die beziiglich Clusterung ¢
genau ¢ Intraclusterkanten und m — ¢ Interclusterkanten besitzen. Somit stellt SURPRISE
insgesamt die Anzahl der Graphen mit n Knoten und m Kanten dar, die mindestens so
viele Intraclusterkanten in ¢ haben, wie der betrachtete Graph. Je kleiner der Wert von
SURPRISE, desto besser ist eine gegebene Clusterung.

Bemerkung 1. SURPRISE kann bei gegebenem Graphen als eine Funktion S(ie(C),ip(C))
von zwei Parametern aufgefasst werden. Sie hdangt ab von der Anzahl der Intraclusterpaare
ip(¢) und Anzahl der Intraclusterkanten i.(¢) einer Clusterung (. FEine ausfihrlichere

Erlduterung zu dieser bikriteriellen Sichtweise ist in [FKW14)] enthalten.

Basierend auf der Funktion SURPRISE lésst sich das folgende Optimierungsproblem defi-
nieren.

Optimierungsproblem 1 (Optimierungsproblem zu SURPRISE). Sei G = (V, E) ein
Graph. Finde eine Clusterung ¢, sodass S(¢) < S(¢') fiir alle Clusterungen ¢’ # ¢ von G.

Um das Verstdndnis und die Arbeit mit der Funktion SURPRISE zu erleichtern, ist es von
Nutzen zu betrachten, wie sich SURPRISE beziiglich Optimalitéit bei Anderung einer der
beiden Parameter i.((), bzw. i,(¢) verhilt.
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Lemma 1. [FKW1/
Sei G ein beliebiger Graph und ¢ eine Clusterung von G. Dann gilt S(ic(¢) + 1,ip(¢)) <

S(ie(C)a ’LP(C)) .

Das Beibehalten der Anzahl der Intraclusterpaare 4,(¢), bei Erhohen der Anzahl der In-
traclusterkanten i.((), fithrt also zu einer besseren Clusterung des Graphen beziiglich SUR-
PRISE. Ebenso fiihrt das Verringern der Anzahl der Intraclusterpaare i,(() bei Festhalten
der Anzahl der Intraclusterkanten i.(¢) zu einer Verbesserung der SURPRISE-Funktion, wie
das folgende Lemma zeigt.

Lemma 2. [FKW1/
Sei G ein Graph, ¢ eine Clusterung von G und i.(¢) > 0. Dann gilt: S(ic(¢),ip(¢) —1) <

S(ie(€),ip(¢))-

Eine wichtige Charakterisierung einer SURPRISE-optimalen Clusterung eines Graphen ist,
dass alle Cluster Zusammenhangskomponenten bilden, d.h. in einem Cluster jeder Knoten
von jedem anderen Knoten, iiber einen Pfad von paarweise adjazenten Knoten, erreichbar
ist.

Satz 1 (Zusammenhang von SURPRISE-optimalen Clusterungen). Sei G ein Graph und ¢
etne Clusterung, die beziiglich SURPRISE optimal ist. Dann bestehen alle Cluster C' € (
Jjeweils aus einer Zusammenhangskomponente.

Beweis. Sei G ein Graph und ( eine beziiglich SURPRISE minimale Clusterung von G. An-
nahme: Es existiert ein Cluster C € (, der aus Zusammenhangskomponenten C1,...,Cy
besteht. Betrachte eine neue Clusterung, die durch Aufteilung der Zusammenhangskom-
ponenten Cf,...,Cy von Cluster C entsteht. Wihrend die Anzahl der Intraclusterkanten
m(C) = > 1<;<, m(C;) und somit auch die Anzahl der Intraclusterkanten i.(¢) in ¢ gleich
bleibt, sinkt die Summe der Intraclusterpaare ip(¢), was nach Lemma 2/ zu einer besseren
Clusterung fiihrt, ein Widerspruch. Folglich kann eine SURPRISE-minimale Clusterung,
in der ein Cluster aus mehr als einer Zusammenhangskomponente besteht, nicht existie-
ren. ]

Abbildung stellt ein Beispiel zur Veranschaulichung des Beweises zu Satz |1/ dar. Die
Anzahl der Intraclusterkanten i.(¢) des Graphen bleibt gleich, wihrend die Anzahl an
Intraclusterpaaren i,(¢) durch Aufspalten des Clusters Cy in zwei Cluster Cy und Cj
sinkt.



2.2. SURPRISE

Ch

Cy

Cy

(a) ie(C) = 17,ip(C) = 97 (b) ic(¢) = 17,i,(¢) = 57
Abbildung 2.1: Beispiel zum Beweis von Satz






3. Minimum-Average-Contamination-
Probleme im Zusammenhang mit
Surprise und Modularity

Dieses Kapitel befasst sich mit der Definition von Problemen, die eng im Zusammenhang
mit dem Clustern von Graphen durch SURPRISE- und MODULARITY-Optimierung stehen.
Zu diesen Problemen gehoren unter anderem Minimum-Average-Contamination-Probleme.
Dariiber hinaus soll eine Ubersicht iiber die Losbarkeit und Komplexitéit der einzelnen
Probleme auf verschiedenen Klassen von Graphen gegeben und erldutert werden, wie die
Probleme aus den verschiedenen Kontexten zu einander in Verbindung stehen.

Optimierungsproblem 2 (MINIP). Sei G = (V, E) ein Graph und k € N > 0 eine
natirliche Zahl. Finde zu k eine Clusterung ¢ von G mit i.() = k, sodass i,(¢) minimal
18t.

Das Problem MINIP besteht darin die Anzahl der Intraclusterpaare i,({) zu minimieren,
wihrend die Anzahl der Intraclusterkanten i.(¢) einen konstanten Wert &k behélt. Es stellt
ein wichtiges Teilproblem von SURPRISE dar. Ist G = (V, E) ein beliebiger Graph mit
V| =:n, |E| =: m und A ein Algorithmus, der das Problem MINIP auf G optimal 15st, so
kann unter Verwendung von A, der Wert einer SURPRISE-optimalen Clusterung berechnet
werden. Lose hierzu fiir jede Anzahl von Intraclusterkanten 0 < k < m < n? das Problem
MINIP, sodass A(G, k) der optimale Wert von MINIP beziiglich k£ in G ist. Dann ist die
Anzahl der Intraclusterkanten durch k£ und die Anzahl der Intraclusterpaare durch A(G, k)
gegeben. Der Wert einer SURPRISE-optimalen Clusterung ¢* ergibt sich somit wie folgt:

S(¢7) = min S(k, A(G, k) (3.1)

Besitzt Algorithmus A polynomielle Laufzeit, bleibt auch die Laufzeit zur SURPRISE-
Optimierung polynomiell, da Algorithmus A hochstens n? mal ausgefithrt wird. Aus dieser
Beobachtung und der N'P-Schwere des Optimierungsproblems zu SURPRISE folgt das fol-
gende Lemma.

Lemma 3. Sei P # N'P. Dann existiert kein Algorithmus, der zu einer gegebenen Instanz
von MINIP eine Ldsung in polynomieller Zeit berechnet.

Die folgenden Minimum-Average-Contamination-Probleme w-MACP und u-MACP stam-
men aus dem Bereich der Bekdmpfung von Schadsoftware in Netzwerken und werden in

11



12 3. Minimum-Contamination-Probleme mit Bezug zu SURPRISE und MODULARITY

vorgestellt. Als Motivation fiir beide Probleme kann das folgende Szenario be-
trachtet werden. Eine Netzwerkkomponente wird zufillig mit einem Virus oder dhnlichem
infiziert, das heifit zufillig ein Knoten im Netzwerk ausgewihlt. Das entstehende Problem
liegt nun darin die durchschnittliche Ausbreitung des Virus iiber das Netzwerk, gegebenen-

falls durch das Entfernen von Leitungen, zu verhindern. Eine detailliertere Beschreibung
des Szenarios, sowie die formale Definition der Probleme liegt in [LT11] [KSMO0S]| vor.

Optimierungsproblem 3 (U-MACP (ungewichtetes Minimum-Average-Contamination—
Problem)). Sei G = (V, E) ein Graph und K € N eine positive Zahl. Finde eine Teilmenge
E'CE mit |E'| = K, sodass ) ce, \C|? fiir die Clusterung ¢, die durch Zusammenhangs-
komponenten in G' = (V, E\ E') induziert wird, minimiert wird.

Optimierungsproblem 4 (W-MACP (gewichtetes Minimum-Average-Contamination—
Problem)). Sei G = (V, E) ein Graph, K € N eine positive Zahl und w : V — N eine
Knotengewichtsfunktion. Finde eine Teilmenge E' C E mit |E'| = K, sodass 3 cc, w(C)?
fiir die Clusterung ¢, die durch Zusammenhangskomponenten in G' = (V, E\ E') induziert
wird, minimiert wird.

Die hier gegebene Definition von U-M ACP und w-MACP unterscheidet sich zur Definition
in durch Weglassen eines konstanten Faktors 1/ |V|. Fiir die Suche nach optimalen
Losungen der Probleme ist dieser konstante Faktor allerdings nicht von Belang, weshalb an
dieser Stelle darauf verzichtet wird. Das zugehorige Entscheidungsproblem zu w-MACP
hat folgende Gestalt.

Entscheidungsproblem 1 (DECISION-w-MACP (Entscheidungsproblem w-MACP)).
Sei G = (V, E) ein Graph mit Knotengewichtsfunktion w:V — R und K, B € N. Gibt es
eine Clusterung ¢ von G, die durch Ldéschen von K Kanten entsteht, sodass

Y w(C)?’<B

Ce(¢
gilt?

Anschaulich gesehen, sollen zur w-MACP-Optimierung K Kanten aus einem gegebenen
Graphen G geloscht werden, wodurch der Graph in mehrere Zusammenhangskomponenten
zerfillt, die eine Clusterung ( induzieren. Hierbei soll die Summe iiber die Quadrate der
Gewichte der entstehenden Cluster ZCE(“’(C)2 in G minimiert werden. Die Probleme
U-MACP und MINIP sind beziiglich Optimalitit dquivalent, was im folgenden Lemma
festgehalten ist.

Lemma 4. Sei G = (V, E) ein Graph. Die Probleme MINIP und U-MACP sind beziiglich
Optimalitdt dquivalent, d.h. eine Clusterung C ist beziiglich MINIP optimal, genau dann
wenn  auch fiir U-MACP optimal ist.

Beweis. Sei ¢ eine Clusterung eines Graphen G = (V, E). Fiir die Anzahl der Intraclu-
sterpaare gilt:

() = 3 [e1C1 =D

Cce¢
1 1
=5 ICF=5>IC]
Cce( ce¢
1 1
=5 Yer 4wl
Ce¢

——
Wert von U-MACP auf G

12
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Es folgt die Behauptung. O

Wie Li und Tang zeigen, ist das gewichtete Minimum-Average-Contamination-Problem(w-
MACP) N'P-schwer auf bipartiten Graphen [LT11], insbesondere also auch auf allge-
meinen Graphen. Auch im ungewichteten Fall bleibt das Problem auf bipartiten Gra-
phen N'P-schwer [LT11]. Eigentlich zeigen Li und Tang, dass DECISION-w-MACP
NP-vollstindig auf bipartiten, planaren Graphen ist. Was die N'P-vollstindigkeit auf
planaren Graphen angeht, ist der Beweis allerdings fehlerhaft, was in Kapitel [6| ndher er-
ldutert wird. Dariiber hinaus wird in Kapitel @ die Polynomialzeitreduktion aus
leicht verdndert und anschlieffend gezeigt, dass die Probleme DECISION-w-MACP und
DECISION-U-MACP auf planaren Graphen N'P-vollstindig sind.

Fiir die praktische Anwendung ist die Approximierbarkeit von Minimum-Contamination-
Problemen von Interesse. Fiir w-MACP lasst sich ein bikriterieller Approximationsalgo-
rithmus angeben, der Giite (1 + e, O(% logn)) hat [LT11]. Der Algorithmus berechnet
also zu einem beliebigen Graphen G und einem € > ( eine Clusterung, die durch Loschen
von O(1+¢log n) Kanten entsteht und Wert (1+¢)Opt(I) hat, wobei Opt(I) der Wert einer
optimalen Losung von W-MACP auf G ist, wenn K Kanten geloscht werden. Dartiber
hinaus ist das Problem, w-MACP mit einer Giite von g — € zu approximieren N P-schwer
LT11]. Die Ergebnisse zur Approximierbarkeit von w-MACP fuflen auf der bereits be-
schriebenen alternativen Definition, die den optimalen Wert einer Losung von w-MACP
mit einem Faktor von 1/ |V| multipliziert. Fiir Approximationsalgorithmen mit relativer
Giite bedeutet dies keine Anderung, da der Faktor 1/|V| sowohl in der optimalen Lo-
sung, als auch in der approximierten Losung enthalten ist und somit das Verhéltnis beider

Losungen gleich bleibt.

Ein zu SURPRISE #hnlicher Ansatz zur Clusterung von Graphen ist das Optimieren der
Zielfunktion MODULARITY, die sowohl fiir ungewichtete [NG04], als auch fiir gewichtete
Graphen definiert ist.

Definition 14 (MODULARITY). Sei G = (V, E) mit |E| =: m ein Graph mit Kantenge-
wichtsfunktion w : E— N. Dann heif§t fiir eine Clusterung ¢ von G

w raa\v 2
Q<<>=Z< (Evéc>)_<zv602gv ( >)> 52)

Ce¢

MODULARITY-Wert der Clusterung ¢, wobei w(E(C)) = Zu?vea{u’v}eEw({u,v}) und
W =75 cpwe) ist.

Die Funktion MODULARITY basiert, wie SURPRISE, auf so genannten Nullmodellen und
setzt sich zum einen aus der Coverage, der Anzahl der Intraclusterkanten der Clusterung
¢, zum anderen aus dem Erwartungswert der Coverage, also der erwarteten Anzahl der
Intraclusterkanten in einem Zufalls-Graphen zusammen [For10]. Je hoher der MODULA-
RITY-Wert einer gegebene Clusterung, desto besser ist die Clusterung. Die zu MODULA-
RITY zugehorigen Optimierungsprobleme haben folgende Gestalt.

Optimierungsproblem 5 (U-MODULARITY). Sei G = (V, E) ein ungewichteter Graph,
es gelte also w(v) = 1 fiir alle v € V. Finde eine Clusterung ¢ von G, sodass fiir alle

Clusterungen (' # ¢ von G gilt: Q(¢) > Q({).

Optimierungsproblem 6 (W-MODULARITY). Sei G = (V, E) ein Graph mit Kantenge-
wichtsfunktion w : E — N. Finde eine Clusterung ( von G, sodass fir alle Clusterungen

¢ # ¢ gilt: Q(¢) = Q).

13



14 3. Minimum-Contamination-Probleme mit Bezug zu SURPRISE und MODULARITY

Das Problem U-MODULARITY stellt einen Spezialfall des Problems w-MODULARITY dar.
Da U-MODULARITY N'P-schwerist [BDGT07], folgt die N'P-Schwere von W-MODULARITY
unmittelbar. Analog zu MINIP aus dem Kontext von SURPRISE lassen sich die folgenden
zwei Teilprobleme von U-MODULARITY und W-MODULARITY definieren, die entstehen,
wenn eine feste Anzahl an Interclusterkanten betrachtet wird.

Optimierungsproblem 7 (K-MSSV (ungewichtetes Minimum Sum-of-Squares of Com-
ponent Volumes)). Sei G = (V, E) ein Graph. Finde eine Teilmenge E' C E von k Kan-
ten, sodass deren Wegnahme aus G die Summe der Quadrate der Komponenten-Volumina
docec (vol(C))? minimiert. Hierbei seien ¢ = {C1,...,C} die entstehenden Zusammen-
hangskomponenten in G' = (V,E\ E') und vol(C) =3 . grad(v).

Optimierungsproblem 8 (W-kK-MSSV (gewichtetes Minimum Sum-of-Squares of Com-
ponent Volumes)). Sei G = (V, E) ein Graph mit Kantengewichtsfunktion w : E — Rx>o.
Finde eine Teilmenge E' C E wvon Kanten mit Y .p w(e) = k, sodass deren Weg-
nahme aus G die Summe der Quadrate der Komponenten-Volumina ) o, (vol(C))? mi-
nimiert. Hierbei seien ( = {C1,...,C;} die entstehenden Zusammenhangskomponenten in
G'=(V,E\ E') und vol(C) = 3" cc grad(v).

Wird das Problem K-MSSV fiir alle moglichen Anzahlen von Interclusterkanten 0 < k < m
mit Wert v*(k) optimal geldst, so kann der Wert einer U-MODULARITY-optimalen Cluste-
rung ¢* wie folgt berechnet werden:

Q¢ = x5 (=) = 50 ) (33)

0<k<m 2m m

Damit folgt direkt, dass das Problem K-MSSV N'P-schwer ist, woraus wiederum folgt,
dass auch W-K-MSSV N'P-schwer ist, da es eine Verallgemeinerung von K-MSSV dar-
stellt. Auf Biaumen lisst sich das Problem K-MSSV mit Laufzeit O(n%) 16sen, woraus,
wie im Fall von SURPRISE ein Algorithmus zur U-MODULARITY-Optimierung resultiert
[DT]. Fiir die Verallgemeinerung w-K-MSSV besitzt der Algorithmus noch immer pseu-
dopolynomielle Laufzeit O(n® - W*), wobei W das grofite Kantengewicht im Graphen ist

[DT].

Da das Problem k-MSSV darin besteht k Kanten aus einem Graphen zu l6schen, sodass die
Summe iiber das Quadrat der Volumina der verbleibenden Zusammenhangskomponenten
minimiert wird, ist es auflerdem ein Spezialfall von w-MACP, wobei die Knotengewichts-
funktion gerade der Volumenfunktion entspricht. Die beschriebenen Zusammenhénge sind
noch einmal schematisch in Abbildung dargestellt und eine Ubersicht iiber ihre Kom-
plexitit ist in Tabelle gegeben. Neben den Weifl hinterlegten Ergebnissen aus bereits
bestehenden Arbeiten, enthilt Tabelle auch die in dieser Arbeit gezeigten Ergebnisse.
Diese sind in Grau hinterlegt.

14
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[U—MODULARITYJ [W—MODULARIT\J

Teilproblem Teilproblem

Spezialfall
wW-K-MSSV

Spezialfall

Spezialfall
MINIP u-MACP
Teilproble;ﬁi“\ Teilproblem

~

SURPRISE

Abbildung 3.1: Zusammenhang zwischen den vorgestellten Problemen
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4. Pfade und einfache Kreise

4.1 w-MACP auf Pfaden und Kreisen

Im Folgenden wird das gewichtete Minimum-Average-Contamination-Problem w-MACP
auf Pfaden und Kreisen untersucht. Hierbei wird ein dynamischer Algorithmus angegeben,
der Ww-MACP mit Komplexitit O(n?) 16st. Sei P = (V, E) ein Pfad.

Definition 15 (Teilpfad). Zu einem Pfad P = (V,E) mit V. = {v1,...,vn} und E =
{{U’L‘,'UZ'+1} | 1 <i < n-— 1} und einem beliebigen Knoten v, € V heifit P(v,) =
(V(va), E(vy)) mit V(vy) = {v1,..., v} und E(u) = {{v;,vi11} | 1 <i <u— 1} Teilpfad
von P an Knoten v,.

Es wird eine Funktion F(v,,[) eingefiihrt, die den Wert einer optimalen Losung von w-
MACP auf dem Teilpfad P(v,) bei Loschen von | Kanten darstellt. Abbildung
illustriert das beschrieben Szenario.

Fiir den Basisfall des Algorithmus werden alle Knoten v, € V' wie folgt initialisiert.

” 2
F(vy,0) = (Zw(vi)) (4.1)

=1

Aufbauend auf dem Basisfall l4sst sich nun der Wert F'(v,, [) fiir jeden Knoten v,, € V\{v1}
und jedes [ > 0 berechnen.

” 2
F(vy,1) = min F(vy,l—1)+ ( > w(vi)> (4.2)

1<w<u .
i=w—+1

Betrachtet wird die Zusammenhangskomponente, die den Knoten v, in einer optimalen
Losung von w-MACP fiir den Teilpfad P(v,) enthilt. Diese werde durch Knoten vy, 11
und v, fiir 1 < w < u begrenzt. Vergleiche hierzu Abbildung Somit muss die Kante
{Vw, Vw+1} geloscht worden sein. Der Wert einer solchen optimalen Losung von w-MACP
fiir den Teilpfad P(v,) ergibt sich durch das Quadrat des Gewichts der Komponente, die
vy, enthélt und der optimalen Losung fiir Teilpfad P(v,,) bei Loschen von [ — 1 Kanten, da
Kante {vy,, vyy1} bereits geloscht wurde. Unter allen moglichen Knoten vy, mit w < u wird

17



18 4. Pfade und einfache Kreise

P(v,)

(a) Teilpfad P(v,) zu Knoten v,,.

(b) Knoten v,,41 begrenzt zusammen mit v,, eine Zusammenhangskomponente.

(¢) Prafixsummen der Knotengewichte.

Abbildung 4.1: Veranschaulichung von Teilpfaden und Berechnung der Funktionen F', so-
wie f.

18



4.1. W-MACP auf Pfaden und Kreisen 19

Algorithmus 1 : PraD-w-MACP
Data : Pfad P = (V, E)
Result : F(v,,K) firalle 1 < K <n-—1
7(1) = w(v)
F(v1,0) = w(vy)?
for j =2 bisn do
FG) = £G - 1)+ w(vy)
| F(0,0) = f(j)?
for u =1 bis n do
for K =0 bis |[E(P(vy))| do

L F(vy, K) = minj<y<y {F(Uw, K —1)+ (f(u) - f(w))z}

9 return F(v,, K)

D TR W N

o

nun derjenige gewiihlt, durch den die Lésung von w-MACP auf Teilpfad P(v,) minimal
ist.

Eine optimale Losung von wW-MACP des gesamten Pfades P bei Loschen von K Kanten
ergibt sich durch F(v,, K). Das Gewicht der Komponente, die Knoten v, enthilt, 14sst
sich unter Verwendung von Préafixsummen effizienter berechnen. Hierzu dient die folgende
Funktion.

J
f0) = Zw(vi) (4.3)

=1

Abbildung verdeutlicht die Berechnung der Prifixsummen. Fiir die Komponente, die
durch Knoten v,+1 und v, begrenzt ist, gilt fiir deren Gewicht:

> w(vi) = flu) = f(w) (4.4)

i=w—+1

Hierdurch wird eine Abfrage des Gewichts der Komponente, die durch v,41 und v, be-
grenzt ist, in O(1) moglich, wenn f(u) und f(w) bereits berechnet wurden. Alle Werte
f(4) lassen sich gemif folgender Gleichung in Zeit O(n) vorberechnen.

[ ww) j=1 (4.5)
ﬂ”‘{fo—n+ww> j>1 (4.6)

Algorithmus |1 stellt das beschriebene Verfahren noch einmal {ibersichtlich dar.

Lemma 5. Fiir ein fest gewihltes 0 < K* < n—1 kann F(v,, K*) in O(n?- K*) berechnet
werden. Die Berechnung von F(vy, K) fiir alle 0 < K <n — 1 ist in O(n3) Zeit méglich.

Beweis. Die Berechnung der Prifixsummen f(j) ist mit Laufzeit O(n) moglich. Es gibt
insgesamt n - K Paare von Werten F'(v,, K) in P und jeder Wert dieser Paare kann durch
die Verwendung der Préfixsummen f(j) in O(n) Zeit berechnet werden. Somit ergibt sich
fiir eine fest gewidhlte Anzahl K* von in P zu schneidenden Kanten eine Laufzeit von
O(n?- K*). Soll F(v,, K) fiir alle 0 < K < n — 1 berechnet werden, ist die Laufzeit durch
O(n?) gegeben. O

19



20 4. Pfade und einfache Kreise

Besitzt der gegebene Graph keine Pfadstruktur, sondern ist ein einfacher Kreis C' = (V| E),
so kann W-MACP durch Verwendung von Algorithmus [1]gelost werden. Wird aus C' eine
Kante e = {v.,w.} € E geloscht, so stellt der Graph P = (V,E \ {e}) einen Pfad mit
n Knoten dar. Somit ldsst sich fiir P eine optimale Losung F'(ve, K — 1) von w-MACP
unter Verwendung von Algorithmus [1/in O(n? - K) Zeit berechnen, wenn Knoten w, den
Basisknoten fiir Algorithmus |1 bildet. Wird dieses Vorgehen fiir alle moglichen Kanten
e € E wiederholt, so ergibt das Minimum {iber die Werte F(v, K — 1) fiir alle moglichen
Kanten {v., w,} eine optimale Losung von w-MACP auf C, die in O(n?- K Zeit berechnet
werden kann. Fiir die Optimierung fiir alle Werte von 0 < K < n betréigt die Laufzeit auf
Pfaden folglich O(n?).

4.2 Surprise und u-MACP auf Pfaden und Kreisen

Im Folgenden werden SURPRISE-optimale Clusterungen auf Pfaden untersucht.

Fiir jeden Pfad P = (V, E) gilt |E| = |[V|— 1. Mit Satz|1|folgt direkt, dass eine SURPRISE-
optimale Clusterung ¢ = {C1,...,Cy} eines Pfades wieder Pfadstruktur hat. Wird jeder
der k Cluster zu einem Knoten kontrahiert, ergibt sich wieder ein Pfad mit £ — 1 Kanten.
Das heif3t die Clusterung ¢ des urspriinglichen Pfades hat genau k& — 1 Interclusterkanten
und n — k Intraclusterkanten.

Satz 2 (Balanciertheit von SURPRISE-optimalen Clusterungen auf Pfaden). Sei P ein
Pfad und ¢ = {C1,...,Cy} eine beziiglich SURPRISE optimale Clusterung von P. Dann
gilt: ||Ci] — |C;] | < 1 fiir alle i # j.

Beweis. Annahme: Es existieren zwei Cluster C;, Cj, sodass |C;| + 1 < |Cj] — 1. Wéhle
den Knoten w € Cj, der auf dem Pfad am néchsten zu C; liegt, entferne ihn aus Cluster
C; und fiige ihn zu Cluster Cj_1, dem néchsten Cluster auf dem Pfad von C; nach Cj,
hinzu. Fiihre diesen Schritt iterativ fort und wahle fiir Cluster C; mit ¢ < [ < j denjenigen

Knoten, der auf dem Pfad am n#chsten zu C; liegt, entferne ihn aus Cluster C; und fiige
ihn zu Cluster C;_1 hinzu. Dieses Vorgehen ist in Abbildung abgebildet.

Durch die beschriebene Vorgehensweise éndert sich die Anzahl der Intraclusterkanten i.(()
nicht. Die Anzahl der Intraclusterkanten in allen Clustern C; mit [ # 4, j bleibt erhalten,
wohingegen die Anzahl der Intraclusterkanten in C; um eine Kante sinkt, dagegen in C; um
eine Kante steigt. Zu zeigen bleibt, dass durch das "Verschieben” des Knotens w die Anzahl
der Intraclusterpaare ip(¢) sinkt. Offensichtlich bleibt die Anzahl der Intraclusterpaare in
allen Cluster C; mit | # 4, j erhalten, weshalb es geniigt zu zeigen, dass die Anzahl von
Intraclusterpaaren in C; und C; insgesamt sinkt.

Sei n; = |Cj|, n; == |Cj].

(ni +1)?—(mi+1) (= 1)%—(n; — 1)

P(Ci U {w}) +p(Cs \ {w}) = . - .
n?—|—2ni+1—ni—1 n?—2nj—|—l—nj+1
= +
2 2
_n?—ni+n?—nj+2ni—2nj+2
2 2 2
2 _pn,  n?—n,
- ELL AR R |
2 2 —_
<0
2 2 _ ).
< T () +p(C)

2 2
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4.2. SURPRISE und U-MACP auf Pfaden und Kreisen 21

G c

w

(a) Urspriingliche Clusterung; nicht optimal.

C c

w

(b) Clusterung nach erster Verschiebung.

(c) Clusterung, die beziiglich SURPRISE besser ist, als ur-
spriingliche Clusterung.

Abbildung 4.2: Zum Beweis von Satz

Insgesamt sinkt die Anzahl der Intraclusterpaare in der Clusterung, was nach Lemma
zu einer beziiglich SURPRISE besseren Clusterung fiihrt, ein Widerspruch. Somit kénnen
die angenommenen Cluster C; und C; nicht existieren und es gilt die Behauptung. O

Der optimale Wert einer Clusterung mittels SURPRISE muss also nur unter Clusterungen
gesucht werden, die balanciert sind. Wird eine feste Anzahl 1 < k < n von Clustern
gewihlt, so miissen in jedem Cluster mindestens |n/k] Knoten enthalten sein. Ausge-
hend von dieser Aufteilung werden die verbleibenden Knoten gleichmiflig auf beliebige
Cluster aufgeteilt. Die Anzahl der Cluster mit |n/k] + 1 Knoten ist dann n mod k, die
Anzahl der Cluster mit |n/k| Knoten gerade k — (n mod k). Fiir die Gesamtzahl von
Intraclusterpaaren in einer balancierten Clusterung gilt deshalb:

i) = (n mod k) - (@) 4 (k—(n mod k) (LZJ; 1> (4.7)

Dies entspricht einer optimalen Losung des Problems MINIP auf P, wobei die Anzahl der
Intraclusterkanten gerade n—k ist. Folglich muss, um den Wert einer optimalen Clusterung
beziiglich SURPRISE zu berechnen, das Problem

win 50 = —L_ 5= (0 mod ) (E) 4 (k=0 mod k) - ()
13k§n8( )= (ﬁ)l) Z;k< i >
™ _(n mod k) - (L% —(n mo (LRl

gelost werden. Durch analytisches Losen von Gleichung (4.8) wiren SURPRISE-optimale
Clusterungen auf Pfaden vollstédndig charakterisiert. Da sich dies schwierig gestaltet, 16st
Algorithmus [2| das Problem algorithmisch.

Lemma 6. Algorithmus 2 hat eine Laufzeit von O(n?).

21



22 4. Pfade und einfache Kreise

Algorithmus 2 : PFAD-SURPRISE

Data : Pfad P = (V, E)

Result : S, (P), der minimale SURPRISE-Wert von P

Sk = 0

for k =1 bisn do
ip(k) = (n mod k) - (L
Sk = S(k,ip(k))
if Sy < Spmin(P) then

return Sy, (P)

W N =

J) + (k — (n mod k)) . (L%%H)

N o o s
e

03]

Beweis. Da es O(k) Zeit braucht, um einen Binomialkoeffizienten auszurechnen, wird zur
Berechnung eines SURPRISE-Wertes fiir beliebiges aber festes i.({) = k — 1 gerade O(n - k)
Zeit benotigt, da iiber alle Anzahlen von Intraclusterkanten zwischen k—1 und n—1 iteriert
werden muss. Wird dieser Schritt fiir alle moéglichen Anzahlen von Cluster 1 < k < n
durchgefiihrt, ergibt sich eine Gesamtlaufzeit von O(n?3), da zusitzlich k < n gilt. O

Ist der gegebene Graph kein Pfad, sondern ein einfacher Kreis, ergeben sich nur marginale
Anderungen, die gezeigten Aussagen bleiben im Wesentlichen bestehen. Insbesondere
verliert Satz |2 nicht an Giiltigkeit. Fiir jede Clusterung mit & Clustern eines Kreises ist die
Anzahl der Interclusterkanten durch £ und die Anzahl der Intraclusterkanten durch n — k
gegeben. Der Beweis von Satz 2| fiir Kreise erfolgt dann analog, zu dem fiir Pfade. Auch
die Suche nach SURPRISE-optimalen Clusterung auf Kreisen lisst sich analog durchfiihren.

Da die Probleme MINIP und U-MACP beziiglich optimalen Losungen #dquivalent sind,
folgt direkt, dass Satz 2| auch fiir U-MACP bestand hat. Hieraus lisst sich sofort eine
Charakterisierung einer optimalen Losung von U-MACP auf P angeben. Werden K Kan-
ten geloscht, so enthiélt die induzierte Clusterung K +1 Cluster und es gilt fiir eine optimale
Losung Opt(P, K) von u-MACP:

ot 1)~ moa (5-+1) (| )

+@w1@ImMK+m)QK1J+Q2 (4.9)

Ist der gegebene Graph kein Pfad, sondern ein einfacher Kreis, so entstehen in einer Losung
von U-MACP bei Loschen von K Kanten auch K Cluster. Die Berechnung einer optimalen
Losung erfolgt dann analog.
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5. BaAume

In diesem Kapitel soll ein dynamischer Algorithmus zur Optimierung von w-MACP auf
ungerichteten Baumen angegeben werden. Der Algorithmus orientiert sich an einem in
vorgestellten Algorithmus, der das Problem K-MSSV fiir alle 0 < k < n — 1 16st,
um MODULARITY auf ungewichteten Bdumen zu optimieren. Der von Dinh und Thai in
angegebene Algorithmus lédsst sich in kanonischer Weise auf allgemeine Knotenge-
wichte erweitern, indem statt der Volumenfunktion zur Initialisierung des Algorithmus die
Gewichte der allgemeinen Knotengewichtsfunktion benutzt werden.

Wie Lemma [4] besagt, sind SURPRISE und U-MACP beziiglich Optimalitit dquivalent.
Somit ist klar, dass der hier vorgestellte Algorithmus auch zur Losung des Problems SUR-
PRISE benutzt werden kann, was in Abschnitt [5.2] detaillierter erldutert wird.

Clusterungen auf Béumen, die beziiglich SURPRISE optimal sind, haben eine spezielle
Struktur, die es erleichtert diese Clusterungen zu charakterisieren. Da die Cluster nach
Satz |1| zusammenhéngend sind, bilden sie, wenn die einzelnen Cluster als Knoten auffasst
werden, wieder einen Baum mit insgesamt [ — 1 Kanten, wobei [ die Anzahl der Cluster
ist. Fiir das Optimierungsproblem zu SURPRISE auf Baumen und damit fiir w-MACP
bedeutet dies folgendes.

Bemerkung 2. FEine SURPRISE-optimale Clusterung ¢ eines Baumes mit [ Clustern ent-
halt genau l—1 Interclusterkanten und i.(() = n—1 Intraclusterkanten. Zwei Cluster einer
Clusterung sind also entweder direkt tiber genau eine Kante verbunden, oder tber keine.

5.1 w-MACP auf BaAumen

Sei T' = (V,E) ein Baum, |V| = n, r € V eine Wurzel des Baumes. 7% = (V% E%)
bezeichne den Unterbaum von 7", der an Knoten u gewurzelt ist. Die Kinder eines Knoten

deg(u) —1 u#r } st

u seien mit u1,ug, .. ., Uy, bezeichnet, wobei ¢(u) = { deg(u) sonst

Definition 16 (Partieller Teilbaum 77 von u). Sei T = ({u}, Q)) der partielle Teilbaum,
der nur Knoten u enthdlt. Dann ist T} = (V*, E}') mit der Knotenmenge V;* = {u} U
T U...UT" und Kantenmenge E = {{u,u;} | 1 <k <i}UE“U...UE" der partielle
Teilbaum mit © Kindern von wu.

Abbildung stellt das Konzept von partiellen Teilbdumen eines Knoten u schematisch
dar. Der partielle Teilbaum 77 besteht fiir jeden Knoten u nur aus u selbst. Wird ¢ um 1
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24 5. Baume
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Abbildung 5.1: Partielle Teilbdume von Knoten w.

erhoht, wird der Unterbaum 7", der an Kind u; héngt, zum partiellen Unterbaum T} ;
hinzugefiigt.

Optimale Losungen von w-MACP lassen sich fiir einen Knoten u im Baum aus opti-
malen Losungen von Teilbdumen des Knoten w berechnen. Hierzu dienen die folgenden
Funktionen.

o F"(k): Das Minimum der Summe iiber die Quadrate der Komponenten-Gewichte in
Teilbaum 7™ bei Loschen von k£ Kanten in T

o F"(k,v): Das Minimum der Summe iiber die Quadrate der Komponenten-Gewichte
in Teilbaum T* bei Loschen von k Kanten in T, wenn die Komponente, die u
enthalt, das Gewicht v besitzt.

e F!'(k,v): Das Minimum der Summe iiber die Quadrate der Komponenten-Gewichte
im partiellen Teilbaum 77" bei Loschen von k& Kanten in T}, wenn die Komponente,
die u enthilt, das Gewicht v besitzt.

Die jeweiligen Werte fiir F"(k,v) und F“(k) ergeben sich in einfacher Weise aus den
Werten von F}'(k,v):

Fu(k;’y) = ;fu)(k’]/) (51)
(k) = min FY(k,v 5.2
()=, min  F(k0) (5.2

Ergo gentigt es, sich auf die Berechnung der Funktion F}*(k, ) zu konzentrieren. Zu Beginn
werden alle Werte von F}*(k,v) wie folgt initialisiert.

w(T)?  v=w(Ty) (5.3)

00 sonst

F0,v) = {

24



5.1. W-MACP auf Biaumen 25

F(k, v) = { w(w)® v =wu) (5.4)

o) sonst

Gleichung betrachtet den Fall, dass keine Kanten im Teilbaum 7™ geldscht werden
sollen. Dann entspricht die Summe iiber die Quadrate der Komponentengewichte im parti-
ellen Teilbaum T} gerade dem Quadrat des Komponentengewichts des Teilbaumes selbst.
Gleichung behandelt den Fall ¢ = 0, in dem der partielle Teilbaum gerade aus Knoten
u besteht. In diesem Fall ist die Summe {iber die Quadrate der Komponentengewichte in
Ty gerade das Quadrat Gewichts von Knoten u selbst.

Um F}'(k,v) fiir einen beliebigen Knoten u zu berechnen, miissen F* (I, ), F* (I, ), als
auch F"i(l) bereits fiir alle 0 <[ < k und 0 < p < v berechnet sein. Dann ergibt sich der
Wert fiir F}'(k,v) wie folgt:

Jin {F(Ly) + P (k= 1= 1)} (5.5)

o dpin  AFL )+ FRE =Ly = p) 4 2u(v =)} (5.6)

F(k,v) = min

Gleichung (5.5) und geniigen einer anschaulichen Erklirung. Um k Kanten aus dem
partiellen Teilbaum T}* zu l6schen, werden zwei Fille unterschieden.

e Fall (5.5). Wird die Kante {u,u;} im Baum geldscht, so kénnen bei Loschen von 1
Kanten im partiellen Teilbaum 77" ;| nur noch k — [ — 1 Kanten im Unterbaum von
u; geloscht werden. Die Komponente, die Knoten u enthélt, stimmt auflerdem mit
der Komponente in T}* ; iiberein, die u enthilt, da die neu hinzugekommene Kante
{u,u;} geloscht wurde und somit das Gewicht der Komponente, die u enthélt, nicht
zunimmt.

e Fall (5.6). Wird die Kante {u,u;} nicht geloscht, so kann sich das Gewicht der
Komponente, die u enthélt, in Abhéngigkeit der geloschten Kanten in 7 und T} ;
andern. Deshalb geniigt es nicht das Maximum iiber die Anzahl an zu l6schenden
Kanten [ zu bilden, sondern es ist notig auch iiber alle moglichen Gewichte der
Komponente, die v enthilt, zu iterieren. Werden also [ Kanten in 7;* ; geléscht und
die Komponente, die u enthélt, hat Gewicht u, so bleiben k — [ Kanten in 7% und
ein Komponenten-Gewicht von v —pu. Die Werte von F;* | und F'* beinhalten jeweils
das Quadrat der Gewichte p bzw. v — u der Komponenten, die Knoten u, bzw. u; im
Teilbaum enthalten. Folglich miissen diese abgezogen werden und das neue Gewicht
der Komponente, die u enthélt addiert werden. Es ergibt sich also insgesamt ein
Faktor von —p? — (v — p)* + (u + (v — p)) = 2u(v — p), der zu den bestehenden
Werten addiert wird.

Die Losung des Problems w-MACP , sodass K Kanten im Baum geloscht werden, ergibt
sich an der Wurzel r des Baumes durch den Wert von F"(K). Algorithmus 3 stellt den
vorgestellten Algorithmus schematisch dar.

Lemma 7 (Komplexitit von W-MACP auf Biaumen). Der Wert einer optimalen Léisung
von W-MACP kann fiir einen gegebenen Baum T = (V,E) in O(n® - w2,,,) berechnet
werden, wobei Wyq, der mazimale Wert eines Knotens in T ist und n := |V|.
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26 5. Baume

Algorithmus 3 : BAuM-w-MACP

Data : Baum 7' = (V| E)

Result : F"(K) fir alle 0 < K <m
1 forall the u € V in topologischer Ordnung do
for i =0 bis t(u) do

for k=0 bis |[E(u)| do

for v =0 bis w(T") do
L L Berechne F}'(k,v), F“(k,v) und F*(k) mit Gleichung und

[SLE" NN

6 return F"(K)

Algorithmus 4 : BAUM-SURPRISE
Data : Baum 7' = (V, E)
Result : optimaler SURPRISE-Wert fiir T' = (V, E)
1 FY(K) = BAUM-W-MACP(T = (V, E))
2 return minp<g<,—1S(n —1— K, %FT(K) — %n)

Beweis. Sei |V| =: n. Um iiber alle Knoten und deren Kinder zu iterieren wird O(n)
Zeit benétigt. Es gibt weiterhin O(n : w(T“)) Kombinationen fiir Variablen k und v
fir einen Knoten v und Unterbaum T". Die Berechnung jedes F}'(k,v) benétigt daher
O(n+n-w(T")) = O(n-w(T")) Zeit, da iiber alle moglichen Anzahlen an zu schneidenden
Kanten, als auch iiber alle moglichen Grofien der Komponente, die w in T enthélt, iteriert
werden muss. Mit der zusétzlich Abschitzung w(T") < n-wpq, ergibt sich insgesamt eine
Laufzeit von O(n-n-w(T*) -n-w(T*)) = O(n* - w(T")?) = O(n® - w2,,, ), wobei Wypap
der maximale Wert eines Knotens im Baum ist. O

5.2 Surprise auf Bidumen

Um eine Losung des Optimierungsproblems zu SURPRISE auf einem Baum 7' = (V| E) zu
berechnen, gibt Lemmal4/den Weg vor. Das Vorgehen besteht darin zuerst mit Algorithmus
eine Losung F"(K) des Problems uU-MACP als Spezialfall von w-MACP zu berechnen,
um daraus anschliefend den Wert einer optimalen SURPRISE-Clusterung zu folgern. Sei
F"(K) also die Losung von u-MACP, in der K Kanten geloscht werden. Dann ist die
Anzahl der Intraclusterkanten in der induzierten Clusterung i.(() = n—1— K. Nach dem
Beweis zu Lemma ist weiterhin die Anzahl der Intraclusterpaare i,(¢) = 1F"(K)— 5 |V|.

Also ergibt sich der Wert einer beziiglich SURPRISE optimalen Clusterung auf 7" wie folgt:

. 1 1
Suin(T) = _guin 8 (n—1- K, 377 (K) - 11V (5.7)

Algorithmus 4| bietet eine schematische Darstellung der beschriebenen Vorgehensweise.

Korollar 1 (Komplexitdt von SURPRISE auf Bidumen). Der Wert einer beziglich SUR-
PRISE optimalen Clusterung kann auf einem Baum T = (V,E) mit n := |V| in O(n®)
berechnet werden.

Beweis. Die Laufzeit ergibt sich als Spezialfall des Algorithmus fiir w-MACP auf Badumen
mit wygz = 1. O
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5.2. SURPRISE auf Biaumen 27

Algorithmus |4 liefert lediglich den optimalen Wert der Clusterung, nicht die Clusterung
selbst. Nichts desto trotz sollte es leicht moglich sein die Implementierung von Algorith-
mus 4| derart zu verdndern, dass die optimale Clusterung ohne einen Verlust von Laufzeit

gefunden werden kann.
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6. Minimum-Contamination-Probleme
auf planaren Graphen

Das folgende Kapitel soll die Frage erldutern, wie schwer das Losen von Minimum-Average-
Contamination-Problemen auf planaren Graphen ist. Planare Graphen sind von Interesse,
da durch Planaritéit einige Optimierungsprobleme auf Graphen in Polynomialzeit 16sbar
sind, die auf allgemeinen Graphen N'P-schwer sind. Besonders Schnitt- und Flussprobleme
lassen sich auf planaren Graphen meist effizienter 16sen, als auf allgemeinen. Die wohl
wichtigste Charakterisierung von planaren Graphen stellt der Satz von Kuratowski dar.
Er verwendet den Begriff der Unterteilung, der zunéchst kurz erldutert wird.

Definition 17 (Unterteilung eines Graphen). Sei G = (V, E) ein Graph. Werden Kanten
aus G durch einfache Pfade ersetzt, so heifit der neu entstandene Graph Unterteilung von

G.

Werden Kanten eines planaren Graphen mit weiteren Knoten unterteilt, so bleib der ent-
stehende Graph planar.

Satz 3 (Satz von Kuratowski). [Kur, Ein Graph ist planar, genau dann, wenn er
keine Unterteilung von Ks oder K33 als Subgraph enthdlt.

Die Graphen K5 und K33 sind in Abbildung dargestellt, wobei Abbildung ein
Beispiel einer Unterteilung von Ks zeigt.

Satz |3| stellt ein wertvolles Werzeug dar, um zu entscheiden, ob ein gegebener Graph
planar ist oder nicht. Im Folgenden wird davon Gebrauch gemacht, um zu zeigen, dass
die Reduktion von Li und Tang zum Beweis der N'P-volistindigkeit von DECISION-w-
MACP einen moglicherweise nicht planaren Graphen erzeugt.

6.1 w-MACP auf planaren Graphen - Gegenbeispiel zu Be-
weis aus |[LT11

Der von Li und Tang angegebene Beweis soll zeigen, dass DECISION-w-MACP auf
bipartiten, planaren Graphen N P-volistindig ist [LT11]. Die Grundidee des Beweises

besteht aus einer Polynomialzeit-Reduktion einer Spezialform des Problems 3-DM auf
DECISION-w-MACP.
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30 6. Minimum-Contamination-Probleme auf planaren Graphen

(a) K5 - vollstdndiger Graph mit 5 Knoten. (b) K3 3 - vollstédndiger bipartiter Graph mit
3 Knoten in beiden Partitionen.

(c¢) Graph G ist Unterteilung des K5 und ist
nach Satz|3|somit nicht planar.

Abbildung 6.1: Hlustration zu Satz .

Entscheidungsproblem 2 (Dreidimensionales Matching (3-DM)). Seien A, B,C' drei
disjunkte Mengen mit |A| = |B| = |C| = p und eine Menge von Tripeln T C A x B x C
gegeben. Gibt es eine Menge S C T der Grifle p, sodass jedes Element g € AUBUC in
genau einem Tripel s € S enthalten ist?

Die Spezialform 3-DMy des Problems 3-DM, die der Beweis von Li und Tang verwen-
det, besteht darin die Anzahl der Vorkommen eines Elements ¢ € AU B U C in einem
Tripel d € T auf genau zwei zu beschrinken. Das zugehorige Entscheidungsproblem ist

NP-volistindig [CC03| [LT11]. Reduktion [1]stellt den Kern der angegebenen Reduktion
dar.

Reduktion 1. Aus einer Instanz I = ((4, B,C),T) mit |A| = p, |T'| = 2p von 3-DM; wird
ein Graph G wie folgt konstruiert. Fiir jedes Element g € AU BUC werden Knoten p;(g)
und po(g) eingefiigt, die die Vorkommen der Elemente g € AU B U C' reprisentieren. Des
Weiteren werden Verbindungsknoten Ag eingefiihrt, die jeweils iiber Kanten {Ag,p1(g)}
und {Ag, p2(g)} mit p1(g), bzw. p2(g) verbunden sind. Die dritte Gruppe von Knoten p(d)
reprisentieren Tripel d € T'. Sie besitzen Kanten zu den Knoten p1(g), bzw. pa(g), deren
reprisentiertes Element in d vorkommt.

Die Gewichte der einzelnen Knoten und die Parameter fiir die Erfiillbarkeit des Problems
DECISION-w-MACP sind hier nicht angegeben, da sie beziiglich der Planaritdt von
wenig Interesse sind. Fiir die vollstindige Reduktion siehe [LT11]. Es wird behauptet,
dass der Graph Gy fiir alle Instanzen I von 3-DMs planar ist, was mit dem folgenden
Beispiel widerlegt werden soll.

Beispiel 1. Beispiel zu 3-DMa
L = ((A7B7C)7T)
A={a,b,c} B={d,e, f} C={g, h,k}
T = {(a7 d? g)? (a7 67 h)7 (b7 e? k)? (b7 f7 g)7 (c7 f’ h)? (C7 d7 k;)}
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6.2. W-MACP auf planaren Graphen 31

Abbildung zeigt den fiir Beispiel [1) durch Reduktion [1| konstruierten Graphen Gy, .

Lemma 8. Der fiir Beispiel[1 mittels Reduktion|1] konstruierte Graph G, ist nicht planar.

Beweis. In Gy, sind zwei Knoten p(d;), p(d;) mit d;,d; € T iiber einen Pfad, der ausschlie-
lich aus Knoten mit Grad 2 besteht erreichbar, wenn d; und d; ein Element g € AUBUC
gemeinsam haben. Werden diese Pfade in 7, durch einfache Kanten ersetzt, entsteht der
in dargestellte Graph G’Il, der isomorph zu K3 3 ist. Nach Satz 3|ist der konstruierte
Graph G, also nicht planar, da er eine Unterteilung des Graphen K33 enthélt. ]

Jede Instanz I von 3-DMy, in der die Menge aller Tripel 7' eine Obermenge der Menge aller
Tripel aus Beispiel 1| bildet, erzeugt einen nicht-planaren Graphen G;. Der in [LT11] ange-
gebene Beweis besitzt noch immer Giiltigkeit fiir bipartite Graphen. Dariiber hinaus, 1asst
sich die Idee hinter Reduktion|1] verwenden, um einen neuen Beweis zur N'P-vollstindigkeit
von DECISION-w-MACP anzugehen, was Gegenstand des folgenden Abschnittes ist.

6.2 w-MACP auf planaren Graphen

Dieser Abschnitt macht sich zur Aufgabe die N'P-volistindigkeit von DECISION-w-
MACP auf planaren Graphen zu zeigen. Hierzu wird, anstatt von einer Instanz von
3-DM3y, von einer Instanz I des Problems (2-3)-PLANARES 3-DM auf DECISION-w-
MACP reduziert. Die angegebene Reduktion orientiert sich stark an der von Li und Tang
angegebenen Reduktion [LT11], trifft aber an verschiedenen Stellen kleine Anderungen,
wodurch der Reduktionsgraph planar bleibt. Den Anderungen geschuldet, bedarf es auch
einer angepassten Argumentation im angeschlossenen Beweis.

Entscheidungsproblem 3 ((2-3)-Planares Dreidimensionales Matching ((2-3)-PLANARES
3-DM)). Seil = ((A,B,C),T) eine Instanz von 3-DM, in der jedes Element g € AUBUC
entweder in zwei oder drei Tripeln in T vorkommt und G = (V, E) mit

V={d|deT)UAUBUC
E={{g,d}} |deT,ge AUBUC und g € d}

der Graph, der I beschreibt. I heifit planar, falls G planar ist. Gibt es eine Menge S C T
der Grdfie p, sodass jedes Element g € AU B U C in genau einem Tripel s € S enthalten
ist?

Das Entscheidungproblem (2-3)-PLANARES 3-DM ist N'P-vollstindig . Dies folgt un-
mittelbar aus einem in angegebenen Beweis zur N'P-vollstindigkeit von PLANARES
3-DM, da in diesem Beweis nur ein Vorkommen in zwei oder drei Tripeln fiir alle Variablen
g € AU B U C vorausgesetzt wird.

Im Folgenden seien A;, B; und C; die Mengen der Elemente aus A, B, bzw. C, die in T
genau in ¢ Tripeln vorkommen.

Definition 18.

Ai={geA||{teT|get} =i}
Bi:={geB||{teT|get} =i}
Ci:={geC||{teT|get} =1}

Fiir jede Instanz von (2-3)-PLANARES 3-DM gilt A = Ay U A3, B = By U Bs und C =
CyU Cs.
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32 6. Minimum-Contamination-Probleme auf planaren Graphen

a) Graph G, zu Beispiel [1| nach Reduktion [1] aus b) Graph G’ zu Beispiel |1
1 Iy
LT11]. Der Graph G entsteht durch

Knotenkontraktion des Gra-
phen in a), ist isomorph zu
K3 3 und damit nicht planar.

Abbildung 6.2: Mlustration zu Reduktion (1| fiir Beispiel
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6.2. W-MACP auf planaren Graphen 33

Reduktion 2. Reduktion von (2-3)-PLANARES 3-DM auf w-MACP.

Sei I = ((A, B,C),T) eine Instanz von (2-3)-PLANARES 3-DM. Aus I wird auf folgende
Art und Weise ein Graph Gpreq(I) = (VRed(I ), Erea(l )) konstruiert. Fiir jedes Vorkom-
men in 7" eines Elements g € AU B U C werden Knoten p1(g), p2(g), bzw. p3(g), jeweils
mit Gewicht 1 in G geq(I) eingefiigt. Jedes Element d aus T wird durch einen Knoten p(d)
représentiert, der jeweils mit genau einem Knoten p;(g),1 < i < 3 des in d enthaltenen Vor-
kommen der Variablen g iiber eine Kante verbunden wird. Zu jedem Element g € As wird
ein Knoten Ag mit Gewicht 2 eingefiihrt, der mit den Knoten p;(g) und pa(g) iiber Kanten
verbunden wird. Fiir jede Variable g € A3 werden zwei Knoten Aqg und Asg mit Gewicht
2 eingefithrt, die iiber Kanten {pi(g), A1g}, {p2(9), A1g}, {p2(9), A2g}, {p3(g), A2g} mit
den Knoten p;(g) der Variablen g € A3 verbunden werden. Zu jedem Element g € BUC
wird ein Knoten Ag eingefiigt. Falls ¢ € By U Cy, bekommt dieser Gewicht N 4 2 und
es werden Kanten {p1(g),Ag},{p2(g),Ag} eingefiigt. Fiir ¢ € B3 U C3 bekommt der
Knoten Ag Gewicht N + 1 und es werden Kanten {p1(g), Ag}, {p2(9), Ag}, {ps(9), Ag}
eingefiigt. Der erhaltene Graph Ggeq(I) stellt nun eine Instanz von w-MACP mit Pa-
rametern K = 3|T| — |A] und B = (4|A| + |A3|)(N + 3)? dar. Der Parameter N wird
im spéteren Verlauf des Beweises festgelegt. An dieser Stelle sei angemerkt, dass es nur
von Noten ist, dass N eine gewisse Mindestgrofle besitzt. Die beschriebene Reduktion ist
polynomiell, da fiir jedes Element d € T genau ein Knoten und fiir jedes g € AUBUC
hochstens 5 Knoten eingefiigt werden und die Knotengewichtsfunktion des Graphen bei
bindrer Codierung polynomiell in der Eingabegrofie ist.

Zur Veranschaulichung ist in Beispiel |2 eine Beispielinstanz I von (2-3)-PLANARES 3-DM
gegeben, deren Graph Gpgeq(I) in Abbildung dargestellt ist.

Beispiel 2.

1= ((A,B,C),T) mit
A=1{1,2},B=1{3,4},C = {5,6}
T = {(1,3,6), (1,4,6), (2,4,5), (2,3,5), (1,3,5)}

Zunichst ist zu zeigen, dass Gpeq(I) fiir alle Instanzen I von (2-3)-PLANARES 3-DM

planar ist. Hierbei hilft das Konzept der Unterteilung eines Graphen in Verbindung mit
Satz

Lemma 9. Sei I eine Instanz von (2-3)-PLANARES 3-DM. Dann ist Greq(I) planar.

Beweis. Sei hierzu I eine Instanz von (2-3)-PLANARES 3-DM und G(I) der in Entschei-
dungsproblem (3| beschriebene Graph zu I. G(I) ist per Definition planar. Sei g € BUC
und p(g) der zugehorige Knoten in G(I) und p(dy),p(dz) und gegebenenfalls p(ds) die
Knoten, fiir deren reprisentierte Tripel g € d; gilt. Durch Umbenennung von p(g) zu
Ag und Unterteilung der Kanten {p(dy),p(9)}, {p(d2),p(g9)} und {p(ds),p(g)} mit neuen
Knoten p1(g),p2(g9), p3(g) entsteht die Konstruktion des Graphen Ggeq(I), die nach Satz
planar bleibt, da sie eine Unterteilung eines planaren Graphen ist. Fiir alle Knoten
g € Ag erfolgt die Konstruktion analog. Sei also nun g € A3 ein Element, das durch Kno-
ten p(g) reprisentiert wird und p(dy), p(da), sowie p(ds) die Knoten der Tripel, in denen
g vorkommt. Unterteile zunéichst die Kanten {p(g),p(d1)} und {p(g),p(ds)} von Knoten
p(dy), bzw. p(ds) ausgehend, jeweils mit zwei Knoten p1(g) und A;g, bzw. p3(g) und Agg.
Durch Umbenennung von p(g) in pa(g) entsteht die in Greq(I) beschriebene Struktur des
Graphen, womit aus Satz 3| folgt, dass Gpreq(I) fiir alle Instanzen I von (2-3)-PLANARES
3-DM planar ist. O
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6. Minimum-Contamination-Probleme auf planaren Graphen

(a) GRrea(I) fiir Beispiel (b) Fiir griin eingefiirbte Knoten p(d) ist das
Tripel d im perfekten Matching enthal-
ten. Rot eingefirbte Kanten sind in der
Menge E’, die aus G geq(I) geloscht wird.

Abbildung 6.3
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6.2. W-MACP auf planaren Graphen 35

Es bleibt zu zeigen, dass Gpreq(I) genau dann ein dreidimensionales Matching S enthélt,
wenn es eine Clusterung ¢ mit Gewicht B = Zcqw(C)2 = (4|A] + |A3))(N + 3)? gibt,
sodass K Kanten geschnitten werden.

Definition 19 (schwerer Knoten). Fin Knoten v € Vgeq(I) heifit schwer, wenn w(v) > N
gilt.

Wird die in Reduktion [2| eingefiihrte Zahl N grofl genug gewihlt, so ldsst sich iiber eine
Losung von DECISION-w-MACP folgendes Lemma ableiten.

Lemma 10. Fiir jede erfiillbare Instanz I' des Problems DECISION-w-MACP mit er-
fillender Clusterung C, enthdlt jeder Cluster C' € { hdchstens einen schweren Knoten.

Beweis. Sei I' = ((V,E), K, B) eine erfiillbare Instanz von DECISION-w-MACP mit
erfiillender Clusterung ¢, sodass K = 3|T| —|A| und B = (4|A| +|As|)(N +3)? ist. Es ist
klar, dass jeder schweren Knoten in einem Cluster enthalten sein muss. Da es 4 |A| + | As|
schwere Knoten gibt, gilt also

D w(C)® > (4]A] +|As|) N2, (6.1)
cel

Auflerdem sei nun N > 40 |A| 4+ 10 |A3|. Somit gilt:

(4]A] + [A3])(N +3)* = (4|A| + |A3|)N? + (6N +9)(4]A| + | A3))
< (4]A] + |A3[)N? + (6N +9)(4|A] + |A])
< (4]A]| + |A3|)N? + (6N 4+ N)5 | A|

( )

= (4|A] +|A3|)N? + 35N |A]
~~

<&N
< (4|A] + |A3))N? + N?
< (4]A] + |A3)N? + 2N?
= (4]A] +|A3| + 2)N? (6.2)

Angenommen ein Cluster C' € ¢ enthélt mehr als einen schweren Knoten, d.h. es gibt
einen Cluster C' mit w(C) > 4N?. Dann gilt:

> w(C)? = AN? + (4]A| + |A3| — 2)N?
Ce¢

= N?(4|A| + |43] + 2)

> (4|A] + |43 (N +3)?

Dies stellt einen Widerspruch zur Annahme dar und folglich gilt die Behauptung.

Ausgehend von Lemma [10| kann nun das folgende Lemma gezeigt werden.

Lemma 11. Eine Instanz I = ((A, B,C),T) von (2-3)-PLANARES 3-DM st genau dann
erfillbar, wenn DECISION-w-MACP mit Parametern K = 3|T|— |A| und B = (4 |A| +
|A3)(N + 3)? auf Greq(I) erfiillbar ist.
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36 6. Minimum-Contamination-Probleme auf planaren Graphen

Beweis. "=": Sei S C T ein perfektes dreidimensionales Matching von I und Gpeq(I)
der fiir I in Reduktion 2| beschriebene Graph. Dann enthalte die Menge E’ die folgenden
Kanten.

e Fiir alle d = (a,b,c) ¢ S fiir die p(d) mit Knoten p;(a), p;(b) und p;(c) adjazent ist,
seien die Kanten {p(d),p;(b)} und {p(d),pi(c)} mit b € Bund c € C in E'.

e Fiir alle d = (a,b,c) € S fiir die p(d) mit Knoten p;(a),p;(b) und p;(c) adjazent ist
und a € Aj gilt, seien die Kanten {p;(a), Aa}, {p;(b), Ab} und {p;(c), Ac} in E'.

e Zusitzlich werden fiir alle d = (a,b,c) € S mit a € Az die in Abbildung ange-
zeigten Kanten zu E’ hinzugefiigt.

Wie fiir Beispiel [2| in Abbildung leicht ersichtlich ist, hat nun jede verbleibende Zu-
sammenhangskomponente in G’ = (Vgea(I), Ered(I) \ E’) genau Gewicht N + 3.

In jedem Element d € T muss genau ein Element aus a € A enthalten sein. Folglich
enthélt T' zwei Tripel fiir beide Vorkommen aller Elemente in A und ein weiteres fiir jedes
Element aus Ag, sodass sie folgende Identitéit gilt:

T = 2|A] + | A3 (6.3)

Hieraus lisst sich die Anzahl der Kanten herleiten, die £ enthilt. Fiir jedes Tripel d € S
enthilt E’ drei Kanten. Weiterhin ist eine weitere Kante fiir jedes Element g € Az in E’
und fiir jedes Element d ¢ S, das nicht im Matching S enthalten ist, werden genau zwei
Kanten zu E’ hinzugefiigt, vergleiche hierzu Abbildung Folglich gilt:

|E'| =31S|+ |As] +2[T\ S|
~~

=|T|-2|A|
=3 |S| +[T| —2]A] +2(|T| - |5])
~— ~—
=|4] =|A|
=3[T] - |A]

Werden alle Kanten aus E’ in G req(I) geloscht, entsteht der Graph G' = (Vgea(I), Erea(I)\
E’). Er zerféllt in natiirlicher Weise in eine Clusterung ¢ = {C1, ..., Cy}, die durch seine
Zusammenhangskomponenten induziert wird. Die Anzahl der Cluster ¢ in G’ setzt sich
zusammen aus einer Komponente fiir jeden schweren Knoten, also einen fiir jedes Tripel
d € T und einen fiir jedes g € B U C. Somit ergibt sich:

q=[T|+[B|+|C]|
= [T]+ |A] + |A]
= 2|A[ +[A43] + 2]|A]
=4 |A] + |43

Da es genau ¢ = 4 |A[+|A3| Cluster mit jeweils Gewicht N+3 in G’ gibt, gilt Y- w(C)? =
(4|A] + |A3])(N + 3)%. Somit kann aus einer erfiillenden Belegung fiir (2-3)-PLANARES
3-DM eine erfiillende Clusterung von DECISION-w-MACP mit Parametern K = 3 |T'|—
|A| und B = (4 |A]| + |A3|)(N + 3)? auf G peg(I) bestimmt werden.

7" Sei I’ eine erfiillende Clusterung von DECISION-w-MACP mit K = 3|T| — |A|
und B = (4]A| + |A43])(IV + 3)2. Dann existiert eine Kantenmenge E’ mit |E'| = K,
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6.2. W-MACP auf planaren Graphen 37

(a) Fall 1: d; € S (b) Fall 2: d; € S

(C) Fall 3: d; € S

Abbildung 6.4: Dargestellt sind die drei Fille fiir den Schnitt in Komponenten zu g € As.
Alle Kanten, die in der Menge E’ enthalten sind, sind rot dargestellt.
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38 6. Minimum-Contamination-Probleme auf planaren Graphen

(a) Sternférmige Anordnung bei Knoten (b) Fiir g € Ay muss in der zu g gehorigen

p(g) mit ¢ € As. Zum Trennen al- Komponente nur eine Kante geschnit-
ler Pfade zwischen schweren Knoten sind ten werden, um alle schweren Knoten zu
zwei Schnitte notig. trennen.

Abbildung 6.5: Hlustration fiir alle benstigten Schnittkanten fiir Knoten p(g) von Elemente
geA

sodass sich nach Léschen von allen Kanten e € E' aus Ggeq(I) eine Clusterung ¢ von
G' = (VRed(I), Erea(I) \ E') ergibt, fiir die

> w(C)? < (4]A] + |As)(N +3)°
CeC

gilt. Lemma |10| besagt, dass jeder Cluster C' € { hochstens einen schweren Knoten ent-
halten darf. Folglich ist es notig alle Pfade, die zwischen schweren Knoten verlaufen und
keinen weiteren schweren Knoten enthalten, zu schneiden. Die Anzahl solcher Pfade ergibt
sich wie folgt:

Fiir jeden Knoten Ag mit g € B3 U C3 miissen drei Kanten geschnitten werden, um alle
Pfade zwischen ihm und anderen schweren Knoten zu trennen, fiir alle Knoten Ag mit
g € By U (5 genau zwei. Des Weiteren miissen fiir alle Knoten Ag mit g € A3 zwei und
fiir jeden Knoten Ag mit g € Ay eine Kante geschnitten werden, was in Abbildung
verdeutlicht ist. Anders betrachtet, wird fiir jedes Element in A eine Kante geschnitten
und zusétzlich fiir jedes g € A3 eine weitere Kante. Damit ergibt sich folgende Gesamtzahl
der benétigten Kanten im Schnitt, um alle schweren Knoten zu trennen.

|E'| =3(|{Ag| g€ B3} +{Ag| g€ Cs})
+2({Ag | g€ B} + [{Ag | g € Ca})

+ Al +  |As|
~~
=|T|-2|A]
=3(|Bs| +|Cs|) +2(|Ba| +|Ca| ) + |A| + |T| — 2|A]
= 3(|As] + |As]) +2(3[A] = |T| + 3|A| = |T|) + |T| — | A]
=6(|T|—2|A]) +4(3|A| = |T|) + |T| — | A]
=2|T|+[T| - |A]
=3|T| - |A|

Da jeder Cluster hochstens einen schweren Knoten enthalten kann und da um alle Pfade
zwischen schweren Knoten zu trennen bereits 3 |T| — |A| Kanten benétigt werden, kann es

38



6.2. W-MACP auf planaren Graphen 39

nicht vorkommen, dass ein Cluster existiert, der keinen schweren Knoten enthélt. Somit
enthilt jeder Cluster genau einen schweren Knoten. Nach Konstruktion von G pgeq(l) gilt:

Y. wv)=) w(C)=4|Al+|A3)(N +3)

UGVRed (I) CGC

Da es 4|A| 4+ |As| schwere Knoten gibt und jeder Knoten in einem Cluster enthalten
sein muss, aber keine zwei schweren Knoten in einem Cluster enthalten sein kénnen(vgl.

Lemma , kann

> w(C)? < (4]A] + |As)(N +3)°
ce¢

nur gelten, wenn w(C) = N + 3 fiir alle Cluster C € ( gilt.

Im Folgenden bezeichne ein giltiger Cluster eine Menge {p(d),p(a),p(b),p(c)} C Vrea(I)
von Knoten in Ggeq(I) mit a € A,b € B und ¢ € C. Es bleibt zu zeigen, dass zu jeder
Variablen g € AU BUC genau einer der Knoten p;(g), p2(g), bzw. p3(g) in einem giiltigen
Cluster liegt, das heifit ein dreidimensionales Matching S induziert wird.

Dies wird zunéchst fiir alle g € BUC gezeigt. Sei hierzu g € BUC und C' € ( ein Cluster,
der pi(g) enthilt.

e Fall 1: p(d) ist schwerer Knoten in C. Dann ist C' offensichtlich ein giiltiger Cluster,
da es keine andere Moglichkeit gibt, sodass w(C) = N +3 gilt. Fiir die verbleibenden
Knoten gibt es die folgenden zwei Fille:

— Fall 1.1: g € B3UCj5. Dann enthélt der Cluster, in dem Knoten Ag ist auch die
Knoten ps(g) und p3(g) und bilden somit einen Cluster C’ mit Gewicht N + 3,
der nicht giiltig ist.

— Fall 1.2: g € BoUC5. Dann enthélt der Cluster, in dem Knoten Ag ist auch den
Knoten pa(g) und bildet ebenfalls einen nicht giiltigen Cluster C’ mit Gewicht
N + 3.

e Fall 2: Es gibt kein d € T, sodass p(d) in C liegt. Dann muss der schwere Knoten
Ayg in C liegen und C ist kein giiltiger Cluster. Es treten zwei Félle auf:

— Fall 2.1: g € B3 U (5. Dann muss C einen Knoten p;(g) mit ¢ # 1 enthal-
ten. Folglich muss der dritte Knoten p;(g),j ¢ {1,}, der ein Vorkommen der
Variablen ¢ représentiert, in einem anderen Cluster liegen, der seinerseits ein
giiltiger Cluster sein muss.

— Fall 2.2: g € By U Cy. Dann gilt bereits w(C') = N + 3 und der Knoten pa(g)
muss in einem giiltigen Cluster liegen, um zu gewéihrleisten, dass w(C) = N +3
fiir alle Cluster C' gilt.

Die einzelnen Fille fiir g € B U C sind zur Ubersicht in Abbildung dargestellt.

Da es fiir jedes b € B einen giiltigen Cluster C gibt, der einen Knoten p;(b) enthélt, gibt es
insgesamt mindestens |B| = |A| giiltige Komponenten. Es bleibt also nur noch zu zeigen,
dass fiir g € A hochstens ein Knoten p;(g) in einem giiltigen Cluster liegen kann. Sei hierzu
C' der Cluster der p;(g) enthélt.

e Fall 1: g € As.

— Fall 1.1: C ist giiltiger Cluster. Dann muss Knoten Ag mit Knoten p2(g) und
dem zu py(g) adjazenten Knoten p(d;) einen nicht giiltigen Cluster bilden.
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40 6. Minimum-Contamination-Probleme auf planaren Graphen

(a) Fall 1.1 (b) Fall 1.2

(c) Fall 2.1 Méglichkeit 1 (d) Fall 2.1 Méglichkeit 2 (e) Fall 2.2

Abbildung 6.6: Fallunterscheidnung fiir g € BU C

— Fall 1.2: C ist nicht giiltiger Cluster. Dann muss C den Knoten Ag enthalten
und der Cluster C’, der Knoten ps(g) enthilt, ist ein giiltiger Cluster.

e Fall 2: g € As.

— Fall 2.1: C ist giiltiger Cluster. Dann miissen die Knoten p2(g), A1g und p(d;)
den ersten und die Knoten ps(g), Asg und p(d;) den zweiten nicht giiltigen
Cluster bilden, da keine andere Moglichkeit besteht Cluster der Groflie N + 3
zu erhalten.

— Fall 2.2: C ist nicht giiltiger Cluster. Dann muss ein giiltiger Cluster C’
existieren, der entweder pa(g) oder ps3(g) enthélt:

x Fall 2.2.1: C’ enthélt pa(g). Die Knoten Ajg, pi(g) und p(d;) miissen
zusammen in einem Cluster liegen und die Knoten Asg, p3(g) und p(d;)
miissen zusammen in einem Cluster liegen. Beide Cluster sind jeweils nicht
giiltig.

x Fall 2.2.2: C’ enthiilt p3(g). Analog Fall 2.1 (symmetrisch).
Fiir g € A sind die beschrieben Félle in Abbildung dargestellt.

Insgesamt induziert eine erfiillende Clusterung von DECISION-w-MACP also genau | A|
giiltige Cluster in Geq(I), in der jede Variable in genau einem Cluster enthalten ist, ein
perfektes dreidimensionales Matching S der Instanz I von (2-3)-PLANARES 3-DM. O

Zu einer gegebene Clusterung kénnen die Summe der Quadrate der Cluster-Gewichte und
die Anzahl an geléschten Kanten in polynomieller Zeit berechnet werden. Somit liegt das
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6.3. U-MACP auf planaren Graphen 41

(c) Fall 2.1 (d) Fall 2.2.1 (e) Fall 2.2.2

Abbildung 6.7: Fallunterscheidung fiir g € A

Problem DECISION-w-MACP in der Komplexititsklasse NP und mit Lemma [11]folgt
das folgende Korollar.

Korollar 2. DECISION-w-MACP ist N'P-vollstindig auf planaren Graphen.

6.3 u~-MACP auf planaren Graphen

Es besteht weiterhin die Frage, ob das Problem DECISION-U-MACP auf planaren Gra-
phen N'P-volistindig bleibt. Diese Frage ist insbesondere durch den Zusammenhang zwi-
schen SURPRISE und U-MACP interessant. Im Folgenden soll dieser Frage nachgegangen
werden, um sie letztendlich zu bejahen. Hierzu wird Reduktion [2| aus Abschnitt leicht
angepasst, indem Knoten v € Ggeq(I), die ein Gewicht w(v) > 1 haben, durch planare Teil-
graphen ersetzt werden, die bestimmte Eigenschaften beziiglich ihres minimalen Schnittes
erfiillen.

Definition 20 (Kantenzusammenhang eines Graphen). Sei G = (V, E) ein Graph. Dann
heifSt
AG) = i S| (6.4)

= min
S ist Schnitt von G

der Kantenzusammenhang von G.

Wenn fiir einen Graphen A\(G) > k gilt, dann existiert kein Schnitt, der den Graphen in
mehrere Zusammenhangskomponenten zerteilt, der weniger als k& Kanten enthélt. Reduk-
tion 2] wird nun so angepasst, dass der erhaltene Graph nur Knoten mit Gewicht 1 enthilt
und trotzdem planar bleibt.

Reduktion 3. Ausgehend von einer Instanz I = ((A, B,C),T) von (2-3)-PLANARES 3-
DM wird ein Graph G, ,(I) aufgebaut. Hierbei wird mit dem Graphen Gpgeq(I), gemas
Reduktion [2| begonnen. Sei Hg ein ungewichteter planarer Graph mit N Knoten und
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42 6. Minimum-Contamination-Probleme auf planaren Graphen

A(Hq) > 4. Ersetze jeden Knoten p(d) € GRreq(I) mit d € T durch eine Kopie des Graphen
Ha, losche alle Kanten {p(g),p(d)} mit g € AU B U C und ersetze sie durch neue Kanten
{p(g), ha}, wobei hy ein beliebiger Knoten von H, ist. Fiir alle Knoten Ag € GReq(I) mit
w(Ag) = M > N verfahre analog mit Graphen Ha, der Gréie M. Zu jedem g € A
wird ein Knoten kg und eine Kanten {Ag,rg} eingefiigt. Fiir jedes Element g € As
werden zwei Knoten k1g und kag, sowie Kanten {A;1g, k1g} und {Aag, kag} eingefiigt.
Schlussendlich werden alle Gewicht von Knoten im nun entstandenen Graphen G’ (I) auf
1 gesetzt. Abbildung zeigt die beschriebenen Ersetzungen. Die angegebene Reduktion
ist polynomiell, da N > 40 |A| + 10 |A3| so gew#hlt werden kann, dass die Komponenten
Hq und Hag nur polynomielle Groe beziiglich der Eingabe besitzen.

Bemerkung 3 (Existenz von Planaren Graphen mit minimalem Schnitt von 4). Abschnitt
stellt sicher, dass planare Graphen mit beliebig vielen Knoten existieren, die einen
minimalen Schnitt von mindestens 4 haben.

Lemma 12 (Planaritét von G’ ,(I)). Fir jede Instanz I = ((A,B,C),T) von (2-3)-
PLANARES 3-DM st G, (1) planar.

Beweis. Sei I = ((A, B,C),T) eine Instanz von (2-3)-PLANARES 3-DM. Dann ist G geq([)
nach Lemma @ planar. Des Weiteren ist jede Komponente Hy und Ha, planar. Durch
Ersetzen von Knoten p(d) durch Komponenten H,4 bleibt die Planaritét von Greq(l) er-
halten. Der planare Subgraph Hg werde so eingebettet, dass Knoten hy auf der Aufieren
Facette liegt. Betrachte zu einer beliebigen planaren Einbettung von Ggeq(I) eine Facette,
in der Knoten p(d) liegt. Dann kann p(d) durch #H4 derart ersetzt werden, dass hy Knoten
p(d) ersetzt und Hg in dieser Facette liegt. Da hy auf der duleren Facette in H4 eingebettet
ist, entstehen durch die Ersetzung keine Kantenkreuzungen. Wird diese Ersetzung fiir alle
Komponenten H4 und analog fiir alle Komponenten Ag durchgefiihrt, entsteht eine planare
Einbettung. Da das Einfiigen von Knoten mit Grad 1 ebenfalls nichts an der Planaritét
eines Graphen verdndert, gilt somit, dass G’ (1) fiir alle Instanzen I = ((A,B, C),T )
von (2-3)-PLANARES 3-DM ein planarer Graph ist. O

Analog zu schweren Knoten, ergibt sich die folgende Definition fiir deren entsprechenden
Komponenten im durch Reduktion 3 erzeugten Graphen G',_,(I).

Definition 21 (schwere Komponente). Jede Komponente Hq bzw. Hag heifst schwere
Komponente.

Das folgende Lemma ergibt sich analog zu Lemma indem Knoten durch Komponenten
ersetzt werden.

Lemma 13. Flir jede erfillende Clusterung ¢ des Problems DECISION-U-MACP auf
G'r.q(I) mit Parametern K = 3|T| — |A| und B = (4|A] + |As|)(N + 3)2, enthilt jeder
Cluster C' € ¢ hochstens eine vollstindige schwere Komponente.

Um zu zeigen, dass DECISION-U-MACP NP-vollstindig ist, kann sich des Beweises
zur N'P-Vollstindigkeit von DECISION-w-MACP bedient werden. Ausgehend von ei-
nem perfekten dreidimensionalen Matching S kann auf dieselbe Weise eine Lésung von
DECISION-U-MACP konstruiert werden, wie im Beweis zu Lemma Dies fithrt zu
folgendem Lemma.

Lemma 14. Sei S ein perfektes Matching der Instanz I = ((A,B,C),T) von (2-3)-
PLANARES 3-DM. Dann enthilt G’ ,(I) eine erfillende Clusterung ¢ beziglich des Pro-
blems DECISION-U-MACP mit Parametern K = 3|T|—|A| und B = (4 |A|+|A3])(N +
3)2, die durch S induziert wird.
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6.3. U-MACP auf planaren Graphen 43

(e) Knoten Ag € Greq(I) mit g € Ay (f) Knoten Ag € G,4(I) mit g € A

g) Knoten Ag € Greq(I) mit g € Ag (h) Knoten Ag € G5 ,(I) mit g € A3
Red

Abbildung 6.8: Die linke Seite zeigt Komponenten aus Reduktion |2, die rechte Seite die
jeweilige Entsprechung in Reduktion
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44 6. Minimum-Contamination-Probleme auf planaren Graphen

Nachdem Lemma bereits die Existenz von zwei schweren Komponenten pro Cluster
ausschlieit, bleibt fiir die Gegenrichtung zu zeigen, dass kein neu eingefithrter Subgraph
Ha, bzw. Hag in einer erfiillenden Clusterung von u-MACP mit Parametern K = 3 |T'| —
|A] und B = (4 |A] + |A3])(N + 3)? durchschnitten wird.

Lemma 15. Fir jede erfiillende Clusterung ¢ des Problems DECISION-U-MACP auf
"ea(I) mit Parametern K = 3|T|—|A| und B = (4|A|+|As|)(N+3)? liegt jeder Subgraph
Ha, bzw. Hay in genau einem Cluster.

Beweis. Im Folgenden heiflen zwei schwere Komponenten benachbart, falls es einen Weg
zwischen ihnen gibt, der keine weitere schwere Komponente durchquert. Ein solcher Weg
zwischen benachbarten schwere Komponenten heif3t schnitt-erforderlich.

Zunichst wird die Menge von kantendisjunkten schnitt-erforderlichen Wegen in G’ (1)
zwischen Komponenten Hg und Hay mit g € B U C betrachtet. Von jeder Komponente
Hy fiithrt je ein Weg zu einer Komponente Hap, sowie einer Komponente Ha.. Zusétzlich
existiert genau ein schnitt-erforderlicher Weg zwischen den zwei schweren Komponenten
Hg, und Hg,, die zu den Knoten pi(a) bzw. pz(a) mit a € A adjazent sind. Da alle
diese Wege kantendisjunkt sind, miissen genau 2 |T'|+ | A2| Kanten geschnitten werden, um
diese Wege zu trennen. Betrachte nun die verbleibenden ”Sternkomponenten” (siche Abb.
fiir Elemente g € As. Jede dieser "Sternkomponenten” induziert drei Wege zwischen
schweren Komponenten innerhalb dieser Komponente, es geniigt aber zwei Kanten zu
schneiden, um derartige Wege zu durchtrennen, weil sie nicht kantendisjunkt sind. Die
Gesamtzahl an Kanten, die in "Sternkomponenten” durchtrennt werden miissen ist daher
2| As| und folglich miissen in G’ ,(I) insgesamt mindestens

K' =2|T| + |As| + 2| A3
=2|T|+|A| + |As]
~~
|T|—2|A
=2|T|+ |A|+|T| - 2|A]
=3|T| - |4

Kanten geschnitten werden, um alle schweren Komponenten von einander zu trennen. Sei
R die Menge aller durchtrennten schweren Komponenten in einer erfiillenden Clusterung
von U-MACP auf G ,(I). Es gelte weiterhin R = R; U Ry. Hierbei enthalte R; die
Komponenten H4,, sodass d; = (a;,b;,¢;) € T mit a; € A,b; € B,¢; € C gilt, sowie
alle schweren Komponenten Ha,. Die Menge Ry enthalte die Komponenten Hg; mit
d; = (CLj,bj,Cj) € T, sodass a; € Ag,bj € B,cj € C gilt.

Annahme: |R| > 0.

Durch Schneiden der Komponenten in R; werden hichstens drei schnitt-erforderliche Wege
in G’ ,(I) durchtrennt. Fiir alle Komponenten in Ry ergeben sich folgenden Maglichkei-
ten.

e Fall 1: Eine schwere Komponente wird durchschnitten. Dann verbleibt nur ein
Weg zwischen schweren Komponenten in der "Sternkomponente”. Das heifit das
Durchschneiden der schweren Komponente bewirkt, dass nur noch ein Weg zwischen
schweren Komponenten getrennt werden muss. Fiir das Durchschneiden der schweren
Komponente sind mindestens 4 Kanten notig.

o Fall 2: Zwei oder drei schwere Komponenten werden durchschnitten. Es verbleibt
kein Weg mehr zwischen zwei schweren Komponenten in der "Sternkomponente”. Fiir
das Durchschneiden der schweren Komponenten sind mindestens 8 Kanten notig.
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Abbildung 6.9: "Sternkomponente” zu g € Az. Wird eine beliebige Komponente H4, ge-
schnitten, so geht gesamtheitlich betrachtet hoéchstens 1 Weg zwischen
schweren Komponenten verloren.

Werden Fall 1 und 2 in der Gesamtheit betrachtet, so wird durch das Durchschneiden pro
schwerer Komponente H; innerhalb einer "Sternkomponente” héchstens der Verlust eines
zu schneidenden Weges, auflerhalb hochstens der Verlust zweier Wege zu Komponenten
Hap und Ha, bedingt, wobei pro Schnitt durch eine schwere Komponente mindestens 4
Kanten geschnitten werden. Insgesamt verbleiben im Graphen G’ (1) also mindestens

3|T| —|A| = 3|R1| — 3| Ry
=3|T| — |A] = 3(|R1| + |Rz] )
=3|T| — |A] - 3|R|

Wege zwischen schweren Komponenten, die durchtrennt werden miissen. Da jede schwere
Komponente in G, ,(I) per Definition aber einen minimalen Schnitt von 4 hat, sind
nur noch hochstens 3 |T'| — |A| — 4|R| Kanten iibrig, die geschnitten werden kdnnen, ein
Widerspruch zur Tatsache, dass in einem Cluster nicht mehrere vollstandige schwere Kom-
ponenten liegen kénnen(vgl. Lemma [13). Folglich ist die Annahme |R| > 0 falsch und es
gilt die Behauptung. O

Zusétzlich konnen die Kanten {xkg, Ag}, bzw. {k;g, A;g} fiir alle g € A nicht durchschnit-
ten werden, da sonst ein Cluster existiert, der nur aus Knoten g, bzw. k;g besteht, was zu
einem Widerspruch fiihrt. Nach Lemma [13]und Lemma/[15]ist damit klar, dass sich die fiir
eine Instanz von DECISION-U-MACP neu eingefiigten Komponenten wie die entspre-
chenden Knoten in Reduktion |2 fiir eine Instanz von DECISION-w-MACP verhalten.
In einer Losung muss jede schwere Komponente in einem eigenen Cluster liegen und es
darf keine Komponente zerschnitten werden. Somit lasst sich die gleiche Argumentation
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46 6. Minimum-Contamination-Probleme auf planaren Graphen

wie im Beweis zu Lemma |11 fiir DECISION-w-MACP anwenden, woraus sich folgendes
Korollar ergibt.

Korollar 3. Das Problem DECISION-U-MACP ist N'P-vollstindig auf planaren Gra-
phen.

6.3.1 Existenz 4-verbundener planarer Graphen

Ein planarer Graph mit N > 6 Knoten und einem minimalen Schnitt von mindestens 4,
wie er in Reduktion |3| benttigt wird, ldsst sich wie folgt konstruieren.

Hy = (V,E) mit V = {links,rechts} U{1,...,N =2} und E = {{i,i+1} |1 < i <
N =2} U {{links,i} |1 <i < N —2} U {{rechts,i} |1 <i <N -2} U{l,N —2}

Abbildung zeigt den beschriebenen Graphen Hp fiir den Basisfall N = 6 und fiir
N > 6.

Lemma 16. Der beschriebene Graph Hy ist planar und es gilt \(Hy) > 4 fir alle N > 6.

Beweis. Die Planaritit des Graphen folgt unmittelbar aus Abbildung [6.10b, in der der
Graph schematisch planar dargestellt ist.

Zeige im Folgenden induktiv, dass A(Hy) > 4 fir alle N > 6 gilt. Sei zundchst N = 6. Be-
trachte den Dualgraphen H¢ zu Hg. offensichtlich hat der in Abbildung dargestellte
Graph nur Kreise, die eine Lénge von mindestens 4 haben. Somit gilt die Behauptung fiir
N =6.

Sei N > 6 beliebig, aber fest gewihlt, Hy planar und es gelte A\(Hy) > 4. Betrachte einen
beliebigen nichtleerer Schnitt S im Graphen Hpy 1. Der neu eingefiigte Knoten N — 1 sei
wie in Abbildung [6.10b|rot gefirbt. Es gibt folgende Moglichkeiten:

e Fall 1: S trennt schwarze Knoten. Es seien e; = {N —2, N —3},ea = {N — 2,1}
— Fall 1.1: Weder e; noch ey werden geschnitten.

* Mindestens eine der roten Kanten {N — 2, links},{N — 2, rechts} ist in S
enthalten. Dann muss S den schwarzen Subgraphen, der durch die Knoten
{1,...,N=3,links,rechts} induziert wird, schneiden. Nach Induktionsvor-
aussetzung ist der minimale Schnitt des schwarzen Subgraphen mindestens
3, womit die Gesamtzahl der Kanten in S also mindestens 4 betrigt.

* Keine der Kanten {N — 2, links}, {N — 2,rechts} ist in S enthalten. Dann
liegt die Menge von Knoten {links, rechts, N —2, N — 3,1} in einer, durch
den Schnitt induzierten Zerlegung des Graphen in Zusammenhangskom-
ponten, in einer Zusammenhangskomponente A. Betrachte einen Knoten
k mit 2 < k < N — 4, der in einer anderen Zusammenhangskomponente
liegt. S muss die Kanten {links, k} und {rechts, k} enthalten. Auflerdem
miissen alle Wege von Knoten k zu Zusammenhangkomponente A durch-
trennt werden. Da mindestens zwei solche Wege (k,k 4+ 1,...N — 3) und
(k,k —1,...1) existieren, die disjunkt sind, muss der Schnitt durch den
Graphen mindestens Grofie 4 haben.

— Fall 1.2: Mindestens eine der Kanten e; oder ey wird geschnitten. Da S
schwarze Knoten trennt, muss der Schnitt S den Knoteninduzierten Subgraphen
der Knoten 1,..., N — 3,links,rechts schneiden. Dieser Subgraph hat nach
Induktionsvoraussetzung einen minimalen Schnitt von mindestens 3 Kanten,
da er mit Hy bis auf eine Kante itibereinstimmt. Zusammen mit der bereits im
Schnitt enthaltenen Kante e; bzw. es, enthéilt der Schnitt demnach mehr als 4
Kanten.
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(a) Graph Hg. (b) Schema fiir den Graphen Hy fiir allge-
meines N > 6. Der rote Knoten N —2 ist
der als Unterteilung der Kante {N—3,1}
in Hy_1 neu eingefiigte Knoten.

(¢) Graph Hg und sein Dualgraph H¢ in blau
dargestellt.

Abbildung 6.10: Illustration zum Beweis von Lemma (16| und Konstruktion von Hy.

e Fall 2: S trennt keine schwarzen Knoten. Dann muss der Schnitt im Graphen den
roten Knoten N — 1 vom Rest des Graphen trennen. Da grad(N — 1) = 4 ist, gilt
die Behauptung.

O]
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7. Zusammenfassung und Ausblick

Sowohl das gewichtete als auch das ungewichtete Minimum-(Average)-Contamination-
Problem ist N'P-schwer auf planaren Graphen. Auf Biumen kann w-MACP in O(n® -
w?,,.) fiir alle Werte von K gelost werden, wobei w,q, das Maximalgewicht eines Knotens
im betreffenden Baum ist. Fiir -MACP auf Baumen hat der angegebene Algorithmus
daher eine Laufzeit von O(n°). Weil die Probleme MINIP und U-MACP beziiglich opti-
maler Losungen dquivalent sind und MINIP ein Teilproblem von SURPRISE darstellt, 1dsst
sich auch der Wert einer SURPRISE-optimalen Clusterung auf Biumen in O(n®) finden.
Auf Pfaden und Kreisen lisst sich w-MACP in O(n?), bzw. O(n?) fiir alle moglichen
Werte von K losen und der Wert einer SURPRISE-optimalen Clusterung lisst sich sowohl
auf Pfaden, als auch auf Kreisen, in Zeit O(n?) finden.

Eine offene Frage bleibt, ob das Problem, SURPRISE auf planaren Graphen zu optimieren,
NP-schwer ist. Auch wenn dies fiir das Teilproblem MINIP gilt, lassen sich daraus nicht
unmittelbar Aussagen iiber die Komplexitéit von SURPRISE treffen. Falls es einen Algorith-
mus geben sollte, der SURPRISE auf planaren Graphen in polynomieller Zeit optimiert, so
kann dieser nicht darauf aufbauen das Teilproblem MINIP zu losen, um eine Lésung von
SURPRISE zu berechnen. Folglich ist die Existenz eines derartigen Algorithmus &uflerst
unwahrscheinlich. Dieselbe Frage stellt sich zur Komplexitét des beschriebenen Problems
K-MSSV. Da U-MACP als Teilproblem von W-MACP NP-schwer auf planaren Graphen
ist, liegt die Vermutung nahe, dass dies auch fiir K-MSSV gelten konnte. Ungeachtet
von dieser Vermutung, steht die erforderliche Reduktion mit anschliefendem Beweis zur
NP-Schwere von K-MSSV noch aus.

Ebenfalls liegt die Vermutung nahe, dass sich die in Kapitel 5| fiir Baume angegebenen
dynamischen Algorithmen, auf andere Klassen von Graphen erweitern lassen. Fiir serien-
parallele Graphen und andere Graphen mit konstanter Baumbreite konnte hier
Anhaltspunkte geben, wie eine derartige Erweiterung auszusehen hat.
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