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Wiederholung: Mixed-Max-Cut

Ein Schnitt in G = (V, E) ist eine Kantenmenge C C E, die von
einer Knotenmenge A C V folgendermaf3en induziert wird:
C={uveE: |An{u v} =1}

Menge C enthalt also genau die Kanten, die genau einen
Endpunkt in A haben.

Problem MIXED-MAX-CUT.

® Gegeben:
® Graph G = (V, E),
® Gewichtsfunktion w: E — R.
& Gesucht:
& Schnitt C € E mit w(C) = Y zcc w(e) maximal und C # 0.
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Mixed-Max-Cut — Uberblick ﬂ(IT
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Eingabe: Gy = (V, Eg) planar. Ausgabe: Cy = C N Ey Mixed-Max-Cut in Gy.
] 7
Trianguliere zu G = (V, E). C = (C")* Mixed-Max-Cut in G.
2. 7
Dualisiere zu G* = (F, E¥). C* = C’' N E* gew.max. gerade Menge in G*
3 7
Modifiziere zu G’ = (V’, E"). C’ = E’ — M gew.max. 2-Faktor in G’
AN /

Berechne ein gewichtsminimales perfektes Matching M in G’.

3/12  28.06.2022 Torsten Ueckerdt: Algorithmen flir Planare Graphen Institut fir Theoretische Informatik



Mixed-Max-Cut — Uberblick ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Eingabe: Gy = (V, Eg) planar. Ausgabe: Cy = C N Ey Mixed-Max-Cut in Gy.
] 7
Trianguliere zu G = (V, E). C = (C")* Mixed-Max-Cut in G.
2. 7
Dualisiere zu G* = (F, E¥). C* = C’' N E* gew.max. gerade Menge in G*
3 7
Modifiziere zu G’ = (V’, E"). C’ = E’ — M gew.max. 2-Faktor in G’
AN /

Berechne ein gewichtsminimales perfektes Matching M in G’.
® Wie berechnen wir M? (Existenz?)

Fragen flir heute: @ Was ist die Laufzeit?
® Warum st Cy # 07?
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Berechnung und Laufzeit

In planaren Graphen kénnen gewichtsminimale perfekte
3
Matchings in O(n2) berechnet werden.

Beweis: Reduziere auf gewichtsmaximales Matching.
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Berechnung und Laufzeit

In planaren Graphen kénnen gewichtsminimale perfekte
3
Matchings in O(n2) berechnet werden.

Beweis: Reduziere auf gewichtsmaximales Matching.
a yw'(e) = —-w(e).
® Maximal beziglich w’ & minimal beziiglich w.

5112 28.06.2022 Torsten Ueckerdt: Algorithmen fir Planare Graphen

AIT

Karlsruher Institut fur Technologie

Gewicht
A

— Kante

~

Institut fir Theoretische Informatik



Berechnung und Laufzeit

In planaren Graphen kénnen gewichtsminimale perfekte
3
Matchings in O(n2) berechnet werden.

Beweis: Reduziere auf gewichtsmaximales Matching.
a yw'(e) = —-w(e).
® Maximal beziglich w’ & minimal beziiglich w.
a w(e):= W+wi(e)fir W > |V| - maxece (W' (€)]).
@ Max. Matching bzgl. w’’ hat die groBtmdgliche Anzahl

Kanten.
® Damit sind gewichtsmaximale Matchings bzgl. w”’ perfekt.

® Max. Matchings bzgl. w”’ entsprechen also genau den min.
perfekten Matchings beziglich w.
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Berechnung und Laufzeit

In planaren Graphen kénnen gewichtsminimale perfekte
3
Matchings in O(n2) berechnet werden.

Beweis: Reduziere auf gewichtsmaximales Matching.
a yw'(e) = —-w(e).
® Maximal beziglich w’ & minimal beziiglich w.
a w(e):= W+wi(e)fir W > |V| - maxece (W' (€)]).
@ Max. Matching bzgl. w’’ hat die groBtmdgliche Anzahl

Kanten.
® Damit sind gewichtsmaximale Matchings bzgl. w”’ perfekt.

® Max. Matchings bzgl. w”’ entsprechen also genau den min.
perfekten Matchings beziglich w.
® Fertig, da MAX MATCHING in O(ng). v
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Co # 0 sicherstellen

Fir eine Kante e € Ey wollen wir erzwingen, dass e € Cp.
Also soll & nicht in M’ sein:

Das kann man durch lokale Modifikation erreichen.
Unterteile e* mit Knoten b (dadurch entstehen ey, &2).
w(er) = w(e ), w(ez) = 0.

Flge Kante ¢’ = bc mit neuem Knoten ¢ hinzu.

w(e’) = 0.

Jedes perfekte Matching muss dann e’ = bc enthalten.

Dadurch wird e € Cy garantiert. v/
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Co # 0 sicherstellen

® Fir eine Kante e € Eq wollen wir erzwingen, dass e € Cp.
® Also soll " nicht in M’ sein:

® Das kann man durch lokale Modifikation erreichen.
Unterteile e* mit Knoten b (dadurch entstehen ey, &2).
w(er) = w(e ), w(ez) = 0.
Flge Kante ¢’ = bc mit neuem Knoten ¢ hinzu.
w(e’) = 0.
Jedes perfekte Matching muss dann e’ = bc enthalten.

® Dadurch wird e € Cy garantiert. v/

® Um den besten Schnitt zu erhalten, wiederholt man den
Vorgang fir jede Kante e € Eg.

= Wir erhalten also eine Laufzeit von O(n2) - O(n) = O(n?) /\ //'\

O(n%) ist aber maoglich!
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Mixed-Max-Cut — Uberblick ﬂ(IT
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Eingabe: Gy = (V, Eg) planar. Ausgabe: Cy = C N Ey Mixed-Max-Cut in Gy.
] 7
Trianguliere zu G = (V, E). C = (C")* Mixed-Max-Cut in G.
2. 7
Dualisiere zu G* = (F, E¥). C* = C’' N E* gew.max. gerade Menge in G*
3 7
Modifiziere zu G’ = (V’, E"). C’ = E’ — M gew.max. 2-Faktor in G’
AN /

Berechne ein gewichtsminimales perfektes Matching M in G’.

Da alle Schritte bis auf Berechnung von
M nur O(n) Zeit brauchen, ist
MIXED-MAX-CUT in O(n%).
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Planaritat testen
Gegeben ein Graph G als Adjazenzliste, entscheide ob G planar ist.

Méglichkeit:
® Teste auf Ks- oder K3 3-Unterteilung.
® Test auf H-Unterteilung von G:

Pfeil-Notation von Knuth:
m glb=2a

® Algorithmus von Karawabayashi-Reed (2012) ®af---Tb=al--1(- (a‘T - T, )

® | aufzeit < c(H) - |V(G)|?

® Theoretisch effizient aber nicht praktikabel, da fefach e e
o(H) ~ 2 1T [V(H)| orach

a Alle effizienten Planaritatstests sind nichttrivial.
® Lineare Laufzeit O(|V(G)|) ist aber méglich.
@ Hier LR-Planaritat.
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LR-Planaritat ﬂ(IT
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® Annahme:

® G hat keine Mehrfachkanten.
® G hat keine Schlingen.
® G hat keine Briicken.

& Also liegt jede Kante auf einem Kreis.
® G ist zusammenhangend.
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LR-Planaritat ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

® Annahme:
® (G hat keine Mehrfachkanten.
® G hat keine Schlingen.
® G hat keine Bricken.
& Also liegt jede Kante auf einem Kreis.
® G ist zusammenhangend.
@ Vorbereitendes Vorgehen:
® Tiefensuche (DFS) von beliebigem Startknoten.
® Nummeriere Knoten in Explorierungsreihenfolge.
@ COrientiere Baumkanten in Explorierungsreihenfolge.
® COrientiere Nichtbaumkanten ebenfalls.

912  28.06.2022 Torsten Ueckerdt: Algorithmen flir Planare Graphen Institut fir Theoretische Informatik



LR-Planaritat ﬂ(IT
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® Annahme:
® (G hat keine Mehrfachkanten.
® G hat keine Schlingen.
® G hat keine Bricken.
& Also liegt jede Kante auf einem Kreis.
® G ist zusammenhangend.
@ Vorbereitendes Vorgehen:
® Tiefensuche (DFS) von beliebigem Startknoten.
® Nummeriere Knoten in Explorierungsreihenfolge.
@ COrientiere Baumkanten in Explorierungsreihenfolge.
® COrientiere Nichtbaumkanten ebenfalls.
@ Erste Beobachtungen:
® Nichtbaumkanten verbinden immer zwei Knoten auf
gemeinsamen Wurzel-Blatt-Pfad.
® Jede Nichtbaumkante e schlief3t einen eindeutigen Kreis mit
den Baumkanten (Fundamentalkreis zu e).
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Was hilft der Baum? ﬂ(IT
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® Jede planare Zeichnung von G liefert auch eine planare
Zeichnung des DFS-Baums.

® Betrachte Zeichnung mit der Wurzel an der &uBeren Facette.

® Jede Nichtbaumkante e fuhrt entweder links (L-Kante) oder
rechts (R-Kante) am Baum zurlck.

® Formal:

® |st der Fundamentalkreis von e im Uhrzeigersinn orientiert,
so ist e R-Kante, ansonsten L-Kante, dieser Zeichnung.
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Was hilft der Baum? A“(IT
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® Jede planare Zeichnung von G liefert auch eine planare
Zeichnung des DFS-Baums.

® Betrachte Zeichnung mit der Wurzel an der &uBeren Facette.

@ Jede Nichtbaumkante e fihrt entweder links (L-Kante) oder
rechts (R-Kante) am Baum zurlck.

® Formal:

® |st der Fundamentalkreis von e im Uhrzeigersinn orientiert,
so ist e R-Kante, ansonsten L-Kante, dieser Zeichnung.

® Um herauszufinden, ob ein Graph G planar ist, missen wir

® entweder eine Einteilung der Nichtbaumkanten in L- und
R-Kanten finden bei der keine Uberschneidungen entstehen
= das werden wir LR-Zerlegung von G nennen
® oder zeigen, dass eine solche Einteilung nicht existiert.
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Ruickkehr- und Tiefpunkte A“(IT
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Erinnerung: Wir betrachten einen DFS-Baum mit Orientierung.

Definition.

Sei e eine Kante. Eine Nichtbaumkante (x, y) hei3t Riickkante
von e, wenn e auf dem Fundamentalkreis von (x, y) liegt.
Dann nennt man y einen Riickkehrpunkt von e.

Ist e eine Nichtbaumkante, so ist e seine einzige und eigene
Ruickkante mit eindeutigem Rickkehrpunkt.
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Riickkehr- und Tiefpunkte A“(IT
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Erinnerung: Wir betrachten einen DFS-Baum mit Orientierung.

Definition.

Sei e eine Kante. Eine Nichtbaumkante (x, y) hei3t Riickkante
von e, wenn e auf dem Fundamentalkreis von (x, y) liegt.
Dann nennt man y einen Riickkehrpunkt von e.

Ist e eine Nichtbaumkante, so ist e seine einzige und eigene
Ruickkante mit eindeutigem Rickkehrpunkt.
Definition.
Sei e eine Kante. Der tiefste Rickkehrpunkt von e

t(e) := kleinste DFS-Zahl eines Riickkehrpunktes
nennt man den Tiefpunkt von e.
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Gabeln und Konflikte

Definition.

Eine Gabel sind zwei Kanten mit dem gleichen Startpunkt, also
e = (u,v1) und e2 = (U, v2).

Definition.

Fur eine Gabel ey = uvy, e2 = uv, definiere die Mengen
R(ey, e0) := {e Riickkante von ey mit t(e>) < t(e) < u}
R(es, e1) := {e Riickkante von e, mit t(ey) < t(e) < u}

Zwei Kanten fi, > haben einen Konflikt bezlglich eq, &> wenn
® fi,f, € R(ey, e)oder fi, f» € R(es, €1) (Gleichheitskonflikt).

® f; € R(er,e)und f, € R(eo, €1) oder umgekehrt
(Ungleichheitskonflikt).
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